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P.  T.  Grinwis ,  Hoofd-Ingenieur   van  den  Waterstaat 

in  cle  Provincie  N.  Holland,  te  Haarlem  .  .   •   .  .  1822 
H#  Weijtino,  Penningmeeeter  9    te    Amsterdam,   (zie 

boven)  .   .    . .    .    .    .    .  1822 

J.  Bassan,  te  Amsterdam,  (zie  boven)  •    ••...  1822 
J.  KohleEj  Kostschoolhouder,  te  Amsterdam    •    •    •  1822 
J.  Acquoy,  Onderwijzer,  te  Amsterdam,  (zie  boren)»  1822 
H.  Strootman,   1«  Leeraar  der  Wiskunde  aan  de  Ko- 
ninklijke Militaire  Akademie ,  te  Breda     •    •    •    .    .  1823 

F.  J.  Stamkart  ,  te  Amsterdam,  (zie  boven)  •  •  •  1823 
J.  Jonkhert,  te  Amsterdam,  (zie  bovea)  •  •  •  •  ,  1823 
J.  Lagerweij,  itostschoolhonder,  te  Geertruidènberg  .  1824 
P.  M.  van  der  Meulrn  ,  ï9  Luitenant  der  Artillerie  , 

te  Nijmegen    •    •••••••*••*•*•  1824 

P.  Doorman,    Kapitein  der   Veld- Artillerie,  te   Ber- 
gen op  Zoom  •••••••••••••••  1825 

J.  Doorman,   1*   Luitenant  Instructeur  bij  het3v  fiat* 

Veld- Artillerie  Nat.  Militie ,  te  Delft    *.....  1825 

H.  J.  Singels,  Kostschoolhouder,  te  Leeuwarden     •  1825 

G»  H.  Maassen  ,  Onderwijzer ,  te  Amsterdam    •  .  •   .  1826 

P.  Hüidekoper,  te  Amsterdam  •  • .  1826 

G.  Graafi.ani>  ,  te  '*  GravenhagD  ..........  1826 

E.  Olivier,  Dz.,  Landmeter,  te  Dordrecht .  •  .  4  •  1827 
Jonkh.  W.  Jf.  C.  Rakkexkan  Exsrvisr,  2e  Luitenant 

bij  de  9*  Afdeeling  Infanterie,  te  Utrecht  •  .   .  .  .  1827 

IsV  G.  Snoer  ,  Onderwijzer,  te  Amsterdam  ......  1888 

D.  OuyrzRSLooT,  Kostschoolhouder,  te  Amsterdam»  •  1828 
W.  A.  Frooer,  2e  Luitenant  Ingenieur  en  Onderwij- 
zer bij  de-  Koninklijke  Militaire  Akademie,  te  Breda.  1828 
i*  Badon  Ghijbrn.  Ie  Secretarie,  te  Breda,  («ie  boven).  1828 

N.  L  Barznbs*  te  Amsterdam •  •  .  1828 

L,  J.  Ulman,   Arrondissemonts-IJker,  enz.,  enz.,  te 

Amsterdam #.....#..♦  1829 

Jaoob  Swart  ,  BeêtuurJer,  te  Amsterdam,  (zie  boven).  1829 

Isaac  Warnsxnok  ,  Architect ,  te  Amsterdam    •  .  .  >  1$29 
B,  Sfrvit,  Ie  Leermeester  bij  de  Diaconie  Scholen, 

te  Amsterdam   .................  1629 

D.  Hoola  tan  Noótkn,  te  Amsterdam  (zie  boven)    .    1829 
J9  Gt  W.   Mbrkes,  Adjudant  van  Z.  NL  den  Koning 
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der    Nederlanden,    lid  van  het  Bataafsch  Genoot* 

m  * 

schap  van  Proefondervindelijke  Wijsbegeerte  te  Rot- 
terdam, te  YHags 1830 

J.  8.  Sfsijeb  ,  Onderwijzer ,  te  Amsterdam 1830 

H.  van  Blanken,  te  Zwolle,  (zie  boven) 1830 

i,  Kollewijn  ,  Kostschoolhouder,  te  Bommel     •  .   .  1830 

A.  Vos ,  Onderwijzer ,  te  Amsterdam  ........  1830 

J.  J.  Geton  ,  te  Leyden •  ••••«••  1831 

U.  L.  van  Hoorr,  Ie  Luiten.  Ingenieur,  te  Zutphen.  1831 

S.  T.  Boas,  te  Amsterdam ......  1831 

H.  W.  Blobk,  Onderwijzer,  te  Haarlem  ..••♦.  1831 

£.  Boas,  te  Amsterdam  ....... 1831 

S.  Dik,   Cobnsz.,  Ingenieur   van   den  Waterstaat  in 

Nederlandsen  O.  Indië,  te  Batavia  •  ••••*..  1831 

I.  I.  de  Koning,  te  Haarlem  • •  1831 

Ma.  G.  W.  de  Bbvin  Kobps,  Agent  van  den  Algem. 

Rijks- Kassier,  te  Hoorn v #  1832 

J.  Jansz.  Auebda,  Hoofdonderwijzer  in  het  Instituut 

voor  Blinden,  te  Amsterdam •  .  •  1832 

D.  van  Lankbbbn  Mattbes,  te  Amsterdam.  ..  .   .  •  1832 

M.  A.  L.  Botjsq.het,  1*  Kapt.  Ingenieur,  in  N.  O.  Indiè.  1833 

H.  C.  Beoseb,  Kostschoolhouder,   te  Hasselt  .  .  .   .  1833 

P.   G.    Crombet,    Ridder  van  het  Legioen  van  Eer, 
Kapit.  Luitenant  ter  Zee,  bij  het  Koninklijke  Instituut 

voor  de  Marine,  te  Medemblik  •  •........  1833 

T.  Kuijteb,  E zn.,  te  Haarlem    ....••....  1833 

T.  C.  Radijs,  te  Amsterdam  .........  #  .  .  1833 

H.  Kloos,  te  Amsterdam •  ••••*••  1833 

D.  W.  Hinse,  Bestuurder,  Onderwijzer,  te  Amsterdam.  1833 
W.  G.  van  Dsij>EN ,  Onderwijzer  in  de  Wis*  en  Zee* 

vaarikunde,  te  Amsterdam 1833 

D.  N.  Geelhoed,  Onderwijzer,  te  Amsterdam  •  .  .   ♦  1833 

J.  van  Maubix,  te  Amsterdam»  ........  #  .  1833 

C.   J.  de  Lbbitw,  Direct,  van  Stads  Aarde  Werk.  en 

Wateren,  te  Amsterdam 1833 

H.  A.   van   dbh.   Spek  Qbbbbn,  Onder-Constructeur 

der  2*  Klasse,  te  Willemsoord .  .   .  1834 

Ad  ai  anus.  Hoen,  Kostschoolhonder ,  te  Hattem  •  •   **  '*** 

T.  vm  Vet,  Arrondisaement-IJker,  te  Delft 1834 
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H.  W.  Weijtinoh,  Boekhandelaar,  te  Amsterdam*  .  1834 

F*  Stuart  ,  Kostschoolhonder ,  te  Vianen  •   •....  1834 

G.  J.  Kapte  ijk,   Kostschoolhouder,  te  Bodegraven    •  1834 

K.  Dekker,  Len.,  Onderwijzer,  te  Nieuwendam   .   .  1834 

J.  C.  G.  tak  Benthem,  te  Hengaio,  in  Overijssel.  •  1834 

Jacobus  Sjoenis,  Mr.  Timmerman,    te   'sGraveland.  1834 

Dirk  Bas  Backer,  te  Amsterdam 1834 

L.  tan   de    Kasteele,  Assistent  bij  den  Waterstaat, 

te  'sGravenhage •  •••••••  1834 

J.  F.  tak  se  Laar  ,  Junior  ,  te  Amsterdam    .   •  •   .  1834 

W.  tan  Loon,  te  Amsterdam   .  .  .   . 1834 

J.  R.  R.  Ortt,  te  Amsterdam  •  ••••...•••  1834 
J«  M.  Qbreen  ,  Onderwijzer  in  het  Regtlijning  en  Zee- 
vaartkondig  Teekenen,  aan  het  Koninklijke  Institnnt 

Toor  de  Marine,  te  Medemblik  .  .   •   . 1834 

Herman  Hallo,  Instituteur,  te  Amsterdam»  .   .  *  *  1834 

B.  P.  G.  tak  Diggelen,  Aspirant  Ingenieur  Tanden 
Waterstaat,  te  Zwolle • 1835 

Grrrit  Koster ,  Onderwijzer,  te  Schoorldam  .  •  .  .  1835 
P.    J.  L.   Quant,    Onder-Constractear  der  Marine  te 

Amsterdam •  .  1835 

J.    G.  J.  -tan  R008M alen  ,  Onderwijzer  aan  de  Stads- 

Teekenschool ,  te  Zwolle .   .   .  .  .  1835 

H.  J.  Barnekate,  Openbaar  Onderwijzer,  te  Almelo .  1836 
A>  D.   Teyler  tan  Hall,  Aspirant  der  Artillerie  in 

Garnizoen,  te  Maarden •    ••...•.  1836 

A.  A.  Holst,  Onderwijzer,  te  Amsterdam    .....  1836 

W.  Hagenzieker,'  te  Amsterdam*  • A   #  lg3g 

J.  C.  Olitier,  te  Zierikzee .  .  183g 

J.    G.   Ottema  ,  Praeceptor  der  Latijnsche  School ,  te 

Leeuwarden   .  .  • #  .  1836 

Mr.  J.  Heemskerk,  Az«,  Advocaat,  te  Amsterdam»  .  1836 

P.  Krom,  Onderwijzer,  te  Amsterdam  .......  1837 

C.  H.  J.  tan  Berchuijs,  Math.  et  Phil.  Nat.  Candi- 

daat  en  Arrondissement-lJker ,  te  Deventer      •    •    •  1837 

"W.  ten  Entel,  Onderwijzer,  te  Deventer     •    .    •    ,  1837 

R.  D.  Smeding,  te  Leeuwarden •  1837 

J.  M/J.  Pantekoek,  Leeraar  voor  de  Wiskunde  aan 

de  Latijnsche  School,  te  Leeuwarden     .    .    .    .    .  183% 
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E-  tak  der  Oudbb  heulen  ,  te   's  Hage 1837 

J.  A.  Krajbkbaiki:  ,  te  Batavia,  (zie  boven)     .    .    •  1838 
A.   tan   der  Met,  Onderwijzer  aan  het  Instituut,  te 

Doesborgh  •     .    • •    •    .  1838 

J.  A»  Hansen,  Onderwijzer  ia  de  Wiskunde,  te  Deventer.  1838 

A.  H.  Viersrn,    Onderwijzer,  te  Zwartsluis    •    •    .    .  1838 

A.  B.  Brave,  Onderwijzer,  te  Amsterdam     ....  1838 

C.  H.  Muller,  te  Almelo 1838 

L.   A.   te 'Winkel,  Gouverneur,  te  Pietersbierum  in 

Frieêland 1838 

W.  G.  Ribbius,  Matli.  et  Phil.  $at  Cand.,  te  Deventer.  1838 

L  Teixeira  de  Mattos,  Jr.,  te  Amsterdam      •    •    •  1838 

A.  Hulscher,  Litt.  Candidaat,  te  Deventer    ....  1838 

Al.  tak  der  Haart,  Tz.,  Boedhandelaar,  te  Amsterdam.  1838 

H.  Middelburg!  Gouverneur,  te  Middelburg  in  Zeeland.  1839 

Jacob  db  iiA  Mar,  te  Amsterdam      .......  1839 

A.  -vak  Leeuwen,  Onderwijzer,  te  Amsterdam      •    .  1839 

T.  A.'  F.  Delprat,  I«  Luiten,  der  Artillerie,  te  Nijmegen.  1839 

JoaxFH  Dernburo,  te  Amsterdam 1839 

R.  Biscbovvkbiu  ,  te  Amsterdam *    •  1839 

J.  H.  Schaver,  Luitenant  van  bet  Korps  Mineurs  en 

Sappeurs,  te  Nijmegen 1840 

P.  J.  A.  vak  Rhbds  tak  der  Kloot,  Adjunct  Com- 
mies bij  het  Dept.  Tan  Financiën,  te  's  Hage  •    .    .  1840 

C.  tak  Hetoelom  ,  Pbilos.  Student ,  te  Amsterdam  •  1840 
J.  ö.  F.  EsTRi,  Cand.  in  de  Letteren,  te  Amsterdam.  1840 
J.  bb  Boer,  Onderwijzer,  te  Haarlem  .  i  .  .  .  .  1840 
J.  H.  Ottbn,  Onderwijzer,  te  Amsterdam  .  .  .  .  1840 
M.  IL  Melinoa,  Onderwijzer,  te  Amsterdam     .    •    •  1840 

A.  tak  Ottbrlo,  Onderwijzer,  te  Amsterdam  •    •    •  1840 

B.  P.  Booabrts,  Arrondissement- IJker,  te  Breda  •  •  1840 
J.   P.  A.  Frakcois,  Onder-Constructeur  der  Marine, 

te  Amsterdam     ..••••••••;•••  1840 

G.  tek  Britmiciler,  Wzn.,  Onderwijzer  in  de  Wis- 

binst,  te  's  Hage 1840 

B-  tak  db  Wberd,  Onderwijzer ,  te  Kampen  •  •  ,  1840 
F»  P.  Klijnsma,  2*  Luitenant  Ingenieur  in  Garnizoen 

te  Nijmegen    .    .    •    .  ' 1840 

D.  JBxsrxks  pb  Haak  ,  te  Amsterdam 1841 
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EvmlhJlbldus  Godk  ,  te  Utrecht 1841 

F.  Rosrv,  Onderwijzer,  te  Monnikendam  •    •    •    •    •  1841 

W.  Corn.  Vbhbkput,  te  Middelburg 1841 

C.  "W.  Smith,  2#  Luit  der  Artillerie,  te  Delft    .   .    .  1841 

G.  L.  Ksffsh,  Onderwijzer,  te  Amsterdam    •    .    •    •  1841 
R.  Oldxkut,  KotUchooIhouder ,  te  'Wormerveer   •    «  1841 
Aux.  Waxaatzn  ,  te  Assen      •••••••••  1841 

L.  Kluit  ,  Onderwijzer ,  te  Amsterdam     •    •    •    •    •  1841 

E»  Soboltb  ,  Onderwijzer ,  te  Edam .    • 1841 

A.  H.  £•  Bovbdxav  ,  Hijksontranger,  te  Ootmaarsnm.  1841 

Adhiatos  Jacobus  Bos,  te  Utrecht  .......  1841 
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NIEUWE 

WISKUNDIGE  VOORSTELLEN 

KIT  ÖËBIIttll 

ONTBINDINGEN. 


a 


LVoOBSTSL. 

Door  J.  Babon  Ghijben. 

egeven  zijnde  de  reeie 
1,  1X2,  1X2X3,  1x2x3x4,  1  X  2  X3  X4x5,m., 
welker  algemeene  ter*  tt  1  X  2  X  3  X  4  X*»**  X  (*—  1) X  », 
begeert  men  midden  tueeohen  elke  twee*  termen  oenen  term 
te  interpoleren;  met  andere  woorden ,  welke  getallen-waar- 
den verkrijgt  men,  door,  in  den  algemeenen  term,  aan  n 
de  gebrekene  waarden  lf ,  2| ,  3§,  enz.,  toe  te  kennen  t 

Opgelost  door  J.  Badok  Ghijbev. 
0*x4>sbihg  van  J.  Bad  on  Ghijbeh. 

Hoezeer  de  gevraagde  interpolatie  onmiddellijk  gevonden 
wordt,  nit  de  kennis  van  de  eigenschappen  der  functie  r  van 
Lxgendhe  ,  (zie  deszelfs  werk  over  de  ElUptieche  functiên , 
bepaaldelijk  het  aanhangsel  over  de  Euleriaanecke  Integra- 
len,) stellen  wij  ons  voor,  dezelve  uit  eenvoudiger  beginselen 
af  te  leiden. 

Zij  daartoe 

F(»)  =  lx2x3x4x....X(»—  l)x* (*)', 

dan  hebben  wij  door  »  +  1  in  plaats  van  n  te  stellen,  ook 

F(*  +  l)  =1  X2  X  3  X  4  X.  ••  .X  (»  —  1)  X  n  X(n  + 1) 
en,  deze  vergelijking  door  de  vergelijking  (*)  deelende,  vin* 
den  wij 

waarnit  volgt 

Ff»  +  1)=(«  +  1)F(«) ftj); 

daar  na  de   eerste  term  der  gegevene  reeks  de  eenheid,  en 

das  F  (1)  =  1  is ,  vinden  wij ,  door  in  (0)  voor  n  achteiv 

volgens  1 ,  2,  3,  enx.,  te  nemen: 

I.  Djbbl.  A 
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F(l)  =  1, 

F(2)  =  2  f (1)  =  1x2, 

F(3)  =  3F(2)  =  1  x  2  X  3, 
F(4)  =  4  F(3)  =  1  x  2  X  3  X  4, 

êtut., 
waaruit    blijkt,    dat    de    vergelijking  (0)  genoegzaam  is,  om 
de  waarde  van  F(n)  voor  alle  geheele  positieve  waarden  van 
n  te  vinden. 

Stellen   wij   in  {ff)  voor  n  achter  volgens  f,    f,    |,   en»., 
dan  komt  er 

F(|)  =  i  F(i) , 

F(l)  =  f  F(|)  =  f.  |  F(i) , 

1(1)  =  §  F(I)  =  J.  |.  f  F(§) , 

en  das  in  het  algemeen 

F(^f)=F(^)=^1^.....H4Fa),,..(y), 

zoodat  het,  om  de  waarden  van  F(n),  voor  n  —  IJ, 
»  =  2§,  «  =  3J,  en*.,  te  vinden,  genoegzaam  zal  zijn , 
de  waarde  van  F(§)  te  bepalen. 

Verbeelden  wij  ons  ieder  der  factoren  1,2,3,4,  enz. 
(n  _  1  j  9  n,  uit  welker  product  de  termen  onzer  reeks  be« 
•taan ,  in  twee  andere  factoren  ontbonden ,  stellen  wij  na- 
melijk 

l=r«4,  2=c</,  3=4/;  4=#A,  en*.  *— I=rs,  n=/w, 

dan  is 

F(»)  =  abcdefgh  ....  rsr* .(*) 

en  hierin  moeten  nn ,  voor  eenige  waarde  van  n ,  de  2»  eer- 
ste factoren  van  het  tweede  lid  genomen  worden ;  wij  hebben 
alzoo : 

F(|)  =  «, 

F(l)  =  ai  =  1 , 

F(|)  =  abc  =  1  X  e, 

F(2)  =4tlc4=z  1x2, 

F(|)  =  «*«fe  =  1  X  2  X  e , 

F(3)  s=  <W.=  )Xi  X  3, 

F(J)  =  «4cd|fe  =  1X2X3X«, 

en». . 


r 


VOORSTELLEN.    N*.  I,  3 

F(*— §)=4faltöft . . .  r=lx2x3x  ...(»  —  2)r , 
F(»-l)=a*c^/^* . . .  rt=lx2x3x  ...(*  —  2)(«—  1) , 

F(n+-i)=aècdtfgh . . .  r«f=lx2x3x  .. . .  (»  —  1)1 , (n) 

F(*)=afo<k/arA . . .  rt/jc=J  x2x?X  ...(*  —  1)». 
.  Verbinden   wij  na  de  vergelijkingen  (y)  en  (n)  met  elkan- 
der, dan  hebben  wij 

^rJ.?!j?....i.i.iFa)=i.2.3....(«-i)*, 

waarnit  volgt 

F(§)  =  2>4>6- ft» —  2)^ 

•>•  •)•  /•>*•••••  (2  ft  — -  IJ 

of  ook  {F(§)}a=  $.  ifn; -§£tj.  «a; 

vermenigvuldigen  wij   na    deze'  laatste  vergelijking,  met  de 
vergelijking 

n        l 


]    _•  «34 

1    T*    5*    ï j 


•••••• 


die   klaarblijkelijk  voor  alle  waarden  van  n  waar  moet  zijn , 
dan  komt  er 

W  =  *»•» (%fif^^ 

maar  •  omdat  /»  =  n  is ,  hebben  wij  —  :=2"^—  en  dos  —  — — . 
'  --nu  nu9 

hierdtyrc  wordt  dan  . 

f*/,aa-_«    .4    48  (2tt  —  1)*  T  1    r 

|*U)J    —  ?•  ff-  II '     (2«  -  ija^— "-W> 

De  factoren  der  uitdrukking  (*)  worden  hoe  lange*  hoe  groo- 

n  —  1 

ter  en  hét  quotiënt  der  twee  laatste  ,  dat  is:      ■  nadert 

■  » 
meer  en  meer  tot  de  eenheid,  Jioe  grooter  n  wordt,  terwijl 

voor  it  =:  oo  de  verhouding  ■■    gelijk  aan    de  eenheid 

n 

wordt ;   bij    de   factoren  .der   uitdrukking  (#)  moet  hetzelfde 

plaats  nebben ,  zoodat  voor  n  rr  oo-,  • — -  =  1  moet  worden* 

Nemen,  wij  das   in  de  formule  (i) ,  die  voor  alle-  waarden 
▼au  m  moetLdoprgaan ,  n  =  oo,  dan  vinden  wij  terstond 

(ï(f)}*  =  !•  §!•  fa  ***<  M  in  het  oneindig*, 
waarvoor  wij  ook  luimen  schrijven  / 

A  Z     . 
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«  =  (•  -  \)  O  -  i)  O  -  è) 
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In  de  B egt  melen  der  Stelkunst  van  den  Hoogleeraar  J.  db 
Gelder,  vindt  men  $  836  (Ie  drpkj  aangetoond,  dat  het 
tweede  lid, der  laatste  vergelijking,  |t is;  wij  hebben  derhalve 

of  Ffa  =  W*y 

en  hierdoor  vinden  wij, volgens  de  vroeger  ditgebragte  farmalen, 

*(IJ  —  y  j»  y •  1/ti 

'  "  "  •  •  »       • 

r'  „.-.         13    5     7 


*ïj)  =  y  •  y  •  y  y  ^ 


hetgeen  dan  nu  de  geïnterpoleerde  termen  zijn,  waarnaar  int 
de  opgaaf  gevraagd  was. 

IL      V    O   O  R  8  T   E   L. 

Door  L.  vam  de  Kastsele. 

ifs»   vraagt  dè  kromme  lijn,  welke  tot  vergelijking  heeft 

a"  +•  x  ' 
y  —  cfc  *l/   """■ *  door  punten  te  construeren,    mits  ga* 

a  *^™  jp 

Art  Aa  ra  voornaamste  eigenschappen  op  te  sporend 

Opgelost  door  C.  I.  Bolten,  W.  J.  C.  RaumelIUh  El- 
8EVIER.  L.  J.  Ulman  en  L.  van  de  Kasteele. 

Oplossing  tra*  C.  J.  Bolten. 
§  1.    Nemen  wq  XX'  en  YY'  (Kg.  1)  als  assen  der  coör- 
dinaten aan ,  dan  blijkt  vooreerst  uit  het  dubbele  teeken ,  in 
« 

de    opgegevene    vergelijking   voorkomende,    dat    de  kromme 
lijn   boven   en  heneden  de  as  XX'  denzelfden  vorm  hééft  en 
dat   er,  voor  elke  waarden  van  x  niet  meer  dan  twee  waar- 
den voor  y  bestaan. 
Schrijvende  de  vergelijking  in  de  gedaante 

a  —  x  ' 
dan  ia  het  duidelijk ,  dat  y  alleen  bestaanbaar  kan  wezen 
voer  waarden  van  x ,  fass,chen  x  =  #  en  x  —  — *  a  geto- 
gen ;  .nemende  das  OA  is  OB  =  a-,  en  {rekkende  door  A  en 
fi  de.  lijnen  PQ  en  RS,  evenwijdig  met  TT,  dan  zal  de  krom- 
me geheel  tnsschen  deze  lijnen  gelegen  zijn. 
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5  2.    De  vergelijking 
'  a  -4-  x 

y  =  ±x^r^~ • O) 

A  —■•  X 

geeft  voor  s=;a,  y  =  co;  bij  gevolg  is  FQ  een  asymp- 
toot der  kromme;  voor  x  =  0  en  x  =  —  a, wordt pz=zQ; 
bijgevolg  gaat  de  kromme  door  den  oorsprong  en  is  ook  B 
een  punt  van  dezelve* 

Stelt  men  y  =  0,  dan  is  x]/ =  0 ,  waaraan  al- 

0  —  x 

leen  voldaan  kan  worden  door  x  =  -0  en  jr  =  a  te  nemen  j 

de   kromme  heeft  dus  met  de  as  XX'  geenè  andere  ponten, 

\dan  O  en  B  gemeen. 

§  3.    Differentiëren    wij     de  vergelijking   tweemaal,    dan 

jcomt  er  na  behoorlijke  herleiding 

*?  —  4,         *»  +  ~  -  «'  ,2v 

*x  "" *  ^  («  —  *)  \/(a*  —  #») W 

•n       *ly  -  -fc  ga(2g  +  «)  ,3, 

2f*»  —  =  (a  —  *)»  (a  +  *j  |/(a»  -  x»)  *  *  (  '* 

Stellen   wij    na   x  ==  0 ,   dan  wordt  —  r=s  ±  1 ,  bijgevolg 

heeft   de   kromme  lijn  in  den  oorsprong  twee  raaklijnen  TU 
en  Vff,   die  ieder  eenen  hoek  van  45°  met  de  as  XX'  ma- 
ken  en  dus  onderling  regthoekig  op  elkander  staan.    Stellen 

^rgx=r«enx  =  —  a,  dan  wordt  j-  — -  oo  ;  hierdoor 

wordt  vooreerst  het  bestaan  der  asymptoot  PQ  bevestigd  en 
ten  andere  aangetoond,  dat  RS  de  kromme  in  het  punt  B 
raakt* 

Uit*  de  vergelijkingen  (1)  en  (3)  blqkt  terstond,  dat,  zoo 

men  x  tnsschen  0  en  a  néémt,  yen  ^  hetzelfde  teeken  ver- 
ex2 

krijgen,  maar  dat  de  teekens  van  y  en  ~-  verschillend  wor- 

oX 

den,  indien  x  tnsschen  0  en-s  wordt  genomen;  hieruit 
volgt ,  dat  het  gedeelte  der  kromme  lijn  tnsschen  TT'  en  PQ 
begrepen  de  bolle,  maar  het  gedeelte  tnsschen  TT'  en  RS 
begrepen  de  holle  zijde  naar  de  as  XX'  keert» 

Dit  dit   alles  blijkt  dan  reeds ,  dat  de  kromme  lijn  de  ge-, 
daante  moet:  hebben  ,<  die  in  de  figuur  is  afgebeelfl. 

A3 
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§  4.  Om  de  gevraagde  kromme  door  punten  te  construeren  , 
beschrijven  wg  nil  O,  met  OA  =s  a  als  straal ,  eenen  cirkel, 
hemen  eene  zekere  waarde  OC  =  x  aan ,  trekken  door  C 
eene  lijn  DE ,  die  XX'  regthoekig  snijdt,  vèreenigen  de  pun- 
ten A  en  ü,  'trekken'  eindelijk  X3W  evenwijdig  met  AD  t  én 
maken  CM  ss  CM',  dan  zullen  M  en  M'  punten  der  krom- 
me zijn;  want  CD  is  middenevenredig  tusschenBCss m  +  x 
en  AC  ss  0  —  x ,  en  alzoo  CD  zs  yX*a  —  x*) ;  uit  de 
gelijkvormigheid  der' driehoeken  ACD  en  ÖCM'  volgt  voort» 

AC  :  CD=z  OC  :  CM' 
en  derhalve  is 

CM =  CM '  =  OCxCP = *V  (**-***)  _     ,•  +  * 

AC  a  —  x  a-—  x' 

Voor  eene  negatieve  abscis  OF  is  de  constructie  dezelfde; 
wij  trekken  namelijk  door  F  eene  lijn  GH,  die  XX'  reethoe- 
kig  snijdt,  vereenigen  de  punten  A  en  G,  trekken  ON,  e ven- 
wgdig  met  AG  en  nemen  FN'  =  FN,   dan  zullen  N  en  N' 

punten  der  kromme  zijn  j  want  nu  is  OF  zs  —  x9  AFzsrn x 

BF  ss  a  +  jt,  FG  ss  l/O*2  "~  *2)  en  *"*  de  gelijkvormig- 
heid der  driehoeken  AFG  en  OFN  volgt  de  evenredigheid 

AF  :  FG  ss  OF  :  FN, 
weshalve 

AF  a  —  x  v  a—x 

Men  kan  op  deze  wijze  zoo  vele  punten  der  kromme  bepa- 
len, als  men  begeert;  wij  zullen  echter  later  eene  nog  een- 
voudiger constructie  leeren  kennen. 

§  5.  Om  de  punten  te  bepalen,  waar  de  kromme  door  den 
cirkel  ADG  gesneden  wordt ,  hebben  wij  slechts  xa  +  ya  —  a2 

te  stellen;  daar,  volgens  de  vergelijking  (I),y»as«X  **."*"  x) 

is,  hebben  wij  voor  de  bedoelde  snijpunten  . 


1 


Waaruit  men  gemakkelijk  vindt 

x  ss  —  a       en        *  s=  |«; 
de  eerste  waarde  van  x  behoort  tot  hèt  punt  B,  en  de  tweede 
tot  dë  ponlen  K  en  K',  die  alzoo  geconstrueerd  worden,  door 
de  lijn  KK'  loódregt  door  het  midden  van  OA  te  trekken* 
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5  6.  Om  te  onderzoeken,  waar  de  raaklijn  evenwijdig  aan 


de  as  der  abscissen  loopt,  stellen  wij  —•  =0,  waardoor wij 

oX 

volgen*  (2) 'hebben  .  . 

«a  +  ax  —  x7-  =s  Oj 

liierait  vindt  men  op  de  gewone  wijze 

x=i«(l±l/5), 
daar  echter,  het  bovenste  teeken  gebruikende,  x  >  a  en  das 
jr  onbestaanbaar  zon  worden^  hebben  wij  alleen 

*  =  |a(i  -  !/5)  =  -  §•(-  i  +  V$) ; 

deelen  wij  dos  OB  in  de  uiterste  en  middelste  rede  in  L , 
soodat  OL  het  grootste  deel  is,  dan  worden  hierdoor  de 
ponten I en T  gevonden,  welker  raaklijnen  evenwijdig  met  XX'< 
zijn.  Het  is  nit  den  aard  der  zaak  duidelijk,  dat  de  ordi- 
naat LI  een  maximum  en  de  ordinaat  LI'  een  minimam  is, 
•  soodat  het   onnoodig  is  het   bestaan  van  dit  maximum  en 

'  nriniihnm,  door  hét^eeken  dat  -~  voor  «tzr  —  §a(— •  l«(-|/&) 
verkrijgt,  te  bevestigen. 


v. 


$  7.    Uit  den  vorm  der  kromme  is  het  reeds  af  te  leiden , 
dat  zij  geene  buigpanlen  hebben  kan-,  en  inderdaad  kan,  vol» 

gens  (3),  g-2   niet  gelgk  nol  worden,   dan  door  te  stellen 

ex 

jf '  =  —  2a    of    *  zzr  oo  ,  welke  waarden  van  x  beide  on- 
bestaanbare  waarden  voor  y  zouden  geven* 

J  8*  Om  aan  een  zeker  punt  der  kromme  eene  raaklijn  te 
trekken ,  hebben  wij  slechts  de  subtangens  te  berekenen ;  deze 
nu  wordt 

#y  #a-H»x — jfa  a — x  a2+ax — x*9 

welke,  in  de  gedaante  ■'"       geschreven  wordéitöè, 

—  +  a  —  x 

x 

zoo  gemakkelijk  te  construeren  is,  dat  wij  er  ons  niet  ver- 
der bij  zullen  ophouden*  *•> 
5  9.    In  de  fdgemeene  formule  voor,  de  kromtestralen 


=  A-  >■      *  J^-  ii    ■■?■■■  # 


A4 
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de  gevondene  waarden  van  —  en  j-?   substituerende ,  komt 

er,  na  de  noodige  herleidingen , 

g(2«a  —  *a)V(2q*  —  xa) 

r  —  +  (o  -  *)a(2«  +  x)        * 

Stellende  hierin  x  =  0  ,  dan  wordt  r  =  rp  «|/2 ;  de 
kromtestralen  tot  het  punt  O  behoorende  zijn  das  gelijk  aan 
de  diagonaal  van  het  vierkant,  op  den  straal  des  cirkels  be- 
schreven;  de  ponten  Ten  V  zijn  dus  de  middelpunten  der 
kromtecirkels  van  het  pont  O. 

Voor  x  :=:  —  a,  wordt  r  =  Ja;  de  kromtestraal  van  het 
pont  £  is  dus  het  vierde  gedeelte  van  den  straal  des  cirkels» 

Voor  x  =  a,  wordt  r  is  oo  ;  de  oneindig  voortloopende 
takken  der  kromme  nemen  dos  meer  en  meerden  vorm  eener 
regie  lijn  aan. 

§  10.  Tot  het  vinden  der  lengte  s  van  eerien  boog  der 
kromme  lijn,  soeken  wij  de  waarde  die  ^t  =  |/(^x2  +  #ya} 
verkrijgt;  wij  vinden  alsdan  na  de  noodige  herleidingen 

„  o#x       .  2aa  —  xa 

a  —  x  y    a*  —  x*  ' 
welke  formule  door  geene  sabstitatie  rationaal  te  maken ,  en 
ahsoo  niet  anders  dan  door  eene  reeks  te  integreren  is. 

Wij  gaan  dus  over  tot  het  berekenen  van  den  inbond  der 
kromme,  uitgedrukt  door  de  formule 

I  =  f  ylx 

Voor  y  alleen  de  positieve  waarde  gebruikende!  hebben 
wij  dus  hier 

^     xtSx 

en  bijgevolg        • 

I=-(«+i*M«*- *a)+l**BoogSi*.— +C; 

Willen  wij  nu  de  inhouden-van  YY'  af  beginnen  te  reke- 
nen ,  dan  moet  veer  x  =  0,  ook  IcQ  worden;  hierdoor 
vindt  men  dan  C  =  aa ,  derhalve  is 
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Irsa8— («+§*)  V{**— **)+***  BoogSin.— . 

a 

Stellen  wij  hierin  *  =  a,  dan  vinden  wij  voor  den  in- 
houd 9  tusschen  de  as  XX',  de  asymptoot  AP  en  den  tak 
OP  der  kromme  begrepen, 

Inh.  AOP  =  a*  +  Ja2*-, 

Stellen  wij  echter  x  =  —  a,  dan  vinden  wij,  Toor  den 
inhoud  van  den  halven  knoop, 

Inh.  OBI  ==  a*  —  $#**; 
door  verdubbeling  dezer  uitkomsten,  hebben  wij  ook: 

JwA.  OKPQK'0  =  2«*  +  }•»*- 
en  J*A.  Knoop.        z=  2«a  —  fa3*; 

derhalve  is 

ƒ**.  OKPQK'O  +  AA.  JTnoop  =  4«*  =  t»*r*.  TVUW 
en  Inh.  OKPQK'O  —  Inh.  Knoop  =  a3*  =  cirkel  ADB£. 

$  11.  Om  de  polaire  vergelijking  Tan  onze  kromme  te 
vinden,  nemen  wij  O  als  pool  en  OX  als  oorsprong  der  hoe- 
ken aan;  stellende  dus  OM  =  *  en  hoek  XOM  =  $,  zoo 
hebben  wij  y  =  s  &*n.  0  en  *  =s  s  Cos.  0,  waardoor  de 
vergelijking  (1)  verandert  in 

«.      J ,        ~      A    ,a  +  %  Co$.  0 

*Stn.<t>  =  ±*  Cc.  <p  Va_sCoJl, 

door  achtervolgende  herleidingen  Volgt  hieruit  * 

*»  Sin.»  <p  =  z>  Co,.*  4>  *  +  *  Z"'  t 

•  a  r-  *  Cos,  0' 

{a  —  z  Co$.  0)  Sin.*  <p  ~  (a  +  x  Cos.  0)  Co*.*  09 

%  Co*.0{Co§.*  0  +  &*.*  0}  =  —  afCo*.*  0  —  &*.»  0}  , 

x  Co*.  0  =  —  a  Cos.  2$, 

en  eindelijk 

Cos.  24) 

%  ~~  ■■-  a -• 

Co*.  0 

Uit  deze  polaire  vergelijking,  zonden  nu  ook  al  de  reeds 
gevondene  eigenschappen  der  kromme  kunnen  afgeleid  wor- 
den ;  zoo  is  voor  0  =  0,  *^=  —  <*,  waardoor  het  punt 
B  gevonden  wordt;  voor  0  =  45°  is  s  =  0,  voor^m  135° 
is  mede  %  s  0,  hierdoor  wordt  het  punt  O  met  des  zelfs 
raaklijnen  Tü  en  V W  gevonden ;  voor  0  =  60°  is  %  z=  o, 
hierdoor  wordt  het  punt  K  verkregen ;  voor  0  =z  90°  is  *  ar  oo , 
hieruit  blijkt,  dat  er  eene  asymptoot  evenwijdig  met  YT'  kan 

A  5   . 
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$  12.  Indien  wij  de  pool  in  B  plaatsen  en  BX  aïs  oor- 
sprong der  hoeken  behouden ,  zullen  wij ,  door  die  nieuwe 
polaire  vergelijking ,  eene  merkwaardige  eigenschap  'der  krom- 
me ontdekken.  Zg  daartoe  B  n  rr  »' ,  hoek  KB  n  t=  $', 
Of  =  x,  ni  r=  jr,  dan  blijkt  uit  de  figuur  terstond ,  dat 
wij  hebben : 

x  ï=  **  Cos.  0*  —  *    en    y  —  *'  «Sin.  <y ; 
brengende  deze  waarden  in  de  vergelijking  (1) ,  'zoo  komt  er 

%  Sin.  0'  =  ±  (*'  Coê.  é'  —  ojiA     *'  C^-rt 
*  ■*"  v  *  'K2a  —  *'  Cos,  $' 

of,  door  achtervolgende  herleiding 

(2a— z' Qoê4'j*4*Sin**4>'=J Co'4' (*' * C*ê.*4>'— 2az  Co$4'+a*), 
2ax,Sin.*<p'—z'*Co$4'Sin.'<p'=z'*Co$.*<p'—2aï 
z'  •  Étos.0'  («i  n.«4r +Cfct>0')— 2a*(&».a$t+Cot.a(f)')=:— a8  Cos.0r, 

2a        f 
2  *  — *   =  —  a2 . 

'waaruit  men  vindt 

*'  ^CosTtf'  ±  ^IC*7.%1?  ""  a  J 

—   _1_  -4-  ,1   —   COS.*  <p' 

—  Cos.  Q'  *  a^     Cos.*  0' 
=  a  Sec*  <p'  ±  a  Tang.  <$* 
Nu  zijn  Bn  en  BN  de  waarden  van  z',  voor  <p'  =  XBn; 
voorts   is    BZ    =    a  Sec  0'  en  OZ  =  o  Tang.  <p',  en  de 
punten  n  en  N  der  kromme  worden  dus  gevonden,  door  op 
eene   polaire  ordinaat ,   uit   haar  snijpunt  Z  met  de  as  YY', 
aan  weerszijden   den   afstand  OZ  uit  te  zetten.    De  stukken 
ZN   en   Z  n    zijn  dus  overal  even  groot  en ,  daar  ook  altijd 
BZ  =  Zb  is,  zal  mede  overal  BN  =  nb  zijn.    Doormid- 
del van   deze  eigenschap ,  welke  eenige  overeenkomst  heeft , 
met   die   der    Concheide   en-  Cietoide ,  kan  de  kromme  zeer 
gemakkelijk   geconstrueerd  worden,    daar  men;  na  de  assen 
XX',  TT''  getrokken  en  Gff  =  a  genomen  té  hebben, :  niets 
**  anders  te  doen  heeft,  dan  uit  Tiet  punt  B  eeri'oAbepaald  aan- 
'tal  lijnen  Bb  te  trekken,  en  op  elk  dezer  lijnen,  uit  derzel- 
ver  "snijpunt  met  YY'  de  afstanden  OZ  ter  wederi^de  wit  te 
-  zetten. 

'A*Kk**Kt2r6.    In  'de  Differentiaal  en  Int*graat*Bèkè*i*g 
van  I.   Rt  Schmidt,  wordt  in  §  135  tot  een  voorbeeld  den 
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1  ..  x  +  <* 

loop   onderzocht  der  kromme  lijn,  die  y  zz:  x\f toi 

x  —  a 

vergelijking  heeft ;  deze  vergelijking  heeft  veel  overeenkomst 
met  de  hier  behandelde,  zoodanig,  dat  men  de  baarde  van  y 
in  de  eene  slechts  met  f/  —  1  behoeft  te  vermenigvuldigen, 
om  de  waarde  van  y  in  de  andere  te  vertanggen.  Waar  das 
de  bestaanbaarheid  der  waarde  van  y  in*  de  eene  Vergelij- 
king begint,  eindigt  die  in  de  andere  en  omgekeerd*  De 
constructie  toont  dit  ook  aan  ,  daar  Van  de  aangehaalde  krom- 
me niets  dan  het  .punt '  O ,  overeenkomende  met  x  =r  0 , 
tnsschen  PQ  en  RS  valt,  maar  alle  overige  ponten  buiten 
PQ  en  RS  liggen. 

Aanmerking»  ,  van  W«  J.  C.  Rammelman  Elsevier.  Dit 
§  16  van  het  CC*  Voorstel,  II.  Deel  der  Verxam.  van 
Wiek.  Voorst,  blijkt,  dat,  indien  men  de  as  eener  parabool 
verlengt ,  op  dat  verlengde '  een  punt  neemt ,  van  den  top  even 
ver  verwijderd  als  het  brandpunt ,  en  uit  dat  punt  loodlijnen 
op  de  raaklijnen  dier  parabool  laat  vallen,  de  meetkanstige 
plaats  van  de  voélpunten  dezer  loodlijnen '  geene  andere ,  dan 
de  in  het  tegenwoordig  voorstel  behandelde  kromme  lijn , 
zal  wezen. 

IJL      VOORSTEL. 

Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

De  zijden  van  tenen  regthoekigen  driehoek  te  betekenen  en 
ie  construeren ,  zoo  gegeven  zijn  de  stralen  der  étrkels  Be-» 
schreven  in  de  driehoeken,  waarin  de  oorspronkelijke  drie- 
hoek verdeeld  wordt ,  door  eene  lijn  uit  den  régtèn  heek 
naar  hét  midden  der  sckuinsche  zijde  getrokken  f 

Opgelost  door  C.  J.  Bolten  ,  W.  J.  C.  Rammelman  Ej> 
se  vier,  J.  S.  SfeijCR,  F.  C.  Radijs  en  J.  G.  W.  Mersuss* 

Oplossing  van  C.  J.  Bolten. 

Laat  ABC  (Fig.  2)  de  begeerde  driehoek  fijn,  'waarin  uit 
den  regten  hoek  B  eene  lijn  BD  naar  het  midden  D  der 
schninsche  zijde  getrokken  is ,  dan  zijn  gegeven '  de  stralen 
der  cirkels  in  de  driehoeken  ABD  en  CBD'  beschreven; 
stellen  wij  dus  deze  stralen  EG  r=  a,  FH  =  6  en  rij 
AD  =S  DO  =r  x1,  dan  is  AC  =•  2x  en/  omdat  D  het 
middelpunt  is  van  deri  ch&el''om  ABC  beschreven,  ook 
BD  'tsz  *;  iip  Verder  hotk  BAC'  = '  $ ,'  dan  is ,  in  ;den  regt- 
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hoekigen  driehoek  ABC,  AB  ss  AC  X  Coê.  BAC  =  2*  Co$.  <p 
«t  BC  =  AC  X  Sin.  BAC  =  2*  Stir.  <p. 
Voorts  ia : 

Inh.  Drieh.  ABD  =  JEG{AD  +  BD  +  AB} 

=  §*(*  +  x  +  2x  C*ê.  0) 
=  ajf(l  4-  Co$.  0) 
en       ƒ«*.  Driêh.  CBD  ï=  §FH{DC  +  BD  +  BC\ 

.      =  H(x  +  x  +  2*  Sin.  #ƒ 
.  =  4*(1  +  Sin*  0) ; 
en,  omdat  deze  driehoeken  gelijken  inhoud  hebben,  ver krij- 
gen wij  alzoo  de  vergelijking 

ax(l  +  Coê.  Q)  =  hx{\  +  Sin.  <p) 
of  door  x  deelende 

a(l  -f-  Cos.  0)  =  6(1  +  Si*.  0). 
Na   is   in    het  algemeen    1    +  Co$.  $  ^z  2Ce$.2  |^  en 
1  +  Sin.  <p  =  1  +  Cos. (90°  —  4>)  =  2C*t.a(45°  — #), 
waardoor   de  bovenstaande  vergelijking,  na  deeling  door  2, 
overgaat  in 

a  Coê.*  &  =  6  C*t.a(45°  —  \fp) 
of,  uit  beide  leden  den  vierkants- wortel  trekkende, 

Co$.  §$.  \/a  =  Co$.(k5°  —  §0).  \/h. 
Ontwikkelen  wij    Co». (45°  —  %(p) ,  in  het  ooghondende,  dat 
&'»•  45°  ==  Coê.  45°  =  §j/2  is',  dan  komt  er 

Co$.  l<p.  \/a  =  (Co$.  J0  +  Sin.  fö).  §j/2.  y/b, 
door  Cos.  §0  deelende  en  met  2  vermenigvuldigende ,  vinden 
wij  2|/a  =  (1  +  Tang*  |<f>)  |/2*, 

waaruit  terstond  volgt 

Tang.  ft  _  p^-  -  1  _  -^  -  1  — ^ , 

of  ook  Tang.  §0  = ^ , 

zoodat  dan  nu  <p  gevonden  is ,  en  dos  de  hoeken  des  driehoek* 
bekend  zijn. 

Trekken  wij  vervolgens  nit  D  lijnen  Dl  en  DK  naar  de 
raakpunten  I  en  K,  dan  zullen  deze  lijnen  respectievelijk 
door  de  punten  £  en  F  gaan,  alsmede  loodregt  op  het  midden 
Tan  AB  en  BC  staan;  trekken  wij  ook  nog  AE  en  CF,  dan 
deelen  deze  lijnen  de  hoeken  BAC  eqBCA  midden  door  en  wij 
hebben  derhalve,  uit  de  regthoekige  driehoeken  AEI en  CFK, 
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2Al=2EIx<7of.§BAC    en    2CK  =  2FK  X  Co/.|BCA  , 
dat  ia: 

A  B  =  2a  CoU  l<p  en       BC  z=  W  Cot.( 45°  — f$) 

-waardoor  dan  ook  de  regthoeks rijden  ABen  BC  bekend  worden. 
Wg  kannen  deze  zijden  ook  geheel  in  de  gegevens  uitdruk- 
ken, want  wij  hebben 

—  1         _  1  _  b 

**  ~~  Tang.  §0  "~  y/2ab  —  b  ~  y/2ab  —  b 

b 

y%>b  —  è 

en  Ca/.  (45°  —  §0)  =  «        m        »I  = sr~3 i 

v  ST/         1  —  Ttoy.  |$  _  i/2ab—6 

6 


2A  —  y/2ab  ~"  f/23  —  |/«  ~  \/2*b.—  a* 
waardoor  de  bovenverkregene  waarden  voor  AB  en  BC  over- 
gaan in 

AB  =      }ah      .        en       BC  =         ™ 


y/lab  —  b  y/2ab  —  a 

De  schumsche  zi)de  AC  des  driehoek*  kan  men  vervolgens 
willekeurig  door  een  der  {ormulen  AC  s  j/(ABa  +  BC*) 
of  AC  rr  AB  &*•  0  berekenen;  men  zal  voor  dezelve 
vinden 

__      2a*f<»  +  b  -»  y/2aJ)     # 
—  (i/2a*  —  a)  (|/2a*  —  *)' 
en  daar  AC  =s  2r  ia  gesteld  geworden,  blijkt  hieruit  tevens, 
dat  de  gebruikte  onbekende  x  deze  waarde  heeft : 

ab(  a  +  b  —  i/2«6) 

,  *  ~  (i/2a*  —  «)  {\/2ab~^~Jf 

Om    den    driehoek  te   construeren  nemen   wij ,    op  eene 

onbepaalde  regte  lijn  XY ,  LD  =  DM  =  5  en  M*N  —  * , 

beschrijven    op  LN  eenen  halven  cirkel  en  stellen  MP  lood- 

regt  op  LN ,  dan  is  MP  =  \/2ab ;  verder  nemen  wij  PQ  —  b 

en  trekken  DQ,  dan  is  hoek  QDM  =  |0,  want  nu  is  Tang. 

AnM  _  QM  •_  MP-PQ_  i/2nb  -  b  ■ 

QDM  =  DM  =        DM    "  *=  'b 5*«™tewiti*. 

ken  wij  DZ,  zoodanig,  dat  Ao«£  ZDT  =  4Aoe£  QDM 
r=r  2$  zij  en  beschrijven,  met  a  als  straal  in  den  hoek XDZ, 
«enen  cirkel ,  trekken  uit  D  >  door  het  middelpunt  £  van  den 


,• 
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cirkel,  eene  lijn  Dl  en  aan  dien  cirkel  in  I  eeneraaklijn  AB, 
hierdoor  wordt  BD  =  AD  en  hoek  DAB  =  hoek  ABD 
=  §  hoek  ZDY  =  .$  j  nemen  wij  das  eindelijk  DC-zr:  t)A 
en  trekken  wij  BC,  dan  zal  ABC  de  gevraagde  dpeboek  zijn. 
Aanmerking  van  J.  Badon  Guijben.  .Om  het  voorstel  in 
den  eigenlijken  zin  te  kannen  oplossen  t  moeten  de.  stralen  0 
en  b  zoodanig  gegeven  zijn,  dat  de  grootste  van  beide  klei- 
ner dan  het  dubbel  van  de  kleinste  is.  Want  laat  a  de  groot* 
ste  der  beide  stralen  wezen  en  tevens  <s  >  25  zijn ,  dan  is : 

U  >  M,  ??  >  4,  ^  >  2,  ^-1>1, ï^f.  w>i# 

1$  >  45°  en  $  >  90ó  ;  voorts  volgt  vat  a  >  26  ook 
nog  a1  >  2ab  en  0  >  y/2ab,  zoodat  dan  BC  negatief 
wordt;  AC  wordt  alsdan  mede  negatief,  omdat  \/2ab  >  b , 
en  0  -f-  b  >  \/  2ab  is;  en  das  worden  BD  =r  AD  =  DC 
—  x  r5:,§AG  alle  insgelijks  negatief. 

De  onderstelling,  dat  a  >  25  is,  geeft  das  aan  den  drie- 
hoek, met  betrekking  tot  de  gegevene  cirkels ,  den  sland  in 
Fig.  3„ voorgesteld;  zoo  dat  mi  de  grootste  cirkel" ook  welde 
zijden^.va^  den.  driehoek  ABD  raakt,  maar  dat  deze  raking 
met*  AB  uitwendig  is.  De  opgegevene  constructie  gaat  na 
even  'goed.  door ,  zoo  als  in  Fig.  3  ,  waarbij  wij  deselfde  let- 
ters als  in  Fig.  2  geplaatst  hebben ,  is  aangewezen  ;  alleen 
merken  wij  op ,  dat  nn ,.  om  de  vroegere  berekening  te  kan- 
nen behouden,  hoek  BAY  =  <p  is;  dat  hoek  ZDY  =r  360°  — 
khoek  QQM  genomen  en  den  cirkel  met  den_atraal  a  in,  den 
hoek  YDZ',  over  XDZ  staande,  beschreven  moet  worden  en 
eindelijk  dat  nu  hoek  BAD  =  hoek  ABD  =  \hoek  ZDY 
=  i8Qo  —  2hoek  QDM  =  180®  —  Q  wordt. 

Is  echter  de  grootste  straal  kleiner  dan  het  dubbel  van  den 
kleinsten  en  das  gelijktijdig  a  >  b  en  a  <  2b }  dan  blijft 
altijd  Tang.  |$  <  1  en  <p  <  90  °j  als  ook  big  ven  dan  AB,  BC 
en  AC  alle  positief,  zoo  dat  dan  altijd  de  oplossing  in  den 
bedoelden  zin  plaats  kan  hebben. 

IV.      V0OH8TEI» 

Door  "W.  J.  C.  Rammelman  Elskvikb. 
J)e   zijden   van  tenen  regthoekigen  driehoek  te  berekenen 
en  te  construeren ,   zoo  gegeven  zijn  de  stralen  der  cirkels 
beschrpven    in   de  driehoeken .    waarin   de   oorspronfofjjji}* 
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driehoek  verdeeld   wordt,  door    de    loodltjn,  welke  uit  den 
tegten  hoek  op  de  eehuineche  **jde  wordt  nedergelatenf 

Opgblost  door  C.  J«  Bqlten,  V,  J.  C.  Rammelman  El- 
skvier,  F.,  Q.  Radijs,  J.  S.  Spejjsh,  J.  G.  W.  Mxara  en 
G.  Kosxeb^ 

Oplossing  van  C.  J.  Boltek. 

Laat  ABC  (Kg.  4)  de  begeerde  driehoek  zijn ,  uit  welks 
regten  hoek  B  eene  loodlijn  BD  op  de  schuinsche  zijde  is  ne~ 
dergelaten,  dan  zijn  gegeven  de  stralen  EF  r=  oenGH-=ó 
der  cirkels,  in  de  driehoeken  ABD  en  CBD beschreven.  Om- 
dat  de  driehoeken  ABD  en  OBD  gelijkvormig  en  do*  hnnne 
gelijkstandige  zijden  evenredig  met  de  stralen  hunner  inge- 
schrevene cirkels  zijn,  hebben  wij  terstond 

AB  :  BC  =  a  :  *; 
wij  kannen  das  stellen 

AB  =  ax    en    BC  =:  bx  t 
als  wanneer ,    volgens    algemeen   bekende  eigenschappen  der 
regthoekige  driehoeken ,  terstond  gevonden  wordt : 

AC  =  i/(AB*  +  BCa)  =  *  !/(«*  +  *aj, 
AB1   a*x 

AD=  AC    —  V(a*  +  h*)  >' 

BC* l*x       '  ' 

ahx 

•n         BD=  |/AD  X  CD  = 


Omdat  wijders  de  straal  van  den  ingeschreven  cirkel  eens 
driehoeks  eevonden  wordt ,  door  den  omtrek  in  het  dubbel 
van  den  inhoad  té  deelen ,  zoo  hebben  wij 

AD  X  BD  .  BD  X  DC 

en  o  ss. 


—  AD  +  BI?  +  AB  BD  +  DC  +  BC' 

en  het  is  genoegzaam ,  in  eene  dezer*  vergelijkingen  de  boven- 
staande waarden  der  lijnen  over  te  brengen }  om  onmiddellijk 
x  te  vinden)  gebruiken  wij  de  eerste,  dan  verkrijgen  wij 

a*x  abx 

'a  —       V(*m  +  ¥)  *  Via*  +  *a) 

a2x  abx  ' 

V(°*  rh  **)  +  •(•«.+  ?)  +  ** 
waarnit  na  herleiding  yolgt .... 
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_  {«  +  6  +  i/(«a  +  *a)}i/fq'  +  **) 

*_  iï 

wordende  hierdoor  al  het  overige  bekend. 

Om  den  driehoek  te  construeren,  merken  wij  op,  dat  uit 
de  gelijkvormigheid  der  driehoeken  ABD  en  CBD  met  den 
geheelen  driehoek  ABC,  volgt, 

AD  :  BD  =  AB  :  BC    en    BD  :  CD  =  Afi  :  BC; 
maar  AB  :  BC  =r  a  :  b  zijnde,  is  ook 

AD  :  BD  =  a  :  b  z=  FD  :  KD 
en  BD  :  CD  =  m  :  b  =  ID  :  UD; 

indien  men  dos  FK  en  IH  trekt,  zullen  deze  lijnen  respec- 
tievelijk evenwijdig  met  AB  en  BC  zijn,  waaruit  onmiddellijk 
deze  constructie  volgt* 

Stel  op  eene  onbepaalde,  lijn  XY  eene  loodlijn  DZ,  be- 
schrijf in  de  hoeken  XDZ  en  YDZ  cirkels  met  de  gegevene 
stralen,  vereenig  door  regte  lijnen  de  raakpunten  F  en  K, 
alsmede  I  en  H  en  trek  aan  de  beschrevene  cirkels  r aaklij nen 
AB  en  BC  evenwijdig  met  F  KI  -en  IH,  dan  zullen  deze 
raaklijnen  elkander  in  een  punt  B  der  lijn  DZ  snijden,  waar- 
door ABC  de  begeerde  driehoek  wordt 

V.    Voorstel, 
Door  W.  J.  C.  Rahmelman  Elsevier. 

Men  vraagt  te  bewijzen,  dat  de  $om  van  de  vierkanten 
der  stralen ,  in  het  laat  et  voor  gaande  voorstel  genoemd ,  ge- 
lijk is  aan  het  vierkant  van  den  straal  des  cirkels,  welks 
in  den  oorspronkelijken  driehoek  kan  beschreven  worden  t 

Opoelost  door  J.  S.  Speijer  9  W.  J.  C,  Rammelman 
Elsevier,  C.  J.  Bolte5,  Fe  C.  Radijs,  G.  Koster  en  J. 
C.  Olivier. 

Oplossing  van  J.  S.  Speijer. 

Omdat  de  driehoeken  ABD,  CfiD  en  ABC  (Fig.  4)  gelijk- 
vormig zijn,  zijn  hunne  gelijkstandige  zijden  evenredig  met 
de  stralen  hunner  ingeschrevene  cirkels;  noemende  dus  deze 
stralen  respectievelijk    a,   b  en  c,  dan  hebben  wij  de  even* 


ledigheid 

AB  :  BC 

:  AC 

a  : 

b  :  c, 

waaruit  terstond  volgt 

AB*  :  BC* 

:  AC* 

_ 

a* 

:  ó*  : 

c* 

en 

AB*  +  BC*  i 

AC* 

zm 

a* 

+  ** 

:  o* 
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maar    AB*   +  BC*    zsz  '  AC2   zijnde ,  zoo  volgt  hieruit  het 
gestelde,  namelijk  aa  -+•  b2  =  c*. 

Aanmerking   *«*   W.  J.  C.  Rammblman  Elsevier.    In 
het  IV  Voorstel,  is  roor  de  loodlijn  BD  gevonden 

|/(a2   -f.  ©aj 

en  *  = Tb , 

waaruit  volgt  BD  =  a  +  *  +  i/(«*  -.+  **)> 

maar  volgens   het   IV   Voorstel  is.  \/(a2  H-  b*)  =  e,   al- 

soo  is 

BD  =2  0  +  *  +  c; 
dat  is:  <fe  loodlijn,  uit  den  regten  hoek  een»  regthoekigen 
driehoek*  -op  de  hypothenuea  vattende,  ie  gelijk  aan  de  mom 
dar  ttralen  van  de  drie  cirkele,  beechreven  in  den  gekeeUn 
driehoek  en  in  do  beide  kleinere  driehoeken,  waarin  de  ge~ 
noemde  loodlijn  den  geheelen  driehoek  verdeelt. 

VI.    Voorste  Im 

Door  "W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier» 

Do  zijden  van  oenen  driehoek  te  berekenen,  zoo ,  gegeven 
zijn  de  inhouden  van  de  driehoeken,  waarin  de  oorspronhe- 
lyke  driehoek  verdeeld  wordt ,  door  lijnen ,  uit  het  middel* 
punt  doe  ingeeehreven  cirkele,  naar  do  hoekpunten  to 
trekken  f 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Ra mmslvan  Elsevier  ,.  C.  J. 
Bolten  ,   J.   C.  Olivieb  ,    F.    C.  Radijs  ,  J.  S.  Speijer  en 

G.  KOSTEE. 

•  Oplossing  van  W.  J.  C.  Bamis blman  Elsbvibb,     ,    , 

*  Stellen  wij  'de  inbonden,  waarvan  in  de  -opgaaf  gesproken 
'wordt,  door  a,  b  éti  e  voor,-  de' overeenkomstige  zijden  des 
driehoeks,'  door  x,    y  en  •*,  'alsmede  den  straal  des  irige- 
schreven  cirkels  door  r,  dan  hebben  wij  terstond': * 

rx  =  2a,    ry  '=r  2b,    rz  =  2e 

2a  2è  V    -  -     -  2c'      l 

ot  *  =  T'    y  =  7'     '=.7  •.••.'•.•(!)• 

Stellen  wij  nn  x  +  y  +  "z  =r  2«  én  a  +  b  +'  c  =  21, 
dan  is,  volgen*  de  vergelijking  (1), 

I.  Bxel.  B 
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.     *+«— a     2(1— «) 
a+c—6     2(1— 6) 


,     _T_     c     2(I-c) 


maar  de  inbond  van  den  driehoek  ten  eerste  door 

«  •+-  6  4-  o  =r'  21 
en  ten  tweede  door 

l/ê(t  —  x)  (»  —  y>(»  —  «) 
uitgedrukt  woedende,  hebben  wij. de  vergelijking  . 


waaruit  volgt 

_  -Mi  -  •)  (i 

,.  >(I  -  a)  (I  -  I)  .(I  -  *) 
en  r  =  p^ r ■ 


f"*      ^^^      \f  ■!!  i  ii      ^  ^ .    ■  ■  ■  i  


Hierdoor  wordt  r  bekend ,  en  deze  waarde  van  r  in  de  ver- 
gelijkingen (1)  overbrengende ,  vindt  men  dan  ook  dadelijk  de 
zijden  des  driehoeks. 

VII.    Voorstel. 

Door  fi.  LüBBERS. 

Men  verlangt  eene    harmonische    reeks  van  vier  termen, 
in  geheele  getallen    te    vinden,   die  dê  volgende  eigenschap- 
pen   heeft:     1°-  de  som  van  den  eersten  en  derden  term  is 
een  vierkant ;    2°.  de  som  van  den  tweeden  en  vierden  term 
\       is  een>  vierkant  :    3?t  de  som -der  vier  termen  is  almede  een 
(      vierkant;  en  4°.  de  drie  genoemde  vierkanten    %yn  drie  op 
elkander  volgende  termen  uit  de  r$  der  vierkante  getallen? 
Opoelost   door   B.    Lubber*,  C.  J.  Boltsk,  G«  Kosts&, 
J.  C  Olivwr,  F*  C.  Radijs,  M.  G.  Ssojkr  en  J.§.  Sfsijxr. 

Oplossing  van  B.  Lubbrm..  v 
Stellen   wij    x  en  y  voor  de  beide  eerste  termen  der  ge*1 
vraagde  reeks,    dan   worden    de  beide    laatste,  volgens  de 
eigenschappen  der   harmonische.,  reeksen ,.  voorgesteld ,  door 

f? —  en  - — 2L—    zoodat  dan  de  reeks  is 

2x  —  y        3*  —  %y* 
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*y  xy 

Volgens  de  opgaaf  moeten  na 

T2*-y,y^3*-2y  +  y +  2*-y +3* -T^ 

drie  op  .elkander  volgende  vierkante  getallen  «jn;  wij  kan- 
nen dat  stellen 

y  +  3j^Ty  =  aa « 

Daar  het  eerste  lid  der  vergelijking  (3)  juist  de  som  is  van 
de  eerste  leden  der  vergelijkingen,  (1)  en  (2),  moet  dit  zelf- 
de ten  aanzien  Tan  de  tweede  leden  dier  vergelijkingen  plaats 
hebben ;  wij  hebben  das 

(a  —  1)*  +  a*  =  (a  +  l)2 
of  na  ontwikkeling  en  vereenvoudiging 

aa  —  4a  =  0 , 
waarait  volgt  a  =r  4    of    a  =  0 ; 

-daar  echter  (*  —  1)* ,  a*  en  (o  +  1)* ,  voor  a  =  0  geen 
drie   op   elkander   volgende  vierkanten  in  den  bedoelden  zin 

^  zonden    worden,    nemen    wij   alleen  az:4,  waardoor  (l) 
en  (2)  overgaan  in 

x  +  êr — - —  =  9    en    y  4-  - — — ? —  16*. 

^  2*  —  y  y        3*  —  2y  —       ' 

de  bredken  verdrijvende  y  Jkomt  er 

2**  =  9(2*  —  y)    en    2*y  —  y*  —  8(3*  —  2yJ  j 
trekken  wij  nu  uit  de  eerste  vergelijking  2x  —  y  =z  §ar2  en 
y  =  2*  —  J4fa ,  en  brengen  wij  deze  waarden  in  de  tweede 
vergelijking  over,    dezelve    daartoe   gemakshalve   in   de  ge- 
daante 

y(2*  -  y)  =  .8((2*  -  y)  +  x  _  y) 
schrijvende ,  dan  komt  er 

(2*  —  f**)  f**  =  8(!*a  +  x  —  2x  +  %x*) . 
of,  door  achtervolgende  herleiding, 

(ix  —  ja?*)  2*3  =  72(£*a  —  *) , 
(*  _  i**)  *a  —  lg(jxa  _  x)9 

B2 
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•(9*  —  x*)  X2  —  i8(4*a  —  9x),' 
*4  —  9x3  +  72*a  —  162*  =  0, 
#  waarvoor  men  ook  kan  schrijven 

x(x  —  3)  (**  —  6x  +  54)  =  0. 
,  Aan  deze  vergelijking  wordt  voldaan  door  te  nemen 
»a  —  6*  -f- 54  =0,  x  =0,  of x  — -3  =:0;ait x*  —  6x-t-54=0 
zoa'  men  voor  jp  onbestaanbare  waarden  verkrijgen ;  x  :=:  O 
kan  aan  de  eigenlijke  bedoeling  des  voorstels  mede  niet  be- 
antwoorden; wij  hebben  dns  alleen  x  —  3  =  0  of  *  =  3; 
hierdoor  verkregen  wij  y  zzz  2x  —  |*a  r=  4  en  bijgevolg 
vinden  wij,  voor  de  gevraagde  reeks,  de  getallen  3,  4,  6 
en  12. 

VIII.    Voobstex. 
Door  fi.  Lttbbbrs. 
Men   vraagt    naar s  twee   drietallen  veelhoekige  getallen, 
alle   tot   denzelfden   veelhoek   behoorende ;  elk  drietal  moet 
eene  rekenkunêtige  reeks  uitmaken ,  en  van  deze  beide  reek- 
Ben   moeten  de    uiterste   termen   verschillend  maar  de  mid- 
delste termen  en  de  sommen  gelijk  zijn  f 
Opgelost  door  J.  S.  Speijer,  B.  Lubber»  en  F.  C.  Radijs. 

Opjlossin»  van  J.  S.  Speijer. 
Indien   men   de    algemeene  formule  voor  de  u-hoekige  ge* 
tallen 

(n  —  2)  *a  —  (»  —  4)* 

y  —    x i _ 1— 

y  2 

aan  heide  zijden    met  8(»  —  2)  vermenigvuldigt  en  vervol- 
gens aan  beide  zijden  (n  —  4)2  optelt,  zal  men  verkrijgen 
8(„_2)y+(ft— 4)2=4(«-2)2**— 4(jt-2)(n-4)*+(»-4)*5 
daar  het  tweede   lid  na    eén  volkomen  vierkant  is ,  zal  men 
hetzelve  door  p*  kunnen  voorstellen ,  men  heeft  alsdan 

8(if  -  2)  y  +  («-*)»=/», 
waaruit  volgt 


_  j,»  _  (n  -  4) 
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y—        8(«  —  2)       *    ' 
het  blijkt    dus,    dat   alle  veelhoekige  getallen  in  den  vorm 

p*  —  (n  —  4)* 

£ — i -r— —  begrepen  zijn. 

8(»  —  2)  ö    L        * 

Stellen  wij    dus  voor  de  gevraagde  drietallen  veelhoekige 
getallen 


V  O'O  RS.TELLE  N.    »«.  8.  2i 

f»  -  Qi-4)»   r»  -  (n  -  4)»        ,»-  („-4)»,A, 

8(«  —  2)     '       8(*  —  2)       en       8(*  —  2)      {   ' 
<»_(«_-  4)«  ■*  —  («  —  *),»        «»_(„_  4)» 

ra-8ör= W "h^W  en  h^T=ij>    (B;' 

dan  is  aan  de  voorwaarde  voldaan ,  dat  het  alle  u-hoekige 
getallen  en  dab  de-  middelste  .termen,  gelijk  zijn,  zoodat  er 
alleen  overblijft  te  voldoen  aan  de  voorwaarde ,  dat  deze 
drietallen  verschillende  rekenkunstige  reeksen  uitmaken ;  want 
de  voorwaarde,  dat  de  sommen  dezer  beide  reeksen  gelijk 
zijn ,  is  overtollig ,  omdat  van  alle  -rekenkunstige  reeksen 
van  drie  termen,  die  gelijke  middelste  termen  hebben,  de 
sommen  van  zelf  gelijk  zijn. 

Na  zullen  de  vormen  (A)  en  (B)  klaarblijkelijk  verschil- 
lende rekenkunstige  reeksen  nitmaken ,  indien  slechts  q2 ,  r2 
en  «a,  alsmede  t2  9  r*  en»9  verschillende  rekenkunstige  reek- 
sen zijn,  en  hieraan  zal  (bakens  het  CCXXXIH  Voobstel 
van  het  VL{  Debl  der  Vers.  van  Wiek*  Toont.}  voldaan 
worden,  indien  men  neemt: 

r  =  (a2  +  b2)  (c*  4-  d2)  , 
q  =  (a*  -r-  h%)  (°a  —  da  —  %cd)  , 
8  =  (a*  -f-  *a)  («*  —  <Ja  -f-  2cdj , 
t  =  (c*  +  <fa)  (aa  —  Ja  —  2aó) 
en  «  =  (ca  +■  da)  (aa  —  b2  -f-  2«ój; 

men  kan   das  voor  a,  b,  c  en  d  willekeurige  waarden  ne- 
men,- en  de  overeenkomstige  waarden  van  g,  r,  s,  t     u 
benevens   eene   willekeurige   waarde  voor  n,  in  de  vormen 
(A)   en  (B)    overbrengen,    waardoor  de  begeerde  drietallen 
veelhoekige  getallen  zullen  te  voorschijn  komen. 

Nemen  wij  bijv.  a  =  2,  b  z=:  l,  e  —  3  en  d  =  2,  dan 
is  r  =  65 ,  ^  =  — -  35,  «  =  85 ,  f  =  ~  13 ,  »  =  91 ; 
namen  wij  verder  *  ==  5 ,  dan  verschaffen  (A)  en  (B)  de 
getallen 

51,    176,    301 J    en    7,     176,    345; 
welke  alle  vijf  hoekig  zijn  en  aan  al  de  overige  voorwaarden 
des  voorsiels  voldoen*    . 

Aamhkrking.    Dewijl  in  het  algemeen: 
(a2  +  b2)  (e2  +  da)  =  (ac  +  bd)2  +  (ad  —  bo)2 
en.  (aa  +  *a)  (o2  +  da)  =  (ac  — .  bd)2  +  {ad  -h  Je)* 
is,  zal  de  waarde,  die  wij  voor  r  verkrijgen;  altijd  op  twee 
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verschillende  wijzen  in  de  som  van  twee  vierkanten  kannen 
verdeeld  worden* 

Daar  na  de  wortelt  van  drie  vierkanten,  die  eene  reken-» 
kunstige  reeks  uitmaken,  (blijkens  het  CCXV1I Voorstsl  van 
het  V  Deel  der  Verz..  van  Wi$k.  Vooret.)  door  de  vormen 

,  h*  —  k2  —  2AA,  h2  -+-  Aa  en  A*  —  A*  +  Uk 
kannen  worden  voorgesteld,  zal  men,  voor  k2  en  k2  de> 
boven  aangewezene  deelen  van  r  nemende,  ook  daardoor 
nog  twee  rekenkanstige  reeksen  kannen  verkrijgen,  waarvan 
de  termen  vierkanten  zijn  en  die  r2  tot  middelste  term  heb* 
ben,  Jn  de  vormen  (A)  en  (B)  zal  men  dns  ook  kannen  ne- 
men ,  voor  de  eene  reeks  A*=  (ac  -f-  Aa*) s  en  k2  =.(arf—  Ac)a 
stellende : 

$r  =  (ac  +  bd)2  —  (adf— Ac)a  —  2(ac  +  bd)(*d  —  bc), 

r  =  (ae  +  bd)2  +  (ad  —  bö)2f 

*=  (ac  +  bd)2  —  (ad—  bc)2  +  2(ac  +  M)  (ad—bc)\ 
en  'yoor  de  tweede  reeks  A*  =.(ae  —  Arf)*  en  k2  ss  (a^  -f-  éc)* 

stellende : 

f  =  (ac  —  Arf) *  —  (ad  +  Ac)  *  —  2(a o  —  bd)  (ad  +  Ac) , 
r  =  (ac—  bd)2  +  (ad  -h  Ac)2  , 

v  =  (ac  —  A«f)*  —  («tf '+  Ac)fl  4-  2(«e  —  bd)  (ad -+- Ac) , 
zoodat   men    wel  tier  in  plaats  van  twee  drietallen  veelhoe- 
kige getallen  kan  vinden ,  die  aan  de'  vraag  voldoen. 

In  deze  laatste  vormen  voor  a,  A,  c  en  d  dezelfde  getal- 
len als  vroeger  nemende ,  vindt  men  natnnriijk  weder  r  ac  56 , 
maar  na  wordt  q  =  47 ,  »  =  79 ,  t  =  —  89 ,  u  =  23; 
en  hierdoor  verschaffen  de  vormen  (A)  en  (B),  weder  ji  =  & 
nemende ,  nog  de  beide  drietallen  / 

02,    176,    260;    en    330,  176    en    22; 
welke   getallen   mede  «He*  vijf  hoekig  zijn  en  aan  de  overige 
voorwaarden    des  voorstel»  even-  goed  voldoen,  als  de  twee 
vroeger  gevondene   drietallen ,    die  mede  176  tot  middelsten 
term  hadden. 

IX.     V  o  o  R  8  ¥  "E  i.. 
Deer  B.  Lubbkrs. 
Welke  getallen  van  twee  cijfer  e  zijn  er,  die  de  eigenechap 
hebben,   dat,  het  getal  en  deexelfe  omgekeerde  in- het  vier- 
kant gebragt  wordende,  het  eene-  dezer  vierkanten  wederom 
het  omgekeerde  van  het  andere  ie  f 
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OroÉsoa*  «W  J.  S.  'S*éij«l  ,  II.  G.  Smn ,  S.  T.  Beus, 
€.J.  Bolten,:  B*I/obbebs  «n  F.  C.  Bjjhjs. 
*  »  "  QftLossnro  eau  J.  S.  Sfsijbb. 
Omdat  de  vierkanten  der  getallen  van  twee  cijfers,  «oowel 
uit  vier  ai»  uit  Afie  offers  bestaan  kunnen^  Kullen  lwij  voor- 
eerst aannemen  ,.  dat  de  vierkanten  dér  begeerde  getallen  nit 
vier  eijfefirs'  bestaan;  -kat  'dan  10*  -+•  jr  het  begeerde  getal 
«Ipt ,  abe  stelten  wij 

(10*  -*-  jr)a  =3  MXty  4-  100*  +  lOr  +  #  .  -  .  (1) 
«en  dan  cal  volgens»  het  voorstel 

(lOy  +  *)*  =  1000a  +  lOOr  +  10f  + p  .  .  .  (2) 
moeten  zijn» 

Omdat  alle  volkomen  vierkanten,  op  de  plaats  der  eenhe- 
den, een  der  cijfer*!,  4,  5,  6,  9~of  0  hebben,  en  p  het 
x&jfer  der  eenheden- van  «nik  een  vierkant  (lOy  -+-  *r)a  voor- 
stelt, terwijl  de  onderstelling  7  dat  (10*  -+-  y)a  een  getal  van 
vier  cijfert  is ,  niet  toelaat,  dat  j>  x=  0  z<m  «ijn ,  kan  men 
alleen  hebben  p  =s  1 ,  p  =  4,  •  r=  5 ,  o  =  6  of  p  =  9. 
Indien  men  hét  <sijfer  der  eenheden  van  een  vierkant  kent 
kan  men  daaruit  besluiten,  wat  het  cijfer  der  eenheden  van 
den  wortel  soa  kunnen  zijn ;  volgens  de  vergelijking  (2)  moet 
dus  overeenstemmen : 

met  /r=  1  ,  *  =  1 
»  >  /cr=  4.  ,  *  =  2 
»     *:jrsi  5#.f  -4?  =  5 

9  0=36,      «  =  4 

-b      ,p  z&9  ,  \m  =?.3 
Indien  ineri  vmn  «en   getal  vak  vier  cijfers,  het  cijfer  dar 
«biïïendalWn  tont,  kan' men*  daaruit  afleiden /wat. bet  qyfer 
^fefttentallet?  van  den  vierikntawöWel  «uu  .kunnen  aipr,  vol» 
gen*  de :  vergelijking  {1)  ntoet  dés  PTereetutemmen : 

met  >  ss  1  ,  *  ss  3  of  4  , 
»  jt=  4  ,  jt  sa  6  of  7  , 
»       »s=  &  ,    *  ss7  , 

»       »>^:6-,    «  =.  7    of   8, 
»       jt»ss  A. ,    *  ss*9t 
*  fiftj  elke>  TOoe^hjké^waardeo van  pyj  sltti^en  dns  de  waarden^ 
dte '»  Volgens  :(i)  'aa-  ftdgans  {2)t  *0n  jnoeteahebfan*'  elkan- 
der uit 5  eü  wij  kmthenr  durf 'vei%.  besluiten,  dat*  de  bejaarde 
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getallen  geene-  vierkanten  van  vier  cijfers  kannen  hebben. 
Het  omgekeerde  van  die  vierkanten,  dat  is:  het  vierkant  van 
hun  omgekeerde,  aal  dos  mede  geene  vier  cijfers  kannen 
lebben. 

Hieruit  volgt  onmiddellijk,  daar  de  vierkantswortel  uit 
1000  tnsschen  31  en  32  ligt,  dat  de  begeerde  getallen  of  hou 
omgekeerde  het  getal  31  niet  mogen  te  bovengaan,  *  en  y 
sollen  dos  geen  van  beide  grooter  dan  3,  of  x2  en  ya  geen 
'van  beide  grooter  dan  9  kannen  zjjn* 

Daar  na  x*  en  y2  beide  getallen  van  één  cijfer  zijn,  zal 
de  voorwaarde ,  dat 

(10y  +■  *)*  =  lOOy*  +  10  X  (2xy)  +  x* 
het  omgekeerde  is  van 

(10*  +  y)9  =  1004?»  +  10  X  (2»y)  +  y* . 
•al    of  niet  vervuld  zijn,  naar  gelang  ook  2*y  al  of  niet  een 
getal  van  één  cijfer  is.    Wij  moeten  dos  hebben 

jpa  <  io    y*  <  10    en    2xy  <  10, 
maar  is  "slechts  hieraan  voldaan ,  dan  zal  ook  10»  -f-  y  een 
getal  zijn ,  dat  aan  het  voorstel  beantwoordt;  mits  men  tevens, 
om ,    zoo   als    gevraagd  was ,  een  getal   van  twee  cijfers  te  # 
bekomen,  x  niet  gelijk  nul  neme. 

Het  in  het  ooghouding  dezer  voorwaarden  ,  kan 
met  x=l  overeenstemmen  y=0,       y=l>       y=2  of  y=3; 
9    *=2  »  y=0,      y=l   ofy=2j 

»    x=3  »  y=0  of  y=l; 

zoo  dat  d«  gevraagde  getallen  kannen  zijn 

10,  11 ,  12,  13,  20,  21,  22,  30  en  31. 
Begeert  men,  dat  de  getallen,,  omgekeerd  wordende,  getallen 
'van  twee  cijfers  blijven,  dan  vervallen  de  getallen  10,  20  en 
30$  begeert  men  bovendien,  dat  de  getallen  en  hun  omge- 
keerde verschillend  zijn,  dan  vervallen  11  en  22,  zoodaft 
dan  12  en  21 ,  13  en  31  de  eenigste  getallen  zijn ,  die  aan 
het  voorstel  beantwoorden. 

X.    V  o  o  n  s  t  z  x. 

Door  B.  Lusbxbs. 

Wolk  gotal  van  twee  eyforo  hoeft  do  oigonoohap ,  dat  da 

-oom  van  hot  getal  on  doanolft  omgekeordo  oon  vierkant,  io , 

-hetwelk  da  oom  dor  cyfers  van  hot  getal  tot  wortel  hooft  f 

Omslost  door  B.  Lubbibs,  D.  Bas  Baoua,  &  T;  Boab» 
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C.  J.  BoLTBN,   L.,  VAK  XXB  KjUTBELE,   6.   KOSTER  ,  J  .  C.  Qn- 

tui,  F.  C.  Radijs  ,  M.  G.  Snoer  en  J.  S.  Speijkb. 

Oplossing  van  B.  Lvbber*. 
Het  getal  eg  lOx  -f-  y ,  dan  is  deszelfs omgekeerde  lOy  +  ir 
en  volgens  de  opgaaf  moet  men  dan  hebben 

10*  +  y  +  10y  +  jp  =  (*  +  y)a 
of  11(*  +  y)  =  <x  +  y)*j 

daar  x  +  y  uit  den  aard  der  zaak  niet  gelijk  nul  kan  zijn , 
deelen  wij  deze  vergelijking  door  x  -+-  y  en  verkrijgen  dan 

ll  =  *  +  yj 
de   eenige   voorwaarde ,  waaraan  het  begeerde  getal  voldoen 
moet)  is  das  dat  de  som  van  deszelfs  cijfers  11  moet  wezen; 
en  hetzelve  kan  das  zijn 

29,    38,    47,    56,    65,    74,    83    of   92, 
zoo  dat  er  in  het  geheel  acht  antwoorden  op  het  voorstel  zijn. 

XL  Voorstel. 
Door  S.  Dik,  Cornsz. 
Van  eenen  driehoek,  die  aan  do  fraziê  oenen  ètompon 
koek  heeft ,  ie  de  langste  z$d*  tot  de  hoogte  ale  5  Ut  3  ; 
voort*  maken-  do  bant»,  de  hoogte  en  de  derde  xijdo  deo 
driehoekê  eene  opklimmende  rokenkunetige  reeke  uit,  waar- 
van het  verschil  8f  lengte  eenheden  bevat.  Welke  xyn  de 
afmetingen  van  dezen  driehoek  f 

Opgelost   door.  C.  J.  Bolten,    S.   T.   Boas,    S.   Dik, 
Cornsz.,  G.  Koster,  J.  C.  Olivier,  F.  C.  Radijs,  W.J.C.  ' 
Rammelman  Elsevier  ,  M.  G.  Snoer  en  J.  S.  Speijeb. 

Oplossing  van  C.  J.  Bolten. 
Laat  ABC  (Fig*5)  de  bedoelde  driehoek,  B  deszelfs  stompe 
boek  en    CD   deszelfs   hoogte  zijn,   dan  is    AC    de  langste 
zijde;  zoo  wij  dos  stellen    AC  :=  5x , 
is  volgens  de  opgaaf        -  CD  =2  3* , 
en  alzoo  AD  =  |/(AC3  —  CD3)  =  4*. 

Daar  verder  AB,  CD  en  BC  eene  opklimmende  rekenkon- 
atige  reeks  moeten  nitmaken ,  waarvan  8§  het  verschil  is , 
zoo  is 

-AB  =  CD  —  8§  =  3*  —  8|,_-. 
BC  =  CD  +  8£  se  3*  +  Si 
en  das  ook    BD  —  AD  —  AB  =  x  +  8|. 
Na  ü  *   ~  BC»  =  BD*  +  CD* 
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of,  voor  deze 'fijnen  fle  bovenstaande  weerden  stellende  ; 

'      (3*  +  8*)a  =  (x  4-  8§)a  +  (3*)*5 
deze  vergelijking  ontwikkelende  /  heeft  men 

9**  +  51*  -+-  (8{j*  =  **  +  17x  +  (8£)*  +  9**' 
en  vereenvoudigende 

waaruit ,  omdat  *  xdetgeMjk  nul  kan  zijn ,  alleen  volgt 

x  =  34. 
Derhalve  zijn  de  gevraagde  afmetingen  van  den  driehoek; 

AB=3*-8è=93|,  BC=3jr+8|=rU0|,  AC=5jr=170 

CD=3jc=3e1(»  en   BD=*+8§=42§. 

XII.      VoOBSTBL. 

Door  S.  Dik,  Cornsz. 
Van  oenen  dergelijken  driehoek  *  êtaat  de  hoogte  tot  dm 
4a*to  ah  3  tot  X;  de  langote  xtjde  en  de  loodlijn  verêckil- 
len  22,  de  baxie  en  de  -dorde  xijde  voreohillen  66  lengt* 
eenheden.  Men  wil  ook  van  deaen  driehoek  do  qfinettngem 
èoreleemen?    • 

Qmmiamt  door  &  Sè  Speij**,  W.  J.  C.  IU^v^min  £i> 
■KVism  S*  Di£ ,  Cqhmsi;,  O.  Kosts*  *w  F*  C.  -.JLadtjs. 

Qplosswo  vtfn- J.  S.  Stbijbk» 
.Laat  ABC  (Figw  5)  wederom,  den  bedoelden  driehoek,  voor- 
stellen ,  en  stellen-  wij  nogmaals 

.    CD  =  3x, 
Jan  is  Jkfi  :=    jc, 

AG.zs:Zx  +  22, 
en  BC  ^  -&>*{-  66» 

Volgens  eene   bekende  eigenschap  -der \  dsiehoelfeh'j  heeft 
men  na 

AC*  =  AB*  +  BC*  +>  2  AB.  BD 
of  ACa  =  AB*  ^  BC»  +  2  AB  y(BC* — CD*); 

hierin  voor   de:  lijnen  de»  bovengaande  waarden  aftellende, 
-komt  er 

-.':    <ar+12)a=^a^(*+66)24-^ï/{(*+«6)ll-(3*)ft} 
of  door  ontwikkeling  en  vereenvoudiging 

7**  _.,  3872-=  2*  \/(töM  +  132*  —  84?») ; 
deze  vergelijking  in  hetrvietkant  brengende  en  herleidende; 
verkrijgt  men  • 

81*4  —  528**  — 71632dra  -f  14992384  =  0, 
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én   hiervan  hééft  bet  eerste   Kd  eenen  tweelédigen  factor,» 
namelijk  3*  —  88,  zoodat  men  heeft  . 

(3*  —  88)  (27*»  +■  616  *a  —  5808*  —  170368)  =r  0. 
'  Den  tweeden  factor  gelijk  nul  stellende ,  zal  men  bevinden , 
dat  de  daaruit  ontstaande  derdemagts- vergelijking  slechts  éénen 
positieven  wortel  tassenen  15  en  16  heeft;  maar  AC  de 
langste  zijde  des  driehoeks  zijnde ,  moet  AC  >  BC  of 
Zx  +  22  >  jr  -+-  66  en  bijgevolg  x  >  22  zgn,  het  nol 
stellen  Tan  den  tweeden  factor  levert  das  voor  x  geene 
Bruikbare  waarde  op.  Den  eersten  factor  gelijk  nol  stellen- 
de,  heeft  men  terstond  3*  =  88  of  *  =r  29f ,  zoodat  wij 
dan  voor  de  afmetingen  des  driehoeks  hebben 
AB  =  jr  =  29f,  BC  =  x  +  66  =  95|,  AC  =  3jr  +  22=110 
en  CD  =  3*  =  88. 

XIII.    Voorstel. 
Door  8.  Dik  ,  Cornsz. 

In  een  verticaal  vlak  gegeven  zijnde  oen  punt  A-  en  eene 
regte  lijn  MN ,  (Fig,  6)  begeert  men  den  otand  van*  eene 
regte  lijn  AB  ,  MN  in  B  ontmoetende,  zoodanig  te  bepalen, 
dat  oen  ligohaatn,  uit  A  beginnende  te  vallen,  indenkortêt- 
mogeljjken  tijd  langs  AB,  de  Ipn  MN  aal  bereiken  f 

Ofobxost   door  S.   Dik,    Cornsz.,    L.   J.  Ui»  van,  C«  J. 

BOI.TXN ,     L.     VAN     DE     KaSTESLS  ,     G.     KOSTER ,     W.     J.     C. 

Bamhelican  Elsevier  en  F.  C.  Radijs. 

Oplossing  van  S.  Die:,  Cornsz. 

Laat  nit  A  eene  verticale  lijn  AP ,  gelijk  mede  eene  lijn 
AC  loodregt  op  MN,  getrokken  worden,  dan  zal  de  lijn  AA 
den  begeerden  stand  hebben,  indien  zij  den  hoek  PAC  mid- 
den door  .deelt 

Stellen  wij ,  om  dit  aan  te  toonen ,  dat  AB  den  hoek  PAC 
midden  door  deele  en  trekken  wij  BD  evenwijdig  met  AC, 
dan  is  hoek  ABD  =  hoek  BAC  =  kook  BAD  en  das 
AD  s  BD,  zoodat  de  cirkel,  nit 'D  als  middelpunt  met 
AD  als  straal  beschreven,  door  het  pont  B  gaat,  en,  om- 
dat BD  loodregt  op  MN  staat  ^  de  lijn  MN  in  B  raakt.  In- 
dien wij  dan  na  uit  A  eenige  andere  lijn  Kb  naar  eenig 
pont  van  MN  trekken ,  zal  deze  lijn  den  cirkel  in  eenjg 
pont  E  snijden;  en  dan  zal  een  ligchaam,  dat  nit  A  begint 
te  rallen  de  lijnen  AB  en  AE  in.  gelijke  tgden  Jotalpopen ; 
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maar  bet  ligckaam  heeft  meer  tijd  noodig  om  A6,  dan  ook: 
AE  te  döorloopen ,  derhalve  wordt  er '  meer  tijd  vereisen* 
om  ran  A  langs  A^  tot  aan  MN  te  komen,  dan  langs  ABy 
zoodat  AB  de  regte  lijn  ia ,  langs  welke  het  ligchaam  de 
lijn  MN  in  den  kortstmogelijken  tijd  bereikt* 

Aanmhuleng.  Indien  de  lijn  MN  den  stand  van  Fig.  7 
beeft,  blijft  de  constructie  ter  bepaling  van  den  stand  der 
lijn  AB  dezelfde,  mits  men  slechts  altijd  den  hoek  midden 
door  deele,  dien  het  naar  beneden  loopende  gedeelte  der 
verticaal  AP  met  de  loodlijn  AC  maakt.  Was  de  lijn  MN 
verticaal ,  dan  soa  AB  een'  hellings-hoek  van  45°  hebben. 

XIV.    Voorste*. 
Door  S»  Dik,  Cob^sz. 

Hot  xwaartopunt  to  vindon  van  don  boog  eener  paro> 
kool  f  (*) 

Opgelost  door  J.  Badon  Gh  j/ben,  S.  Dik,  Cornsz,, 
W.  J.  C.  Rammelman  Elsetieb,  L.  J.  Ulman,  S.  T.  Boas 
on  F.  C.  Radijs. 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghijben. 
Laat  PF    (Fig.  8)   de  boog  zijn  eener  parabool ,.  waarvan 
A    de  top   en   AX  de   as  is ,   dan  is ,  A  voor  oorsprong  en 
AX    voor   as   der    abscissen    nemende,  de  vergelijking  dezer 
parabool 

ya  =  2p* .(i), 

waarin  p  de  halve  parameter  beteekent. 

Laat  Z  het  zwaartepunt  van  den  boog  PP'  zijn,  dan 
hebben»  wij ,  ZZ'  loodregt  op  AX  trekkende ,  ter  bepaling  van 
dat  zwaartepunt,  de  algemeen  bekende  formulen 

ZZ'  —  $*±        en         AZ'  —  *&**  /2V 

waarin  wij    voor  2$  de  waarde  nit  de  vergelijking  (1)  moe- 
ten  afleiden  en    vervolgens    de    aangewezene  integralen  tn*- 
schen  de  grenzen  y  =  PM  en  y  =  P'M.'  berekenen^ 
Uit  (1)  volgt  door  differentiatie  2y<Sy  =  2/tfx,  alzoo  ia>:. 

P  Jr    'Mr 

en  derhalve 


(*)  I.  R.  Scheidt,  Statica.  Ie  Deel,  biedt.  87. 
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S n  =  y  füy  vit*  +  f) , 

J>ar.  =  i  fyly  vb*  +  y*),) (3) 

Jr 

"Na  is  (zie  I.  R/Schmidt,  Diff.  «n  J*f.  A#&.  $211) 

'    Sy*yV(p*+y2)=l  Cp'+y2)1 , 

J3r^yi/(pa+ya)=|yfra+2ya)(p9+y 'J1  -^4Xofr?±W>!±yl) . 

P 
en   stellen   wij  PM  =  a,  FM'  =  «',  dan  moeten  wij  deze 

integralen   van   y   =:  a  tot    y  =  a'  nemen,    waardoor  de  „ 

vergelijkingen  (3)  overgaan  in : 


Jh*^jjp{*'(p*+2*,>)(p*+«'*)*-a(p*+2a>)(p*+e*)*} 


(4)5 


1F        a  a+j/(/>*4-«a) 
en  men   heeft  slechts  deze  waarden  in  (2)  over  te  brengen 
om  ZZ'  en  AZ'  in  de  gegevens  uit  te  drukken, 

"Wij  kannen  echter,  voor  de  coördinaten  van  het  zwaarte- 
punt, eenvoudiger  uitdrukkingen  vinden,  door  als  gegevens 
aan  te  nemen ,  behalve  de  ordinaten  PM  =  a  en  P'M'  =  «' 
ook  n  ig  de  normalen  PR  en  P'  R'  der  ponten  P  en  P',  als- 
mede de  lengte  van  den  boog  PP  zelve;  zij  alzoo  PP'  —f 
VPR  ==r  «,  FR'  =r  »',  en  nemen  wij  in  aanmerking,  dat 
de  subnormaal  in  de  parabool  standvastig  gelijk  is  aan  de 
ihdve  parameter ,  zoodat  MR  =  M'R'  =  p  is,  dan  heb- 
ben wij 

V(P %  +  **)  =  * ,        l/f  p*  +o'>)  =  n' 
en  ook  p*  +  2aa  =  aa+  n2,    p*  +  2a'*  =  J*  -f- */*, 
vraaïdoor  de  vergelijkingen  (4)  worden: 
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a'n'—an     r    r      aA-n' 


3> 

indien   wij   verder,   nit  de  eer»te  dezer  drie  vergelijkingen, 

/.oir. -i —  afzonderen   en  die  waarde  in  de  laatste  ov*r- 

brengen ,  komt  er  achtervolgen» : 

r._y a'n'(a,'+n'  *)—an(a*+n*)     «V— «n     t 

(._* g'»'(/>a+o'3+»t'a)-a»iO>»+g'-j-it») 

J  16p*  *'' 

Brengen   wij    de   na  gevondene   eenvoudige  uitdrukkingen 
voor  Sv^9  en  Sx^9  ^  W  over,  dan  hebben  wij 

n'3  —  »» 


ZZ*  = 


3/>« 


-'     '3    „„3 


en  AZ  s= -5— —  | ». 

Wilde  men  bet  zwaartepunt  van  den  boog  AP'  kennen ,  dan 
2ou  men ,  omdat  in  het  punt  A  de  ordinaat  nul  en  de  nor-* 
maal  gelijk  aan  de  halve  parameter  ia,  a  =:  0  en  n  =:  p 
moeten  stellen ,  en  alzoo  hebben 

ZZ'  =  !L- o— —        AZ'  =  =4-    -  lp, 

waarin  na  i  den  boog  Ar?  voorstelt 

Wilde  men  het  zwaartepunt  van  eenen  boog  QAF'  vin- 
den, dan  zon  men  moeten  opletten,  dat,  voor  een  punt  Q 
beneden,  de  as  j-  de  ordinaat  negatief  maar  de  normaal  posi- 
tief is ,  zoodat  dan  de  termen  in  den  teller  van  ZZ'  altijd 
afgetrokken ,  maar  die  in  den  teller  van  AZ'.  opgeteld  zouden 
moeten  worden» 

Was  de  tak  AQ  even  groot  als  AP',  dan  zou  n  zs:  *'  en 
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#  —  —  a'  zijn,  zoodat  men   voor  mik  «enen  -boog    QAP'. 
hebben  soa 


'-'3 


ZZ'  =  0    en    AZ'  =  ^ lp, 

waarin  *  den  gebeelen  boog  QAP'  beteekent. 

Men  zou  ook  nog  kunnen  gebruik  maken  van  de  kromte- 
stralen der  ponten  P  en  P'  en  deze  als  gegevens  invoeren; 
indien  r  en  r'  deze  kromtestralen  zijn ,  heeft  men ,  volgens 
eene  bekende  eigenschap  der  kègelanede» , 

_  sj»  ,  *£»; 

.  r  p *     6n     r  pi  ' 

hierdoor  'verandert   men  de  gevondene  uitkomsten  voor  den 
boog  PP'  gemakkelijk  in 

ZZ'  =&LpJl    en    AZ'  =  4L=J*  -  |p, 

3»  8»  v' 

▼oor  den  boog  AP'  zon  dan 


ZZ'  =  Z±— - — &    en    AZ'  ==  —    —  {» 

3s  8t         v 

en  voor  den  boog  QAP' 

ZZ'  =0  en    AZ'  =  ~    —  Jp 

# 
zijn* 

XV.    Voorstel. 
Door  J.  G.  W.  MzbiUis* 
Cjp  de  regte  lijn,  die  twee  lichtende  punten  A  en  Bme- 
eomgt,   begeert  men  een  punt  C  te  tinden,   dat  even  eterk 
door  beide-  verlicht  wordt ;  gegeven  Zijnd*  de  afeiand  d  der 
-punten   A    en   B  en  de  verhouding  p  „•  q  van  hun  lichtge- 
vend veniogen  f 

OvazLotr  doer  L.  J.  Uucaü,  J**G»  W.  Mx&jczs,  W.J.C. 
ILlmmexman  Elsbvixr  ,  G.  Koster  sa  F*  C.  Radijs. 

Oplossing  van  L.  J.  UifXAN. 
In   de  natcmrkenfl*  woedt  geleerd,  dat  de  tiitwerJripg . wm 
het  licht   omgekeerd  evenredig  is ,  met  het  vierkant  va»  dan 
afstand,    tosschen  het  lichtgevend  en  het  verlicht  wordend 
pont  begrepen* 

Stellen  wij  dos  de  afstanden,  van  het  gevraagde  .punt  0, 
tof  dè  ponten  A  en  B,  respectievelijk  idoor  x.tn  jrroer,  zoo- 
dat  jr  +  y  =  d  is7   dan  zon,  C  $  wanneer  A  en  Bi  gelijke 
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lichtgevende  vermogens  hadden,  doop  dezelve  verlicht  wor* 
den,  in  de  verhouding  van  —  :  —;   terwijl    nu,    daar    de 

x    y 

lichtgevende  vermogens  als  p  :  q  zijn ,  C  door  A  en  B  in  de 
verhouding  van  ■£  :  -^  zal  verlicht  worden.    Omdat  nu  C 

door  A  en  B  even  sterk  moet  verlicht  worden.  zal  *-:=.— 

'       *a      y* 

of py*  =  qx*  moeten  zijn,  en  ^g  hebben  dus  ter  bepaling 
van  het  pont  C  de  vergelijkingen 

x  +  y  =  d       en       .py*  —  qx*',    : 

uit   de  laatste  vergelijking  volgt  y  =  ±  xy/  — ,    en   deze 

waarde  voor  y  in  de  eerste  overbrengende ,  komt  er 

x  ±  x\/  $-  —  d 
p 

of  x{/p'±  *l/?  =  d  \/p, 

waaruit  volgt  x  =  — r — ,  r   s   . 

VP  ±  |/f  ' 

terwijl  dan  uit  y  =z:  d  —  jp  gevonden  wordt 

Het  punt  C ,  waarnaar  gevraagd  was  ,  kan  dus  op  twee 
plaatsen  gelegen  zijn;  de  eerste  wordt  gevonden  door  de 
bovenste  teekens  te  gebruiken ,  als  wanneer 

d\/p  d\/q 

x  —  v  r  en        y  ^^ 

~~  Vp  +  Vq  Vp  +  Vq 

beide  positief  zijn;  dese  plaats  van  het  punt  C  valt  dus  tor- 
senen A  en  B.  De  tweede  plaats  van  het  punt  C  wordt  ge- 
vonden ,  door  de  onderste  teekens  te .  nemen ,  alsdan  zijn 

&VP  *Vq 

x  =s — en        y  =  —  - — 

Vp  -  Vq  Vp—y/q 

een  van  beide  negatief  en  wel  x  of  y ,  naar  gelang  p  <  q 
of  p  >  q  *•>  deze  plaats  van  het  punt  C  ligt  dus  op  het 
verlengde  van  de  lijn ,  die  de  punten  A  en  B  vereenigt ;  en 
wel   aan   dien   kant   waar   zich   het  zwakst  lichtende  punt 

bevindt* 

Is  p  —  qy  dan  is  de  eerste  plaats  van  het  punt  C  mid- 
den tnsschen  A  en  B  gelegen;  want  men  heeft  dan  *  =  §  d, 
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m  y  ss  |  <f ;  voor  de  tweede  plaats  van  het  pont  C  is  in 
dit  geval  x  i=  oo  eny  s  —  oo  ,  zoodat  dit  punt  C  onein- 
dig ver  van  A  en  B  moet  zijn ,  en  do»  niet  aangewezen  kan 
worden* 

XVI.    Voorstel. 
Door  H.  vak  Blanken, 

Wanneer  men  eene  gewone  breuk,  die  de  eenheid  tot  /*/- 
Ier  en  een  ondeelbaar  getal  A  tot  noemer  heeft,  in  eene 
Hendeelige  breuk  ontwikkelt  en  bevindt ,  dat  het  aantal 
eijfero  in  het  repetendum  2n  »#»  dan  %al  dé  n**  reet  der 
deeling  A  —  1  xyn.    Men  vraagt  naar  het  bewtjot 

Opgelost  door  H.  va»  Blauk**  ,  L.  J.  Ulmav,  J.  S. 
Speijer,  G.  Koster,  F.  C.  Radijs  en  M.  G.  Smoes. 

Üplossino  «o*  H.  van  Blanke*. 

Het  aantal  cijfers  in  het  repetendum  2*  zijnde,  moet 
1<P"  —  1  of  (10»  —  1)  (10»  +  1)  volkomen  door  A  deel- 
baar wezen;  omdat  A  een  ondeelbaar  getal  ia,  moet  dus  een 
der  factoren  10"  —  1  of  10»  4-  1  door  A  deelbaar  zijn;  maar 
10"  —  1  kan  door  A  niet  deelbaar  wezen,  omdat  dan  bet 
repetendum  slecht»  uit  *  en  geenszins  uit  2»  cijfers  bestaan, 
sou  j  bij  gevolg  moet  10"  4-  1  door  A  zonder  overschot  kun-: 

J0*  -i_  1 
nen  gedeeld  worden,  dat  is:  — zzz  a  moet  een  geheel 

A 

getal  zijn. 

Dit  deze  vergelijking  volgt 

10»  1  A  —  1 

T^-a  =E#-I+-T-  > 

waardoor  het  gestelde  bewezen  is* 

Aanmerking.    Oif  de   vergelijking •  =z  a  volgt 

l(p*  _  1 

^s  a(10"  —  1)  =  ej  x  10"  —  «}  indien  men  dus ^ 

A 

.  1 

weet ,  dat  bij  de  ontwikkeling  van  het  gebroken  —  het  repe* 

tendom  2*  cijfers  zal- bevatten,  behoeft  men  slechts  de  si 
eerste  cijfers  van  dat  repetendum  door  deeling  te  vinden,  de- 
andere  kunnen  dan  door  aftrekking  verkregen  worden*  Weet 

men  dus,  dat  bijv.—    acht   cijfers  in  het  repetendum  geeft, 
I»  Dm.  C 
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dan  berekene    men    a   =    — =- —    rrr  0137 ,    en  dan  is 

-  «4  .  \ 

a   x  io+  —  a  ss  01370000  —  0137  ss  01369863  bot  repe- 
lendam. 

XVII.  V  o  o  I  8  t  e  i. 
Door  H.ÜLloos, 

Uit  de  vergeldingen 

x*  +  *»  —  §y»  ss  2ea  (8),  -      . 

x»  +  ya  —  |»*-.ss  2att  (98) 

<fe  waarden  van  x ,  n  en  %  te  vinden.? 

Opgelost  ioor  W. . J.  C.  Ramikelmas  Elsevisb,  D.  £a» 
£acker,  S.  T.  Boa&,  (W.  Jtauutfj.H.  Kaoo»,  J.  £.  Qm- 
vier,  F.  C.  .Radijs ,  M<  /G.  Snoer,  J.  S.  Spezjer  en  Om 
Koster.  ... 

Op&ossino  van  W«  J.-p.  Ramhebman  El*bvier»- 

Wanneer  men  de  drie  gegevene  vergelijkingen  bij  elkander 
optelt,  komt  er-        ■  .     J    -    ■    . 

•      •  |(j?t  u^  y*   .+.    **)  =  2  («a   +  h*   +  Ó*) ,     -  • 

doe  is     •    *a  -+-  y*  -f-  *a    =|  (*a*H*  ^  +  c2); 
trekt  men   -van    deze   laatste   vergelijking  benrtetings  elk  der 
gegevene  vergelijkingen  af,  dan' verkrijgt  men  : 
'  f*a  =  f(aa  +  *»  +  ca)  —  U*, 

fya  ss  |(aa  +  #a  +  «*)  —  2ca 

en  |*a  =  K«a  +  6*  +  <>a)  ~  2** ,  » 

waaruit  na  'herleiding  terstond  volgt 

y  =  ±  fl/(2*B  *+  2a*  — '  e»)  .« 

en  i  ==  ±  W&°*  +  2**  —  *a> 

Hierin  voor   «*,    £*    en    ca  dè  gegevene  getallen  stellende, 

beeft  men      4     .  . ;  .  —     -  .  _ 

*  =  ±6,  y  =  ±  8  en  2  ss  ±  2. 
«^AHMBRiiNp. .  De  gevondene  waarden  van  jc,  y  en  x 
drukken  de  zijden  eens  driehoéks  nit ,  indien  a,  6  en  c  de 
lijnen  zijn,  die  nit  de  boekpenlen  naar  het  midden.  _der  o  ver- 
staande wijden  getrokken  worden.  (Men  zie  bet  IX  Yoobsteï* 
tan  bet  lf.  Deel  der  fertam.  van  Wiek*  Vooret*) 


') 


ÏOPR;STÏLLE!t  ;Jï*.  W-*!*  35 

XVIII.      V  O  O. E  S  T   S   L. 

Dtf^rlË*  Kxoos* 

Eene  rekenkunstigé  reek*  tè  vinden  van  drie  termen,  in 
geheeïe  positieve  getallen,  waarvan  de  eerste  term  een  tri- 
gonaal,  de  tweede  een  pro  nik  en  Se  derde  een  vierkant  f*  t 

Opgelost  door  fl.  Kxoos,  S.  T;  Boas,  C.  J.  Boltkk>  G. 
Koster  ,  KL  G.  Snoer,  J.  S.  Spe  ij  er  en  F.  C.  Rjldijs. 

Oplossing  van  H.  Kxoos. 

Hen  stelle  voor  den  tweeden  term  jc*  4-  x  en  voor  den 
derden  x2  •+-  Zx.  ■+*  l,  dan  is,  volgens  de  eigenschap  der 
rekenkanstige  reeksen,  de. eerste  term  x2  — -  1.  Door  de  ge- 
stelde .  vormen  is .-  aan  de  voorwaarden  voldaan ,  dat  de  twee- 
de ;  term  ..een  pronik  en  de  derde  een  vierkant  moet  weien , 
zoodat  er  alleen  overbluft  den  eeraten  term  x2  —  1  tot  een 
trigonaal  te  maken.  Nu  zal ,  zoo  als  genoegzaam  .bekend  is  9 
**  —  1  een  trigonaal  zijn,  indien  slechts  8(*a  —  1)  -f-  1 
een  vierkant  U'x  laat  dan  2x  4-  p  de  wortel  van  dat  vier- 
kant zijn ,  *°°  *• 

8(x*  —  1)  +  1  5=  (2*  +  p}2  , 
of  ma  herleiding  ■    ,    . 

Waaruit  op  de  "gewone  wijze  gevonden  wordt 

x  =  ip  +W&P*  +')   (: 
Heemt  men  nu  voor  p  achtervolgen»  de  getallen  1 ,  3 ,  9 , 
19.,  <***,  dan  vindt  men,;  it 

x  ss    2  en  dan  is  de  reeks  .    3  , 

x  _         4  •    •    •    •'>"••■    •  ■  tv  1 
x  — —  1 1  *   -♦  ■  •    «    *•>•••..  120  j 
•x  r=  23  .    .    *  .  •    •    -.   •    528  #    552    en    576 ;    enz. 

'    ,  XDL     V   O  O  &  8  T  K  X»  N 

.*.,  .      .0  D#o$<G.  JLnsrzTi*    ,     , 

in* eene*  zak,  qfr  m*g*1 4******  •' ^f  2>  3n  «**•  'ö*  9j 
tiifsil  .flikten   pijf  personen  elk  een  nommer  trekken ,  ««/- 

4 

tVttfe  door  hem,-  die  het  hoogste  nommer  trekt,,  eenen  zeke- 
ren prijs  gewonnen,  warden*  Welk  nommer  moet  nu  jioor 
den  -eersUrekkenden  persoon  getrokken  worden ,  opdat  htj 
evenveel  kans  verkrjjge,  om  den  prys  al  of  niette  winnen/ 
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Opgelost  doorl.  S.  Speijeb.  en  G.  Koster* 
Oflossjn*  van  J.  S*  6peijee. 
•  Laat  x  het  nommer  zijn ,  dat  door  den  eersten  persoon 
moet  getrokken  worden ,  dan  moeten ,  indien  de  eerste  per- 
soon het  spel  zal  winnen,  alle  vier  de  overige  personen 
een  lager  nommer  trekken.  Het  aantal  nocnmers ,  waaruit  de 
tweede  persoon  moet  trekken ,  is  8 ,  en  onder  deze  8  zijn  er 
x   —   1    lager   dan   x\   de   kans  dat  de  tweede  persoon  een 

x  —  1 
van    die    lagere   nommers  zal  trekken ,  is  das  — - —  j  even 

» 

zoo  vindt    men   voor  de  kansen,  dat  de  volgende  personen 

lagere  nommers  zullen  trekken  — = — - —  en  — r— . 

De  kans  na ,    dat  al  de   vier   overige  personen  athtervóL* 
gens  lagere  nommers  zullen  trekken,  bestaat  nit  hét  product 
der  kansen,  dat  zij  dit  elk  afzonderlijk  zuilen  doen,  en  is  dus 
(x  wl)  (x  —  2)(x  —  3)  (x  —  4) m 
8.  7,  «.  5       ' 

deze  kans  is  ook  de  kans  van  den  eersten  persoon ,  om  dea 
prijs  te  winnen.;  maar,  zal  hij  even  veel  kans  hebben  om 
den  prijs  al  of  niet  te  winnen ,  dan  moet  deze  kans  door  -§ 
worden  uitgedrukt,  zoodat  wij  hebben 

(x  -  1)  (*  -  2)  (x  -  3)  (x  -  4)  _  t. 
8.  7,  6.  5         —  * 

of        (x  —  1)  (x  -l  2)  \x  —  3)(*  —  4}  =  7.  6-  5.  4. 

Aan  deze  vergelijking  wordt  blijkbaar  voldaan  door  x  25  8*. 
zoodat  de  eerste  persoon  het  nommer  8  moet  trekken,  on* 
even  veel  kans  te  verkrijgen  van  den  prijs  al  of  niét  te  winnen» 

XX.  V  o  o  r  ar  t«e  x.  *  •  • 
Door  W.  J.  C.  Ramkelmah  Elsbvibh. 
In  eenen  cirkel,  op  de  mxddellijn  Afi  beexhreven ,  {Fig. 
9.)  ie,  uit  tik  punt  C  van  den  omtrek,  eene  loodlijn  CM 
op  die  middellpn  nedergelaten ,  en  op  het  verlengde  van  dim 
loodlijn  naar  den  kant  van  C  een  êtuk  GP  genomen,  gelift 
aan  de  overeenkometige  koorde  AC.  Men  vraagt  naar  da 
voornaamste  eigenschappen  der  kromme  lijn,  waarin  al  4a 
'hierdoor  verkregene  punten  P  'gelegen  aijn  t 

Or  gelost  door  W,  J.  C.  Rammelvak  Elsevie»  en  L. 
vak  de  Kastse&e. 
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Oplomtnö  van*  W*  J*  C.  Raumilmah  Ezasvteh. 
Laat  O  het  middelpunt  des  cirkels  zijn  en  stellen  wij 
den  straal  AO  =  OB  =  a,  trekken  wg  AP  en  stellen  wij 
AP  ra  en  Am£.  PAB  =  ^,  A  tot  pool  en  AB  tot  oor- 
sprong der  hoeken  aannemende,  dan  hebben  wij,  ter  bepa- 
ling der  polaire  vergelijking  van  de  gevraagde  kromme  lijn, 

AM  ss  %  Coê.  <p, 

AC  =  x/AB  x  AM  —  x/Zo*Co$.Q9 

CM  s=  |/AM  X  BM  =  \/zCo8.  <p(2a  —  «Cos.  $) , 

PM  =  zSin.  $, 
en  dos,  daar  volgens  de  bepaling  des  voorstels  PMs^AC+CM  is, 
*Sin.   $  =  y/2a%Co*.  0  +  \/zCm.  0(2a  —  *Co$.  <p).  (I)  j 
deze    vergelijking  in  het  vierkant  brengende  en  door  %  dee« 
lende,  komt  er 

s^n.2^s^iaCoê4^zCo$.20+2\/2aC0ê.a0(2a^2Co$4) 
rf       *  —  kaCoê.  0  =  2|/2«Cas.a  Q(2a  —  zCos.  <p) ; 
deze  nogmaals  tot  de  tweede  magt  verheffende,  komt  er 
«a— 8axCo84+l  6aa  tf os.a<p=rl  6aa  tf o*.a$— 8axCo$.*$ 
of  »  =  8aCos.  <p(\  — .  Ces.4  4>>, 

dat  is :  *  =  &aSin.a  0  Co»*  $ f2) 

hetwelk  nn  de  polaire  vergelijking  is. 

Uit  deze  vergelijking  blijkt,  dat  gelijke  positieve  en  nega- 
tieve waarden  van  0  dezelfde  waarde  voor  %  geven;  de 
kromme  lijn  heeft  das  boven  en  beneden  AB  voltnaakt  de- 
zelfde gedaante ,  zoodat  wij  ons  alleen  met  het  gedeelte  dat 
boven  AB  ligt  behoeven  bezig  te  honden. 

Dewijl  voorts  4e  vergelijking  (2)  nit  (1)  is  afgeleid,  door 
het  verdrqven  der  wortelteekens ,  is  de  betrekking  tüsschen 
%  en  0,  door  (2)  voorgesteld,  dezelide,  afsof  men  in  plaats 
van  (1)  geschreven  had 

%Sin4=±\^2a»Coê4±\/zCoê4{2a^%Coê4) , 
dat  is :  PM  =  ±  AC  ±  CM ;  zoodra  de  hoegrootheid  van 
ds  lijnen  AC  en  CM  bepaald  is,  zijn  er  alzoo  voor  PM  de 
vier  waarden  AC  +  CM,  AC  —  CM,  —  AC  +  CM  en 
—  AC  —  CM ,  welke  alle  geconstrueerd  worden,,  door  op 
de  loodlijn  CC'  de  koorde  AC  ter  wederzgde  van  elk  der 
ponten  C  en  C'  nit  te  zetten» 

Foor  <p  ss  0 ,  is  *  si  0  het  punt  A  is  das  een  punt  der 
kromme  en  de  lijn  AB  raakt  haar  in  dit  pont. 
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Tan  0—0  *•*  <P  =  '  90<5  ia  *  positief,  Tan  $  -=  90è 
tot  (f)  =r  290°  «  »  negatief  >  van  0  =r  270°  tot  $  =r  360° 
is  z  weder  positief,  zoodat  de  kroifame  lijn  gcene  punten 
kan  hebbéit  te»  linkerz  jde  v.an  de:  lijn  YY%  door.  A  leodregt 
op  AB  getrokken*  Dit  was  trouwens  ook  uit  de  constructie 
gemakkelijk  op  te  maken,  waaruit  mede  terstond  blijkt,  dat 
de  kromme  geene  punten,  ter  regtersijde  van  de  lijn  DD', 
loodregt  dopr  B  op *AB>  getrokken,  hehben  kan.' 

Voor  0=4^°,  is  z  rr2<*i/2;  neemt  men  dus  BD  =  BD' 
=  2<* ,  dan  zijn  D  en  D'  ponten  der  kromme. 
,   Toor  <£.=r  90*,  is  r  =r  0;  de  fcjn  YY'  raakt  das  almede 
de  kromme  in  het  punt  A. 

Om  de  punten  te  bepalen,  die  onze  kromme  lijn  met  uien 
cirkel  ACB  gemeen  heeft,  merken  wij  op,  dat  de  polaire 
vergelijking  fan  dien  cirkel,  ten  oprigte  van  den  aangeno- 
men oorsprong  van  coördinaten,  *  =r  2aCos.  (pis,  en  dat 

dus  voor  die  punten  Co*.  0  = .—  moet  zijnj  stellen  wij  dus 

deze  waarde  voor  Cos.  0  in  de  vergelijking  (2) ,  dan  komt  er 

.  =  *-(i-£.)- 

of  na  herleiding 

*(12aa  —  *a)  =  0, 

aan  welke  vergelijking  voldaan  wordt,  door  te  nemen 

%  —  0.   en    x  =  ±  2^3; 

de   bedoelde  punten   zijn    dus   vooreerst  het  punt  A  en  ten 

andere   de  punten   S  en  S',  die  gevonden  worden ,  door  in 

den  cirkel  de  koorden  BS  zx  BS'  =  a  uit  te  zetten* 

Om   de   grootste   polaire  ordinaat  te  vinden,  maken  wij, 

door  het  differentieren  der  vergelijking  (2) ,  de  waarden  van 

— -  en  —    op .  hiervoor  vinden  wij 
*<fc       X02    F'  * 

J|  ss  8aSn.  <p(3Co:*  0  -  1).  .  .  .  .  .  (3) 

en  ^  ==  8aCot.  <p(9Co*.'  $  —  7) (4); 

zal  nu  —  3  0  zijn,  dan  moet  &'*•  0  =  0,  of  Cos.*  ^  =  § 

X*x 


wezen,  voor  Sim*  $  rs  0,  is  Cos.  0 "rs  1,  ittj  positief  en 
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das    %    een   minimum;    voor  Cot.%  0  =  |,  is  5—  negatief 

en  alzoo  z  een  maximum.  De  waarde  ran  dit  maximum 
wordt  gevonden,  door  in  (2)  Ce*.  Q  —  ±  |/|  en  du* 
&*.3  0  =  f  te  stellen;  de  grootste  waarde  van  ff  is  sdzoo 

Deze  grootste  polaire  ordinaat  wordt  gemakkelijk  geconstru- 
eerd,  '  zoo  -  men  slechts-  BE  =  |a  neemt ,  door  E  eene  lijn 
loodregt-op   AB  trekt  en  ER  =  AE  maakt,  want  dan-zal 
AR  '=r  xiaVr^  a9H*    Uk  dfe  fconstractie  namelijk  volgt 
ER  =r  AE  =  t/(AB*—  BE*)  =r  |/(4a*  —  £a*J  =f*V% 

eni  AR=v/fAE»+ERa+aERxEH)=v/(2ERa-h2ERxEH) 

Stellen  wij  den  hoek,  dien  de  raaklrja  van  eenig  pant  der 
krdmme   met   den   voerstraal   van  dat  punt  maakt,  door  $ 

voor,  dan  is  in  het  algemeen  Tang,  4»  =  -^-',    hierin  vol- 

gens  (2)  en  (3)  de  waarden  van  %  en  van  —  stellende,  vin- 
den  wij 

_  *  v  '  Sin.  Ó  Cos.  é 

gw^»=a»ftJ»-I- (*>. 

Toor  $  =  Q,  is  ook  ij/  sr  Q)  waaruit  óp  nieuw  blijkt,  dat  . 
AB  eene  gemeenschappelijke   raaklijn    aan   de   bogen  AS  en 
AS*  is ;  Tomdat  er  geenë  punten  der  kromme  ter  linkerzijde 
van  YYr  Hggen,'is  dan  ook' A  een  keerpunt. 

Toor    (f)    —    90°,   is  alsmede  $  ri:  0,~  waaruit  op  iriekr# 
blijkt,  dat  dèfifn'YY''  de  kromme- in  A  raakt.   :  -    ' 

Voor  $  ^z  45% 'is  Tang.  tp  =r  I  èn:^=  4öö;  dékVomme 
Mn  wordt  dos  in  He  pnnten  D  en  D'  door  de  lgn  OÖ* 
geraakt. ••'•>•■•,, 

Bij  de  grootste  polaire  órdinatt'AR'fc  reeds  gmmden,  jfa 

&*».♦  $  =  |/|  en  Cos.  Q  t=  j/f  ^  ™°*  deMf  ****rden 
-van  Sin.  $  en  Cos.  0,  wordt  Tang.  Jr  =±  oo  en  ^  =  90°; 
in    Bet    punt    R   staat  *  dus-  de   raakfajn   ïoodregr  op- den 

voerstraal;  * 

Voorliet  punt  Q,  waarvan*  *&  raaknjh  evenwijdig  lïwft  AB 
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loopt,  moei  *  =  180°  —  <p  sgn;  volgens  (5)  moet  men 
das  voor  dat  puilt  hebben 

-  Tang.  d>  =  &*  <t>  C*'-  * 
©f  door  Sta.  0  deelende 

Cos.  0  3Co$.*  <p  —  1' 
waaruit  gevonden  wordt  Cee.a  0=.  J,  Co%.  0  ss  $  en 
4»  ss  €0°;  met  deze  waarde  van  0  stemt  volgens  (2)  over- 
een s  ss  3a;  neemt  men  dos  hoek  BAQss  60°  en  AQ'^r 
•  3«,  dan  is  Q  het  bedoelde  pant  der  kromme.  Voor  dat 
punt  is  AN  =  %Ce*.  ft  =s  fa ,  het  pant  Q  ligt  das  op  de 
loodlijn,  die  nit  het  midden  van  OB  op  AB  wordt  opgerigt, 
op  welke  loodlijn  ook  het  vroeger  bepaalde  pont  S  gele- 
gen is. 

De  inhoud .  van  den  polairen  sector  eener  kromme  lijn 
in  bet  algemeen  uitgedrukt  wordende  door  de  formule 
I  ss  %J&2fyf  aoo  hebben  wij,  hierin  voor  0  de  waarde  (2) 
stellende,  voor  onze  kromme 

I  =:  32*aJTSii.4ft  Co$.*<pg<f>r 
waarvoor  wij  ook  kannen  schrijven 

.     I  ss  32aa4f&*.4  tptfft  —  «•»ƒ»*  '0*0; 
nn  is  (volgens  I.  R.  Schmidt  ,  Diff.  en  Int.  Rek.  §  245.) 
J&'ft.44# $SS-Ht  &*•  *<pCo$4—$Sin.(pCoê4+*<p 
en  JWn.«4#<p=~ïSi*'<pCo$4—ft^ 
hierdoor  wordt 

Iss32a»  (*&»•  s0Co$4^^S%n.^Co$4^^n4Cae4+T^)  $ 
waarbij  wg ,  de  inhouden  van  AB  af  willende  tekenen ,  geene 
standvastige  behoeven  te  voegen* 
Neemt  men  ft  =  90°  =  $*,  dan  vindt  men 

Inh.  AP'DPA  ss  a**  =  Inh.  Cirkel  AC'BCA; 
de  geheele  inhoad  door  de  beide  bladen  der  kromme  lijn  in- 
gesloten,   is   dus    gelijk  aan  tweemaal  den  cirkel  die  AB,  of 
wtfk  gelijk  aan  den  cirkel,  die  AD  tot  middeUijn  heeft 
.  Neemt  men  ft  ss  60°  =  f* ,  dan  vindt  men 

Inh*  AFSDQA  ss  fa»*; 
biérait   volgt,    dat  de  voerstraal  AQ,  het  blad  AP'DPA  in 
twee  deelen  verdeelt,  die  in  rede  zijn  als  2  tot  1. 

.  fleemt  men.  ft  ss  30°  ss  £* ,  dan  vindt  men 

■  *.  * 
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J*A.  AP'SA  s=  \**{%t  —  3|/3); 
daar   het   cirkelsegment  BESB   een  boog  van  60*  bevat,  aal 
men  voor  deszeHs  inhoud  gemakkelijk  vinden  > 

Inh.  Segm.  BESB  =  £••(**  —  3|/3), 
waaruit  volgt 

Inh.  AP'SA  =  2  /«il.  &£*.  BESB. 
Dewijl  het  rectificeren  der  kromme  tot  eene  differentiaal 
uitdrukking  voert,  die  in  geen'  eindigen  vorm  geïntegreerd 
kan  worden,  sullen  wij  ons  daarmede  niet  ophouden  en 
het  aangevoerde  als  genoegzaam  beschouwen,  om.de  voor- 
naamste "eigenschappen  onzer  kromme  lijn  te  leeren  kennen* 

XXI.    Voosstjei» 
Door  K.  Shit» 
Drie  gekeele  .poeitieve  getallen  ie   vinden,  zoodat,    ale 
men   hun  gedurig  product  vermindert  mei  hunne  producten 
twee  aan  twee  genomen,  de   roeten   volkomen   vierkanten 
Mijnt  {+) 
Qfoelost  door  G.  Kostzs.  en  J.  S.  Srsijzm. 

Otlossing  van  G.  KLostbju 
Stel  voor  de  begeerde  getallen  x ,  ya  en  %% ,  dan  moeten 
volgens  de  opgave 

xy2M2  —  xy*    s=  y*(xz*  —  s)9 
«"*yasa  —  x*a    =  *a(xya  —  *) 
en  *ya*a  —  yasa  =  yasa(jr  —  1) 

volkomen  vierkanten   zijn;  hiertoe  is  het  genoegzaam  x,  y 
en  *  zoodanig  te  bepalen ,  dat 

*%*  —  x,       jry*  —  *        en        x  —  1 
vierkanten  worden. 

Om  x  —  1  tot  een  vierkant  te  maken,  kan  men  voor  * 
elk  getal  nemen,  dat  1  meer  dan  een  willekeurig  vierkant 
is,  bijv.  x  s=  2;  de  beide  andere  uitdrukkingen ,  die  na 
nog  vierkanten  moeten. worden,  zijn  dan 

2*a  —  2       en        2ya  —  2j 
•tellen  wij  nu  *  =  a  +  1  enfis  4—  1,  dan  verande- 
ren deze  uitdrukkingen  in 

2aa  -h  4«        en        24a  —  46 
en  wij  kunnen,  om  dezelve  tot  vierkanten  te  maken,  stellen 


(*)  F.  &U0K1I ,  Zinnen  Confcct ,  H*  $71. 
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2aa  ■+•  4*  =  «»c»       en       2t*  —  k&  —  6*d». 

uit  welke  vergelijkingen  terstond  gevonden  wordt  t 

4  4 

a  z^ en        £  ^s —  * 

c*  —  2  —  2  — <** 

Hierin  moeten  voor  c  en  d  zulke  waarden  genomen  wor- 
den, dat  a  en  £  heele  getallen  worden;  wij  nemen  daartoe 
e  =  f  en  <*  =  1 ,  dan  wordt  a  =  16  en  £  —  4,  der- 
halve *  =  «  +  1  =  17  en  y  =  *  -  1  =  3,  waardoor 
wij  voor  de  begeerde  getallen  verkrijgen 

x  =  2 ,       y a  =  9       en        *»  —  289, 
XXII.    Voorstel, 
Door  E.  Smit. 
Drie   getallen   te    vinden,    die   eene   rekenkunetige  reek* 
uitmaken  y   zoodat,    ah  men  hun  gemeen  vereehil  optelt  b§ 
hunne  producten  twee  aan  twee  genomen ,  dé  eommen  volko- 
men vierkanten  xpnf  (*) 

Opgelost  door  G.  Koster  en  J.  S.  Sfeijer* 

-  1)plo88ïh<*  van  G.  Koster. 
Wanneer  men  eehe  rekenkunstige  reeks  van  drie  termen 
heeft  en  deze  twee  aan  twee  met  elkander  vermenigvuldigt , 
maken  de  producten  eene  harmonische  reeks  uit;  en  omge- 
keerd, wanneer  van  drie  getallen  de  prodocten  twee  aan 
twee  harmonisch  evenredig  zijn,  zullen-  die  getallen  eene  re- 
kenkunstige reeks  uitmaken*  Deze  bekende  eigenschap  der 
rekenknnslige  reeksen,  zullen  wij  tot  de  oplossing  des  root- 
atels  gebruiken* 

Laat  a  het  verschil  der  begeerd?  rekenknnstige  reeks  zijn , 
en  nemen  wij  voor  de  vierkanten,  waarvan  in  de  opgaaf 
gesproken  wordt,  aan: 

(x  —  a)a,        x2        en        (s  -f»  a)* 
<Ui*  moeten  wij ,  door  van  elke  dezer  vierkanten  het  verschil 
a  af  te   trekken,    de   producten   van  de  termen  der  reeks > 
twee   aan   twee   genomen,  verkrijgen; -deze  producten'  zijn 
alzoo  ..-#...-. 

(jr  —  a)2 .—  ay        x2  —  «       en        (*  -f-  a)2  —  <*. 
Volgens    de  aangehaalde  eigenschap ,  moeten  deze  producten 
harmonisch  evenredig  zijn ,  en  wij  hebben  alzoo : 


(*)  P.  Halcuv  ,  Zinnen  Conftci ,  N».  298. 
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(x  —  g)*  —  g  {x*  —  a)  •—  {(x  —  g)a  —  a} 

(*  +  aja  —  a  {(*  4*  a)a  —  «}  —  ƒ**  —  a} 

of  door  achtervolgende  herleiding 

x%  —  2ax  -+-  «*  —  a        '2a*  —  «a 
x»  +  2ox  +  a*  —  «         2a*  +  aa' 

x2  —  2ax  +  a*  —  a  2x  —  a 

il  4.  %ax  +  aa  —  a         2*  4-"a' 
(2*4-a)(x2r- 2ax+a*— a)=(2 x— a) (x*  +2ax+«2— a) , 
2x3— 3ax4— 2ax-+-a8— aa=2xs+3axa— las— a*-^a* , 

6ax*  =  2a3  —  2a% 
3x*  =  «*  —  a 


en  eindelijk 


a*  —  a 


a2  —  a 
omdat   hieruit    blijkt',   dat    5 een  volkomen  vierkant 


moet  wezen,  stellen  wij 

a1  —  a 


3 

dan  vinden  wij  hieruit  terstond 

1 


=5  aa*a , 


1  —  36* 

Voor  b  kan  na  eene  willekeurige  waarde  genomen  worden; 
nemen  wij ,  om  alles  in  geheele  getallen  te  hebben ,  b  =:  ||, 
dan  vinden  wij  a  ==  676  en  x  =  390,  en  bijgevolg  ver- 
kregen wij  voor  de  producten  van  de  termen  der  reeks , 
twee  aan  twee  genomen 

(*  —  «»)*  —  «=      81120, 
xa  —  *  =    151424 
en  (x  +  a)a  —  •  =  1135680. 

Om  na  de  termen  der  begeerde  reeks  zelve  te  vinden^ 
aftellen  wij  voor  dezelve  y-a,yen  y  +  «,  dan  is 

(y  —  a)y  =      81120 

en  (y  +  «)y  =  1135680; 

de  som  dezer  vergelijkingen  nemende,  komt  er 

2ya  =  1216800, 
waaruit  volgt  y  =:  780, 

weshalve  wij  voor  de  begeerde  reeks  verkrijgen 

y  —  a  =  104,  .   y  ss  760      en      y  +  *  3=  1456., 


\ 
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XXIIL    Voohstsl. 

Door  K.  Smit. 

Drie  getallen  te  vinden,  die  eene  rekenkunetige  reekm 
uitmaken,  zoodat,  ale  men  hun  gedurig  product  aftrek* 
van.  hunne  producten  twee  aan  twee  genomen ,  de  reeten 
volkomen  vierkanten    zijn?  (*) 

Opgelost  door  J.  S.  Speijbr  en  G.  Kosteb. 

Oplossing  van.h  S.  Speijeh.. 
Voor   de   bedoelde   reeks  stellende  x  — •  y,'x  en  x  +  y, 
dan  zullen  de  uitdrukkingen 

(*-y>— (*— y)x(x+y)=:(xa— *y)(\-x—y),  \ 

*(*+j0— (*— y)*(*+y)={**+*y){i— x+y)  j  (A) 

volkomen  vierkanten  moeten  wezen. 

Nemen  wij  na  aan,  dat  de  eerste  uitdrukking  een  vierkant 

wordt,    omdat   zulks    met   de   beide   factoren   *a   —  xy  en 

1  —  x  —  y  ieder  in  het  bijzonder  het  geval  is,  dan  kunnen 

wij,  om  x*  —  xy  tot  een  vierkant  te  maken ,  stellen: 

X*  —  xy  =  u*(x  —  y)*, 

waaruit  volgt,  door  x  —  y jjeelende, 

X  =  u*(x  -  y) 

*a  —  1 

en  y  =p  - — x. 

«a 

Stellen   wij    verder  x  —   u2z,  dan  is  y  =r  (k*  IJ*  en 

door  substitutie  dezer  waarden  voor  x  en  y  gaan  de  uitdruk- 
kingen (A)  over  in 

u*z*(l  —  (2«*  —  l)z), 

u*%Hlu*  —  1)(1  —  %) 
en  *a(2«a  —  l)(i  —  u*%), 

soodat  wij  na  slechts 

1  -  (2«*  -  \)%,    } 

(2«a  -  Ijfl  -  m)    \  .........  (BJ 

en  (2«a  —  1)(1  _«**)> 

tot  vierkanten  te  maken  hebben. 

Nemen  wij  nu  aanvankelijk  voor  ir  eehe  willekeurige  waar- 
de, bijv.   «  ==  2,   en    stellen  wij    1  —  7*  zsz  n*  of  %  = 


(*)  f.  Hitcni ,  ZfniKH  ttm/ed ,  Ro.  303, 
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« 


1  —  ir» 


,  dan  veranderen  de  uitdrukkingen  (B)  in 


1  —  7*  =  *a , 

7(1  —  %)  =  »*  +  6  =  \((2n)*  +  24) 

7(1  —  4*)  =  4*a  -+•  3  =  (2»)«  +  3; 

en   het   valt   terstond  in   het   oog,    dat  deze  uitdrukkingen 

vierkanten  zullen  worden ,  door  te  nemen  2*  =  1 ,  of  n  =r  f . 

1  —  n2 
-alsdan  wordt  %  zzz = —  = 


s 

ïff  9 


U'Z 


12 


jr  =  (*»  —  1)2  ir:  /f ,  weshalve  wij  dan  voor  de  begeer- 
de getallen  zulkn  hebben  / 

Hadden  wij ,  in  plaats  van  «  sr  2 ,  *  —  3  genomen , 
dan  zouden  wig,  door  op  dezelfde  wijze  te  werk  te  gaan, 
voor  de  begeerde  reeks  gevonden  hebben  — .  £ft9  —  Jf  J,  — -  §J|. 

XXIV.    V  o  o  r  s  t  b  ^ 
Door  K.  Smit. 
-£***«  regthoekigen  driehoek  te  vinden ,  zoodat ,  ale  men 
èjf  het   getal ,    dat    den  inhoud   uitdrukt,   de   getallen  op- 
telt, die   de,  lengte   der  regtkoekexijden  aangeven,  er  twee 
volkomen  vierkanten  komen?  (*) 

0*6£*orc  ifosr  J.  S.  Speijek,  6.  Kpstkb,  J.  C.  Omvisr 
hm  F.  C.  Radijs* 

Oplossing  van  J.  S.  Srsijra. 
Om  de  drie  zijden  van  den  regthoekigen  driehoek  in  ra* 
Üonale  getallen  te  vinden ,  stellen  wij  voor  de  beide  rêgt- 
•hoekszijden  3x  en  4*,  dan  is  de  hypothennsa  bx  en  de  in- 
houd 6xK ;  Nu  moeten  volgens  het  voorstel  6x*  +  *3x  en 
&r*  «4-  4x  beide  volkomen  vierkanten  zijn. 
Wij  stellen  te  dien  einde 

6x*  +  4x  =  .»•#*, 
dan  volgt  hieruit 

4 
*a  —  6 
en  derhalve,  na  behoorlijke  herleiding, 

_  4(3na  +  6) 


6*a  +  3x  = 


a   _  fil*  ' 


(*a  -  6j 


(*)  P.  Ououi ,  Zinnen  Conftct,  Jf*  319. 


/     • 
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-waaruit  blijkt,  dat  n  zoodanig  zal  moeten  bepaald  worden^ 
dat  dn*  -f-  6  een  volkomen  Vierkant  zij.     '  '       7 

Door  11  rs  m  -f-  1  Je  nemen ,  wordt 

3»2  +  6  =  3»*  +*  6»  +  0- 
en,  om  deze  uitdrukking  tot  een-  vierkant  te  malen,  kannen 
wij  «tellen 

3»*  +  6»  +  9  ca  (pm  — 3)*,    . 
waaruit  dadelijk  gevonden  wordt    > 

/>*  —  3  *  '--'.:)=:-  - 

hierin  kan  men  aan  p  eene  willekeurige  waarde  ge  ven,,  milt 
slechts  ,  opdat  x  naar  behooren  positief  zij  f-»2,  ^  ©*ren  dus 
jfi  >  |/6  —  1  worde. 

Voor  /*  =  1 ,  of  p  =  3,    verkrijgen  wij.  m  as  —  6,  of 
«  =  4,  *  =  —  5,  of  »  =s  +  5 ,  r  =a  £-;  en  bijgevolg 
hebben  wij  dan  voor  de  zijden  des  regtboeiigen  driehoeks 
3*  =  f  0        4jp  si  f  £       en        5*  =  ||. 
•  •         XXV.  •  V  o  o  k  e  t  b  1. 

Door  K.  Smit.  '   *  . 

ftt*  «erna  onregelmatigen  zevenhoek ,  in  tenen  eirkel  be~ 
schreven,  bevatten  de  zijden  achtervolgen*  \6 ,  25  ,  25,  25, 
33*    33    *s  39  ,hngter.eeuheden  /  men.  vraagt  hoeveel  lengte- 
eenheden  de  middellijn  tan  dien  cirkel  bevatf  (*)  ."        • 
Opgelost  (foor  J.  Badóx'Grijbin  #»  i.  S.  Spejjer. 
Oplossing  ras  J.  Radon  Ghijbbn;-      ••    • 
Laat  ABCDEFG  (Fig.  10J  dea  bedoelden  «everihoek  voor- 
stellen, waarin  gegöven  ïa  Afitzz  16  s=  *,  ÜCte  CD  üt 
DE  ss  ?5  =s  6,  FFasPG  =s:  33  rs  c  en  GA  ss*9  =  ^ 
laat   voorls   nit  het :  middelpunt   M  van  den  rirkef ,  -waarht 
die  zevenhoek    beschreven   is,    stralen   naai*  de  ;hóekputttea 
getrokken  worden,  rdan  *qn^de/mi^délpttntshoeken,  die  over 
de   gelijke   zqden    staan,   even    groot;    stellen  .wij   deffhilve 
hoek  AMB  ==  *,  hoek  BMC  ss  hoek  CMD  z=  hoek  DME  =0, 
hoek  EMF   =    hoek   FMG   =   y  en  hoek  GMA  =  J,  dm 
ia:  *  +  30s=  360°  —  (2y  4-ty, 

^+tf  =  »*>° -■(*+«, 


(*)  P.  Hnouv ,  Zmfim  Qenft**  >r»  *W. 


««  .- 1 


f  V  O  O  R  S  T  E  L  £  E  N.    N°.  24  ea  t&         «7 

of  door  ontwikkeling 

Sist  \*Co94$+Sin.l$Co9.{cc=zSin.yC<*.\S+Sin.\lCQ*y  (A) 
Stellen  wij  na  de  middeilijn  des  cirkels  door  x  voor,  dan  i* 
volgens  bekende  eigenschappen 

.*c=x&'*.§*,    ó=*5i«.§0,    cszxSin^y    en    <f:=JrSïm$}', 
hieruit  volgt  onmiddellijk 

Sin.  la  =  —  ,     Cos.  i*  =  — ' , 

b  \/(x*  —   *a) 

c                             |/fxa  —  *a) 
Sin.  |y  =  —  ,     Cos-  §r  == , 

2  x  a  ■» 

Volgens  de  algemeene  formulen 
Sin.  2<f>  =  2&n.  0  Cob.  0,    Coê.  20  =  1  —  2S»».*  0,  ' 

&«J$=3&*0--  *&«.*$>    Cös.3<^Cos.$(l-4S*».a4>), 
is  dan  ook: 

e*     xa— 2<?a 
<7^s^  .=1^2*Vf.a|y=:l-2^=-— -, 

/      4Ja\i/fxa— óa)     f*a — b6*W(x9 óaï 

Sabstitueren    wij  na  al  de  verkregene  waarden  in  de  ver- 
gelijking, f  A)  f  dan  komt  .er  '        \ 
a(x*  —  4*a)V(xa  —  *a)        *(3*a  —  4**)v/(*a  —  «*) 

:**.     .  -**•  -X4  — 

2c|/fxa  —  ca)  (xa  —  d2)        d(x*  —  2*a) 

en,  zoo    wij   deze  vergelijking  met  x4  vermenigvuldigen  en 
voor  U,  6,  c  en  d  de  gegevens  getallen  waarden  stellen, 
16(xa— 2500)|/C*a— 625)+25(3xa— 250OV(xa^  256j= 

=66xt/(xa— 1089)(xa— 152l)+39x(xa— 2178J.  .  (B). 
Uit  deze  vergelijking  zonden  wij  na  eerst,,  door  achtervol- 
gende raagtsverheffingen ,  de  wortelteekens  kunnen  verdreven, 
en  daarna    de    wortels   dier  vergelijking  op  de  gewone  wij- 
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me  opsporen,  maar  wij  kannen  dezen  waarlijk  a&chrikkendet» 
arbeid  ontwijken ,  indien  wij  op  de  vergelijking  (fi)  ,  zoo  als 
zij  is,  de  leerwijze  van  de  achtervolgende  substitation  toe- 
passen. 

Om  eerst  eene  grens  voor  x  te  vinden,  merken  wij.  op  f 
dat  de  omtrek  van  den  zevenhoek  gelijk  196  gegeven  is ,  dat 
de    omtrek  van  eenen    regelmatigen  zevenhoek ,    beschreven 

180° 
in  den  cirkel,  die  x  tot  middel  lijn  heeft,  door  lx  Sin.  — =— 

wordt  uitgedrukt ,  en  dat  das ,  volgens  eene  genoegzaam  be- 
kende eigenschap  der  regelmatige  veelhoeken , 

ion  o 

7x  Sin.  -^  >  196 

7 

180* 
moet  wezen.  Uit  de  tafels  vinden  wij  voorts .  dat  Sin*  — 

1 

een  weinig  kleiner  dan  0,434  is ,  derhalve  is 

0,434  X  lx  >  196, 
waaruit  volgt  x  >  64. 

Wij  stellen  ons  das  voor  in  (B)  achtervolgens  voor  x  de 
getallen  65,  66,  67  enz.  te  substitueren;  maar  met  x  =65 
beginnende ,  blijkt  al  aanstonds,  dat  deze  waarde  van  x  aan 
de  vergelijking  voldoet;  voor  deze  waarde  van  x  verkrijg 
gen  wij: 

X  ÖD  Od 

en  dos  vinden  wij ,  met  behulp  der  tafels ,  nagenoeg 

§*=14°15',  Üfc=22°37',  ifs&WV,  {fc=36°52', 
of  .  «=28°30',  0=45°14',  y=610  2',  J=73«44'i 
en  daar  nu  voor  deze  waarden  naar  behooren 

a  +  3p4.2y-+.J  =  360Q 
is,  zoo  beslaiten  wij,  dat  de  gevraagde  middellijn  werkelijk 
65  lengte  eenheden  bevat. 
Of  er  nog  meer  waarden  voor  x  mogten  zijn ,  die  aan  de 
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vergefijking  (fi)  voldoen ,  is  ons  ter  beantwoording  des  voor- 
stek  volstrekt  onverschillig;  want  verbeelden  wij  ons  den 
zevenhoek  in  den  na  gevonden  cirkel  beschreven  en  laat 
deze  cirkel  grooter  worden,  terwijl  altijd  de  zes  koorden 
AfiCOEFG  er  in  beschreven  blijven  en  de  gegevene  lengten 
behouden ,  dan*  zal  de  zevende ,  koorde  GA  onophoudelijk 
grooter  worden ,  totdat  eindelijk,  indien  de  cirkel  nagenoeg 
eene  regte  lijn  wordt,  deze  zevende  koorde  ook  nagenoeg 
gelijk  wordt  aan  de  som  der  zes  overigen;  laat  verder  de 
cirkel  kleiner  worden  ,  dan  zal  de  zevende  koorde  ook  klei* 
ner  worden,  totdat  zij  verdwijnt  en  er  een  zeshoek  ontstaat. 
Bijgevolg  bestaat  er  slechts  een  cirkel,  waarin  de  zevenhoek 
beschreven  kan  worden,  en  deze  heeft  eene  middellijn  van 
65  lengte-eenhedeu, 

"Wij   sluiteen  hier   stilzwijgend  het   geval  uit,   dat  men  de 
koorden  zon  willen  plaatsen,  zoo  als  in  Fig.  11  is  aangewe- 
zen, omdat  zulke  figuren  geene  eigenlijke  ingeschreven  veel- 
hoeken zijn,    Mogt  de  vergelijking  (B)  nog  meer  bestaanbare 
wortels  dan   x   =   65   opleveren,   zoo   zonden  die  wortels 
tot    zulke  oneigenlijke  zevenhoeken  behooren.    Omtrent  deze 
sou   dan  ook  de  gebruikte  eigenschap  niet  doorgaan,   dat  de 
omtrek  kleiner  ware  dan  die  des  regelmatigen  zevenhoeks  in 
denzelfden   cirkel  beschreven;  en  zelfs  behoeft  deze  omtrek 
niet  kleiner  dan  die  des  cirkels  te  zijn* 
De  waarden 
f/(*a— a*)=8l,]/(x*— b2)z=G0y(x*—e*)=5&en\/(x*— «P)=52 
zijn  klaarblijkelijk  het  dubbel   van   de  loodlijnen,     die  uit 
het    middelpunt    M  op   de    zijden  des  zevenhoeks   vallen; 
wij   hebben  dos   voor  de  inhouden    der    middelpuntsdrie- 
hoeken : 

Inh.  drieh.  AMB  =  |.  16.63  =  252, 
Inh.  drieh.  BMC  =  '£.  25.60  =  375 , 
Inh.  drieh.  EMF  =  f.  33.56  =  462, 
Inh.  drieh.  GMA  =  \.  39.52  =  507; 
en  na  vindt  men,  door  eenvoudige  optelling, 

Inh.  Zevenh.  ABCDEFGA  =  2808. 
AanmmKiNO  van  J.  S.  Spbijbr*    Het  is  uit  den  aard  der 
zaak   klaar  en  wordt   ook  door  de  oplossing  bevestigd ,  dat" 
de  volgorde    der   zijden  willekeurig  veranderd  kan  worden, 
1.  D**i~  D 
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«onder  dat  dit  in  de  waarde  Tan  de  nriddéliijn  eemge  veraifr* 
dering  te  weeg  brengt. 

XXVI.  Voorstbl. 

Door   C.  TAN  ScHAICK. 

Men  vraagt  s  te  vinden,  uit  de  vergelijking 

30        60         120        240         480 

waarvan  het  tweede  lid  uit  een  oneindig  aantal  termen 
bestaat f  die  elkander  opvolgen,  volgene  de  wet,  die  ge- 
makkelijk uit  de  bovenetaande  vijf  eerete  termen  blijkt  f  (*) 
Opöeix>bt  door  C»  van  Schaicc  ,  G<  Koster ,  J.C.  Oi*i- 
TI2E ,  F.  C.  Radijs  en  J.  S.  Sfbijxb. 

Oplossing  van  C.  van  Scbaiok* 

•  '       x 

Men    vermenigvoldige  de  gegevene   vergelijking   met   — , 

dan  komt  er 

u         30        60        120         240 

a  *  jr         x2  x$  x+ 

zoo   men  na   hierbij   de   gegevene  vergelijking  optelt,  vindt 

men 

1  +  *  +  Jr*  =  15, 
waarvoor  men  ook  schrijven  kaï 

(4*  4-  IJ»  =  15; 
hieruit  volgt  na  onmiddellijk 

I*  +  1  =  ±  VU, 

l»  =  —  l±y\b 

en  x  =  —  2  ±  2v/15. 

XXVII.  Voorste  z,. 
Door  B.  Lubber». 

'  Jtfe»  vraagt  naar  eene  rekenkunetige  reeke  van  vier  ter- 
men, zoodat,  ate  men  deze  termen,  bij  de  overeenkomstige 
termen  der  harmonische  reeke  10,  12,  15,  20,  optelt,  de 
sommen  eene  meetkunstiae  reeke  uitmaken ;  en  dat,  wan* 
neer  men  de  drie  laatste  termen  dezer  meetkunstiae  reeks 
vermeerdert  met  de  overeenkomstige  termen  eèner  te  vindene 
rekenkunetige  reeke,  er  dun  vier  op  elkander  volgende 
vierkante  getallen  komen  f 


(*)  Fku»15  1  Algebra ,   blad*.  129. 
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Opoblost    door  B.  I/ubbeh.8,    E.  C.    Badijs    en   J.  & 

Speijer. 

Oplossing  van  B.  Lubbers. 

Stellende  voor  de  'eerstgenoemde  rekenkunttige  reeks 

ƒ ,    j  +  y,    j?  +  2y    en    x  +  3jf, 

dan  moeten  volgens  de  opgave 

x  -+-  10,    *  +  y  +  12,    x  +  2y  +  15,    *  +  3y  +  20 

eene  meetkanstige  reeks  uitmaken. 

Derhalve  moet  men  hebben 

(*+10)(*+2y+15)=r(*+y+12^ , 

(*+y-hl2)(x+3y-h20)=(x+2jr+15;a  , 

(x+  10J(*+3y+20)=(a?4.y + 12X^+2y +15j ;  - 
wij  hebben  dus  drie  vergelijkingen  om  x  en  y  te  vinden  t 
waarvan  wel  de  eene  altijd  een  noodzakelijk  gevolg  van  de 
anderen  is,  maar  die  wij  alle  drie  gebruiken  zullen,  om 
daardoor  de  onbekerfden  gemakkelijker,  en  zonder  op  vier- 
kante-vergelijkingen te  vervallen,  te  vinden. 

Deze  vergelijkingen  herleidt  men  terstond  tot 

y*  +  4y  =  *  +  6, 
ya  -h  4y  =  2*  +  W 
en  2ya+  9y  =  3*  +  20; 

trekt  men  nn  de  som  der  twee  eerste  van  de  derde  af,  dan 
komt  er  dadelijk  y  =r  -*-  1 

en  deze  waarde  voor  y  in  eene  der  drie  vergelijkingen  stel* 
lende,  vindt  men  *  =:  —  9. 

De  eerste  reeks,  waarvan  in  het  voorstel  gesproken  wordt, 

is  dus 

—9,    —10,    —11    en    —12, 

hierbij  de  termen  optellende  der  harmonische  reeks 

10,        12,        15    en        20, 

zoo  komt  ér  de  meetkanstige  reeks 

1,  2,  4    en  8. 

Stellen  wij  eindelijk  voor  de  tweede  te  vindene  reeks 

*,     x  +  u    en    *4-2*, 
dan  moeten 

1,    2  +  *,    4+sH-ti,    8  +  *  +  2» , 

vier  op   elkander    volgende   vierkanten  zijn;  daar  het  eerste 

dezer    getallen   net  vierkant  van  de  eenheid  is,  moeten  dus 

de  anderen  respectievelijk  de  vierkanten  van  2 ,  3  en  4  zijn 

derhalve  is 
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-    .      2.  -f-  *  =  4,      . 

4  +  *  +  u  =  9 
en  8  +  *  +  2u  =  16; 

uit  dó  eerste  dezer  vergelijkingen  volgt  se  rz  2,  daarna 
uit  de  tweede  «  —  3 ,  en  deze  waarden  voldoen  aan  de  der** 
de  vergelijking;  de  tweede  rekenkunstige  reeks,  die  gevonden 

moest  worden,  is  dus 

2,        5,        8 

en  met  deze  termen,  de  drie  laatste  termen  der  reeds. ge- 
vondene meetkunstige  reeks* 

1,2,4,8 
vermeerderende,  komen  er   de   op  elkander  volgende  vier* 

kanten 

1  ,        4  ,        9  ,      16- 

XXVIII.    Vooestex. 

Door  B.  LüBBEH8. 

Men  vraagt  eene  harmonische  en  eene  rekenkunstige  reeks, 
alk  van  drie  termen,  te  vinden,  zoodat,  als  men  de  over- 
eenkomstige termen  bij  elkander  optelt,  de  sommen  eene 
meetkunstige  reeks  vormen  ;  en  dat ,  wanneer  m/en  de  ter- 
men dezer  meetkunstige  reeks  met  4  vermenigvuldigt,  en 
bij  het  middelste  product  de  eenheid  voegt ,  de  komende  ge- 
tallen, drie  op  elkander  volgende  vierkante  getallen  xijnt 

Opgelost   door  F.  C.  Radijs,  G.  Kosteb,  B.  Lvbbebb  en 

J.  S.  Speijer. 

Oplossing  van  F.  C.  Radijs. 

Stel  de  wortels  der  op  elkander  volgende  vierkante  getallen, 
die  er  komen  moeten,  voor  door 

*P  $     2jb  -h  1    en    2jb  -h  2, 
dan  zijn  die  vierkanten  zelve 

4pa  ,    4/>a  +  kp  +  1    en    hp*  +  &>  +  4; 
trekt  men  na  van   dit  middelste  vierkant  de  eenheid  af  en 
deelt  men  vervolgens  de  drie  getallen  door  4,  dan  komt  er 

P *  >     P*  +  P    en    P%  +  2P  +  l 
voor   de   getallen,    die  eene  meetkunstige  reeks  moeten  uit- 
maken. 

Deze  vormen    maken  echter  van  zelf  reeds  eene  meetkon- 

atige  reeks  uit ,    waarvan    de   rede    - is ,  zoodat  men, 

aan  p  eene  willekeurige  waarde  kan  geven. 
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t 

Stel  verder  voor  de  begeerde  harmonische  reeks 

2xy 
x«      •  en    w 

en  voor  de  begeerde  rekenknnslige 

*  —  «,        *       en        s  +  ** 
dan  zal  men  moeten  hebben 

x  +  *  —  «=/»  % 

2*y 

en  y  +  *  +  *=:ƒ>*+  2/>  -f.  1. 

Uit  deze  drie  vergelijkingen-  zullen  wij  na  x ,  y  en  s  op- 
lossen;  daartoe  elk  der  beide  eerste  van  de  laatste  aftrekken- 
de, verkrijgen  wij  -de- twee  vergelijkingen,  met  de  twee  on* 
bekenden  x  en  Jf ,  '      > 

y  —  x  -f-  2«  =  2/>  -{-  1 

2xy  _        x  "      » 

en  y  — h  *  —  P  -+•  *• 

Door  deze  vergelijkingen  respectievelijk  met  y  en  met  x  -f-  y 
te  Vermenigvuldigen  ,  komt  er    . 

V{y  -*-  *)  +  -2*y  =  (2/>  +  l)y 

««     y(y  —  *)•+■  *(*  4-  yj  ==  (p  +  i)  (*  +  yj, 

waaruit  door  aftrekking  gevonden  wondt 

2»y  -i.  «(*  +  y)  =  (2/>  +  l)y  —  (>  +  l)  (x  +  yj, 
dat  is :  «y  —  «x  ss  py  —  />*  —  x, 

(y  —  *)(/>  —  »)  —  *, 

.     .  X 

y  —  x  =r 


y  =r  x  + 


/>  — 

■x 


p  —  » 

Brengen     wij     deze    waarde    voor   y  in  de  vergelijking 
y  —  x+2n:=:2/»-r-l  over,  dan  komt  er 

— h2»  =  2/>  +  1, 

•  =  2fr  —  »)  +  1 

o*  x  =  2(>  4-.11J*  +  q>  u-  „j.     

hierdoor  wordt  verder  —    •    ^     i 

x 
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en      s  =  />*  +  ff  —  x  =  p*  —  p  ■+•  2*  —  2(p  —  «)a. 
Nemen  wij  na  voor  p  en  n  willekeurige  getallen  aan,  dan 
«allen  wij  hierdoor  voor  xf  y  en*?  waarden  verkrijgen,  die 
benevens  de  voor  n  aaugenomene  waarden  in  de  vormen 

2xy 

x ,     £—    en    y ;        %  —  *%    z    en    z  +  n 

gesnbstisueerd  wordende,   de  verlangde  reeksen  zullen  doen 
kennen. 

Voor  j)  :zr  2  en  ft  =  1 ,  hebben  wij  *  :=  3 ,  y  =  6  en 
*  rr  2 ;  alsdan  is  : 

de  harmonische  reeks    « 3,4    en      6  ; 

de  rekenkunstige •<•      1 ,      2    en      3; 

de  meetkunslige     • «      4,      6    en      9; 

en  de  vierkante  getallen  zijn 16,    25    en    36* 

Voor  ƒ>  ==  4   en  ft  =n  2,  hebben  wij  *  =:  10,  y  ==  15 
en  s  =  8;  alsdan  is : 

de  harmonische  reeks' •     10,     12    en       15; 

.    ,  de.  rekenkunstige       -•.....      6,      8    en      10; 

de  meetkanstige 16,    20    en      25; 

en  de  vierkante  getallen  zijn  dan  •    .    •    64,    81    en     100. 

XXIX.    Vooes.tbzm. 
Door  B.  Lvbbers* 
Welke  waarden  moet  men  aan  p  en  q  geven ,  opdat ,  zoo 
x   een  willekeurig  veelhoekig  getal  voorstelt,  px  -+-  q  een- 
geheel volkomen  vierkant  z§  ? 

Opgelost  door  B.  Lubbfrs,  G.  Koster  en  J.  S.  Speijbb. 

Oplossing  van  B.  Lubbers. 
Zij  m  de  aanwijzer  van  den  veelhoek  en  y  den  wortel  van 
het  veelhoekige  getal,  dan  hebben  wij 

„  _  («  —  «)  ya  —  («  —  *)  y. 

*  -  2—  » 

vermenigvuldigen  wij  nu  dit  veelhoekige  getal  rtiet  2(m  —  2) 
dan  komt  er 

2(m  —  2)  x  =z  (m  —  2)2ya  --  (m  <-  2)  (m  —  4)  y; 
om  nu  deze  grootheid  tot  een  volkomen -vierkant  te  maken, 
vinden   wij ,;  op  4e  -gewone  en  algemeen*  bekende  wijze ,  $at 
er  (tm  —  2)a  bij  opgeteld  moet  worden,  en  dtm  ** 

2(«r-2>+(§m-21  *==(~-2)  *,  *-(«_»)(*-4)y+(£«-2)» 
ofï(m^2>+(^«-2)1={(««-2Jy-a«-2>)aJ      _-•  ' 
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nemen  wij  das  p  =2  2(m  -1  2)  en  q  =r  (Jsh-2)2  ,  dan  zal 
px  -f.  y  een  volkomen  vierkant  zijn,  begeert  men  echter  dat 
p  en  g  geheele  getallen  zijn,  wat  ook  m  zijn  moge,  dan  cal 
men  nog  met  4  moeten  vermenigvuldigen,  en  daardoor  ver- 
krijgen 

8(»  —  2)x  +  (in  —  4)*  =  4{(m  —  2)y  -  (§«1.-2)}*  f 
zoodat  dan  p  =  8(m  —  2)  en  y  =r  (w  —  4)*  zal  moeten 
genomen  worden. 

Wanneer  men  das  een  veelhoekig  getal  vermenigvuldigt  > 
met  het  achtvoud  van  twee  minder  dan  de  aanwijzer  des 
veelhoeks,  en  daarbij  optelt  het  vierkant  van  het  verschil 
van  dien  aanwijzer  en  het  getal  4,  zal  er  altijd  een  vierkant 
komen. 

Mogten  p  en  q  een  volkomen  vierkant  tot  gemeenschappen 
lijken  factor  hebben ,   hetgeen*  van  de  bijzondere  waarde  van 
m  afhangt,   dan  zon  men  nog  dien i factor  uit  beide  kunnen 
weglaten  >  om  hetzelfde  doel  te  bereiken. 
Voor  m=±3  heeft  men  dnsjDC=:  8  en  9=  1 

d    p=16  en  9=  0 1  of  p=\  en  gzsO 
0    j?=24  en  qzrz  1     „ 
n    /x=r32  en  qz=  4,  o{  pz=8enq=zl 
0    ;rc=40  en  qz=  9 
0   /»=48  en  y=16,  of/?=3en^rrl 
«nar.  e**. 

r  XXX.    Voorstel. 

Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsbvieb. 
Gegeven  zijnde  de  vergelijking 

£*»  +  Boog  Tang.  x  5=  2  Jifoog  Cos.  «, 
Vraagt  tnen  x  in  a  uit  te  drukken  f 

Opgblost  door'Vï.  J.  C.  Rammelman  Elseviea  en  J.  & 
Spbijfji. 

'  Oblossinó  «a«  W.  I.  C.  Rammelman  Elsevieb. 
Omdat  Boog.  Tang  1  =  |sr  is,  kan  men  voor  de  opgegc- 
vene  vergelijking  schrijven    • 

Boog.  Tang.  1  4-  Boog  Tang.  jp  =  2  Boog.  Co*,  a; 
maar  in  het  algemeen  is 

Boog  Tang.  p  -fc-  Koog  Tang.  q  =  Boog  Tang.  f  __  — 

en  2  Boog  Coe.  p  =  Boog  -Cot.  (2p*  —  1), 
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door   toepassing  van  welke  formulen  onze  vergelijking  over- 
gaat in 

Boog  Tang.  ■    ^       =  Boog  Cos.  (2a2  —  1). 

Noemen  wij  nn  dezen  boog  <pf  dan  is 

Tang.  $  = en        Cos.  $  =  ba*  —  I , 

zoodat,  uit  de  algemeene  formule 

Tang.  0  =  VV  ~  €°'^\ 
°  *  Co».  0        ' 

wederom  volgt 

1  +  x  ^  V(l  —  (2aa  —  l)g) 
1  —  *  2aa  —  1 

.  1  +*  _'  2*1/(1  -  «a)  I 

of  r=~*  —    2«*  - 1  • 

De  -breuken  uit  deze  vergelijking  verdrijvende .  komt  er 
(2aa— lj+f(2aa^lj=2a|/(l— «*)— 2a*j/(l— aa) 
of       i(2aa— l)+2aarv/(l— aa;=2av/(l— «a;— (2aa— 1), 
waaruit  terstond  volgt 

__  2ot/(l  —  ga)  —  (2aa  —  1) 
*  —  2av/fl  —  tfa)  +  (2aa  —  ï}; 

door  teller  en  noemer  van  deze  breuk  met  2aj/(l — *a) (2aa 1) 

te   vermenigvuldigen ,  kan  men  deze  waarde  van  x  nog  her- 
leiden tot 

—  4g(2na  —  I)  i/(l  —  aa)  —  1 
*  ~  8a4  —  Sa2  +  1  • 

XXXL    Voorste  l* 
Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier, 
.  Men   wil  eenen    regthoekigen  driehoek  berekenen  en  oom- 
ttrueren ,   indien   gegeven    zijn   de,  stralen  der  cirkel*    te- 
schreven  om  de  twee  driehoeken ,  waarin  ds  eerste  driehoek 
verdeeld  wordt ,  door  de   lyn  die  eenen  der  scherpe  hoeken 
-  midden  door  deelt  ? 

Ofoblost   door   W.   J.   C.   Rammelman   Elsevier,  J.  jS. 
Seeijer  en  G.  Koster* 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier*    , 
Laat  ABC  (Fig.  12)  de  begeerde  regthoekige  driehoek  zijn, 
waarvan  de  hoek  C  regt  en  de  hoek  fr  door.de  lijnBD  mid- 
den door  gedeeld  wordt.    Zij  a  de  straal  des  cirkels  om  den 
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driehoek  AfiD  en  b  die  des  cirkels  om  den  driehoek  DBC 
beschreven,,  en  stellen  wij  hoek  Ar^,  dan  is,  omdat 
de  straal  van  den  cirkel  om  eenen  driehoek  beschreven  ge* 
lijk  is  aan  eene  zijde  des  driehoek»  gedeeld  door  de  dubbele 
Sinas  van  den  overstaanden  hoek, 

BD  BD         .     .      wrx 

?  =  2tf^BAD  =  2S^    «*»BD=U«**f 

hieruit  volgt  2aSin.  0  r=  26 , 

en  dos  is  &'«•  $  =  — . 

a 

Voorts  is  hoek  ABC  =  90°  —  Cp,  derhalve  hoek  DBC  = 

i{90°  —  <p),  en  das  volgt  uit  den  regthoekigen  driehoek  DBC, 

BC=BDCos.DBC=25  Cos.|(90o— <p)=2b)/i(l+Sin4)=£ 

=ii^(i^)=4i^«(s>t4)i'. 

/rerder  is  ,  ait  den  regthoekigen  driehoek  ABC  , 

BC      —VM»+*) 


en 


AC==ABCcis^==ABv/(l~»ji3^)=rv/2a(«+^|/A— ^\ 

zoodat  wij  nu  alle  drie  de  zijden  des  driehoeks  in  de  gege- 
vens hebben  uitgedrukt. 

Om  den  driehoek  te  construeren,  beschrijve  men,  uit 
eenig  punt  O  als  middelpunt,,  met  n  als  straal,  eenen  cirkel 
en  trekke  daarin  eene  middellijn  BE;  op  deze  middellijn  ne» 
me  men  OF  =  b  of  BF  =  a  -f.  b ,  stelle  FA  loodregt  op 
BE  en  trekke  AB,  dan  is  deze  de  hypolhenusa  des  driehoek», 
want  wij  hebben  AB  =  \/BE  X  BF  =  V*a(* :+  b),9 
verder  plaatse  men  in  den  cirkel  eene  koorde  BD~=s:  24, 
trekke  AD  en  late  uit  B  eene  loodlijn  BC  op  het  verlengde 
van  AD  vallen ;  dan  aal  ABG  de  begeerde'  driehoek  zijn.    . 

Wij  merken  nog  op,  dat  b  <  a  gegeven. moet  zijn,  want 
was   6  >   *,  dan  zou  Sin.  <p  >,  1  en  dos  $  onbestaanbaar 
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worden;  bij  de  constructie  zou  deze  onbestaanbaarheid  blie- 
ken, door  dat  het  punt  F  bniten  den  cirkel  zou  komen  en 
ook  de  koorde  BD  :=^2£  niet  in*  den  cirkel  zou  kunnen  ge* 
plaatst'  worden* 

XXXI  f.    Voorste  Lr 
Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

Twee  punten  A  en  B  (Fig.  13)  gegeven  zijnde  9  vraagt 
wen  naar  de' meet  kunstige  plaats  van  al  de  punten  C  ,  dia 
%oo  gelegen  zijn,  dat  AC  e»  BC  getrokken  zijnde,  de  hoek 
ABC  het  dubbel  zij  van  den  hoek  BAC  / 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier,  L.  van 
de  Kasteele  en  F.  C.   Radijs. 

Oplossing-  van  W.  J.  C>  Rammelman  Elsevier. 

Nemen  wij  het  pnnt  A  tot  oorsprong  der  onderling  regt- 
hoekige  coördinaten  en  de  lijn  AB  tot  as  der  abscissen  aan  , 
stellen  wij  derhalve,  na  CD  loodregt  op  AB  getrokken  te 
hebben,  AD  =r  x,  CD  =  y,  AB  z=  «,  en  das  BD  = 
a  —  x\  dan-  hebben  wij,  uit  de  driehoeken  CAD  en  CBD, 

Tang.  BAC  =  -^  en  Tang.  ABC  =  — ^— :  • 

x  a  —  x 

maar  ABC  z=  2BAC  zijnde,  zoo  is  ook 

-          .  nn             2  Tang.  BAC 
Tang.  ABC  = —5 

5  1  —  Tang.*  BAC 

én  derhalve 

2y 
y                    x 
a  —  jt  y* 

of  na  herleiding 

y*  =  3*a  —  2ax. 
Deze  vergelijking  van  den  tweeden  graad  zijnde,  behoort 
'tot'eene  kegelsnede;  nemende  AA'  =  |«  —  §AB,.  dan  zqn 
•  A  en  A'  ó*e:  punten,  waarin  deze  kegelsnede  de  as  der  ab- 
scissen snijdt,  want,  in  de  bovenstaande  vergelijking  x  r=r  0 
«of  *'-=±r  %a  stellende,  verkrijgt ■  men  y  —  O.1  Deelen  wij 
' Voorts  AA'  in  O  midden  door,  waardoor  AO  tz2  0Af  rrfcs 
wordt,  en  verplaatsten  wij  den  oorsprong  van  A  naar  O 
•naartoe!  QD  ri  «  en  bijgevolg  s  =  u  -f,  f«  stellende,  dan 
verandert  <le  vergelijking  in 
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,.  =3  3.---  f    of  y*  =  ^-"{.-  -  «-;•}  , 

hetwelk    de    gewone   middelpnntsvergelijking  is  eener  hyper- 
'  bool ,  waarvan  \a  de  halve  eerste,  en  f  m/3  de  halve  tweede 
as  is. 

Verbeelden  vrij  ons,  dat  de  hoek  BAC  aangroeit  totdat  die 
hoek  BAP  =  .60°  is,  dan  zal  de  hoek  ABC,  die  altijd  het 
dobbel  van  BAC  blijft,  ABP'  z=t  120°  geworden  zijn;  in 
dit  geval  loopen  de  lijnen  AP  en  BP'  evenwijdig  en  het  punt 
p  is  jn  het^onejindige  verdwenen  j  hieruit  besluiten  wij ,  dat 
de  asymptoot  der  hyperbool  de. as  der  abscissen  onder  eenen 
hoek  van  60°  snijdt.  Makende  dos  hoek  BOS  —  60°,  dan 
tal  OS  de  asymptoot  zijn. 

«  Nemende  hoek  BAQ  >  60°  *n  dus  hoek  ABQ'  —  2  hoek 
BAQ  >  120°,  dan  snijden  de  lijnen  AQ  en  BQ'  eikander 
in  C',  welk  punt  ap  den  tweeden  tak  der  hyperbool  ligt. 
Omdat  riu  BAC'  het  supplement  van  BAQ  en  ABC7  het 
supplement  van  ABQ'  is,  hebben  -de  punten  C'  van  den 
tweeden  tak  der  hyperbool  de  eigenschap ,  dat  ;*  zoo  men  de 
lijnen  AC'  en  BC'  trekt  r  het  supplement  van  ABC'  het  dub- 
bel zal  zijn  van  het  supplement  van  BAC'. 

HWllh      VoORSTEfc.  •     •    • 
Door  L,  VAN   DE    KASTEELEt 

Een   getal  te  vinden ,  dat  ontstaat  uit  de  vermenigpulaVr 
ging    van    een  tweede-magtegetal  met  een  dorade-mag  te  getal 
welke   getallen,   zoowel  ah  hunne  wortels,  de  eenheid  veiy 
schillen  f 

-    Otoexost   door  J»  S»    Speijkr,    L.    van    toe   Kjistssx* 
-6.  üosTXA,  C.  vak  Schaick  en  F.  C.  Radtjs. 

OpiiOSsxn*  van  J.  S.  Spei)zb. 
Stellen  'wij    voor-  den  wortel  van  het  tweede-magUgetal  s 
en  voor  dien  van  het  derdertnagtsgetal  y,  dan  zijn  deae  ge- 
tallen zelve  x2  en  y3;  daar  na  in  het  voorstel  alleen  gezegd 
. wordt,   dat  deze  getallen,   zoowel   als  Jninne    wortels,  (de 
.eenheid]  verschillen ,    «onder,  dat  er  bepaald  wordt ,  in  wel- 
,kan    zin  de    aftrekking  moet  plaats  hebben,  •oin.de  eenheid 
tot  re$t  te  verkrijgen,  zoo  kunnen,  wij  daaromtrent  .vjer  vel- 
schillende onderstellingen  aannemen,  te  weten :{ 
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1°        4?  —  y  =  1        en       xa  —  y3  =  1; 

2°        x  —  y  =  1        en        y3  —  xa  =  1; 

3°        y  —  x  =  1        en        xa  —  y3  =  1; 

en  4°        y  —  x  =  1        en        y3  —  x*  :=s  1. 

Zonderen  wij  ia  elk  geval  y  uit  de  eerste  vergelijking  af 
en  brengen  wij  die  waarde  in  de  tweede  vergelijking  over  , 
dan  verkrijgen  wij,  respectievelijk  de  vergelijkingen 

x3  —  4xa  +  3*  =  0. (<*)  , 

x3  —  4*a  -+-  3*  —  2  =  Ó.  ........  (*)  , 

*3  +  2xa  -+-  3x  -+-  2  =  0. (<?), 

*3  +  2*a  -(-  3x  =  0 (d)  j 

De  vergelijking  (a) ,  êit  tot  de  eerste  onderstelling  be- 
hoort, kannen  wij,  daar  x  =  0  niet  in  den  bedoelden  zin  aan 
de  vraag  voldoen  kan,  door  x  deelen,  als  wanneer  wij  vinden 

j.a  _  kx  H-  3  =2  0, 
waaruit  volgt  x  =  1    of    x  =  3; 

daar  na  hier  y  =  x  — -  1  is,  is  de  waarde  xnl  onbruik- 
baar, omdat,  dan  y  =  0  zon  worden ;  wij  hebben  dos  al- 
leen x  —  3  en  y  =  2,  derhalve  is  xa  =z  9  en  y3  :=  8, 
zoodat  dan  het  bedoelde  getal  72  is. 

De  vergelijking  (&),  die  tot  de  tweede  onderstelling  be- 
hoort, beeft  slechts  eenen  bestaanbaren  wortel,  maar  deze  ia 
onmeetbaar;  deze  vergelijking  levert  dus  geene  bruikbare 
waarde  voor  x  op;  en  bijgevolg  is  er,  in  de  tweede  on- 
derstelling, geen    getal,  dat  aan  de  vraag  voldoet. 

De  vergelijking  (c) ,  tot  de  derde  onderstelling  behoorendé, 
-heeft  eenen  meetbaren  wortel*  x  z=. —  1  en  twee  onbestaanbare; 
daar  hier  y  =  x  -f-  1  is,  stemt  met  x  =  —  1  overeen 
jr.  :=  0;  deze  waarde  van  x  is  dus  onbruikbaar;  en  bijge- 
volg kan  de  derde  onderstelling  almede  geen  getal  opleve- 
ren ,  dat  aan  het  voorstel  beantwoordt.  • 
•  De  vergelijking  (d)  heeft,  behalve  x  =  0,  almede  geen 
bestaanbare  wortels;  derhalve  levert  ook  de  vierde  onderstel- 
ling geen  antwoord  op  het  voorstel. 

Hieruit  blijkt  dus ,  dat  welke  onderstelling  men  ook ,  ten 
aanzien  van  de  orde,  waarin  de  verschillen  der  bedoelde 
tweede-  én  derde-magtsgetallen ,  en  hunne  wortels,  moeten 
genomen  worden,  mogt  willen  aannemen,  geen  ander  getal 
dan  72  aan  hét  voorstel  voldoen  kan.  - 


• 
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XXXI W   Voorstel. 
Door  L.  tan  db  Kastbbus. 

Op  het  water  drijft  een  stuk  hout ,  in  de  gedaante  eener 
tllipsoide,  die  ontstaat ,  door  de  omwenteling  eener  ellipe 
om  haren  grooten  as;  dit  hout  overal  van  gelfjke  digtheid 
en  deszelfi  soortelijk  gewigt  gegeven  zijnde,  vraagt  [men 
koe  diep  hetzelve  in  het  water  zal  zinken? 

Opgelost  door  L.  tan  db  Kastexle  en  F.  C.  Radijs. 
I.    Oplossing  van  L.  van  db  Kastekli. 

Wij  nemen  aan ,  dak  de  ellipsoïde ,  door  eene  of  andere 
omstandigheid,  genoodzaakt  wordt,  zoodanig  op  het  water 
te  drijven ,  dat  deszelfs  omwentelings-as  verticaal  blijft  staan. 
Laat  dan  QR  (Eg.  14}  de  waterspiegel,  ABCD  de  ellipsoïde, 
CO  de  verticale  as  derzelve  en  AB  de  kleine  as  der  ellips 
zijn,  door  wier  omwenteling  de  ellipsoïde  ontstaan  is,  dan 
zal  het  er  op  aankomen ,  het  gedeelte  CP  van  die  as ,  dat 
beneden  den  waterspiegel  is ,  te  berekenen. 

Stellen  wij  daartoe  CP  ==  *,  CD  =  2A,  AB  —  2r  en 
snijden  wij  het  ligchaam  door  twee  oneindig  digt  bij  elkan- 
der gelegen  vlakken  a  b  en  a'  b'  evenwijdig  met  den  water- 
spiegel, dan  hebben  wij,  Co=rxenao=y  stellende, 
ter  berekening  van  den  inhoud  der  ellipsoïde  en  haar  inge- 
dompeld deel,  de  algemeene  formule  voor  den  inhoud  der 
omwentelings  ligchamen 

r* 
volgens  de  eigenschappen  der  ellips  is  hier  y 2  —  —  (2hx — x*) 

en  dos 

stellen  wij  net  den  geheelen  inhoud  der  ellipsoïde  door  I'  en 
den  inhoud  van  haar  ingedompeld  deel ,  of  vau  de  verplaat- 
ste watermassa,  door  I*  voor,  dan  vinden  wij,  door  de  bo~ 
venstaande  integraal  van  s  =:  0  tot  s  =  2A  te  nemen  > 

«n,  door  die  integraal  Tan  *  =  0  tot  x  =  ae  te  nemen, 

»  > 

Zij    nn   g  het  soortelijk  gewigt  van  bet  bout,  dat  van  het 
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water    1  pijnde,   dan  wordt   het  gewigt  der  ellipsoïde  door 
l'g  en  dat  van   de  verplaatste  vloeistof  door  1*  voorgesteld; 
en,  daar  voor  het  evenwigt  deze  gewigten  even  groot  moe- 
ten zijn ,  hebben  wij  l'jf  =  l' 
oiT,  voor  1'  en  1"  bovenstaande  waarden  stellende, 

i*r*kg  =  *  ^  (hz*  -  &*), 

waaruit  door  herleiding  volgt 

z*  —  3A*a  +  kh*g  =  Q. 

Uit  deze  derdemagts  vergelijking,  kan  na  z  berekend  wor- 
den *  zoodra  h  en  g  in  getallen  gegeven  zijn;  men  ziet  uit 
dezelve  ,  dat  de  waarde  van  z  geheel  onafhankelijk  is  van  r. 
Neemt  men  r  =  A ,  dan  gaat  de  ellipsoïde  in  eenen  bol 
over,  en  men  heeft  dus,  om  de  diepte  te  berekenen,  waar- 
toe een  bol  in  het  water  zinkt,  dezelfde  vergelijking. 

Indien   het   soortelijk   gewigt  van  het  hout  g»  =  f  ware , 

zou  men  hebben 

«»  —  3A«*  +  2A*  =  0, 

waarvan  een  wortel  is  z  =  A ,  terwijl  de  beide  andere  worr 
tels,  hoezeer  bestaanbaar  zijnde,  niet  gebruikt  kunnen  wor- 
den. In  dit  geval  zon  dus  de  ellipsoïde  juist  ter.  halver 
diepte  inzinken. 

Stellen  wij,  dat  de  ellipsoïde  van  dennenhout  en  dus  haar 
soortelijk  gewigt  g  =  0,49  ware,  dan  zou  men  hebben 

*»  —  3A*a  +  1,96  A»  =  0, 
waaraan  genoegzaam  voldoet 

*  =  0,98  h ; 
was  dus  de  as  CD  4  elien  lang  en  alzoo  A  =  2  ellen,  dan 

zou  men  hebben 

*  =  1,96  ellen. 

IL    Oplossing  van  F.  C.  Radijs. 

Indien  de  ellipsoïde  aan  zich  zelven  overgelaten  op  het 
waler  drijft,  zal  de  omwentelings-as  horizontaal  gerigt  zijn, 
want ,  in  eiken  anderen  stand ,  kan  het  drijvende  ligchaam  wel 
op  'de  vloeistof  in  evenwigt  zijn,  maar  geene  stabiliteit  hebben. 

Zij  dan  in  dezen  stand  (Fig,  15)  ABCD  de  ellipsoïde, 
CD  de  groote  en  AB  de  kleine  as  der  voortbrengende  ellips  , 
en  QR.  de  waterspiegel ,  dan  zal  het  er  op  aankomen ,  het 
gedeelte  BP  van  de  verticale  middellijn  des  cirkels  AB  te  be- 
rekenen/ 
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Stellen  wg  daartoe  BP  =  *,  CD  =  2A,  AB  =  2r  en 
snijden  wij  het  ligchaam  door  twee  oneindig,  digt  bij  elkan- 
der gelegen  vlakken  cd  en  c'  d',  evenwijdig  met  den  water- 
spiegel ,  dan  zijn  deze  doorsneden  ellipsen ,  die ,  zoo  wij 
fio  =  y  en  co  =  t  stellen,  x  tot  halve  groote  en 
|/y(2r  — •  y)  tot  halve  kleine  as  hebben.  De  inhoad  de- 
zer doorsneden  is  alzoo  *x\/y(2r  —  .y) ,  de  differentiaal  van 
den  inbond  des  ligchaams ,  tassehen  de  snijdende  vlakken 
cd  en  c'  d'  begrepen,  wordt  gevonden,  door  den  inhoad 
dier  doorsneden  te  vermenigvuldigen  met  #y ;  bijgevolg  heb* 
ben  wij,  voor  den  inhoud  des  ligchaams,  de  formule 

1  =  vftlyVCZry  -  y>). 

Volgens  de  eigenschappen  der  ellips  is  na  *= — l/(2ry— ya) 

i" 

en  bijgevolg 

welke  integraal ,  van  y  r=  0  tot  y  =  2r  genomen ,  voor 
den  geheelen  inhoud  der  ellipsoide  geeft 

en  ,  van  y  =  0  lot  y  m  %  genomen,  voor  den  inhoad  van 
het  ingedompeld  gedeelte  of  ook  van  de  verplaatste  water- 
massa 

T  =  *■—  (r*a  «~  f*3).  * 

Hier  moet,  om  dezelfde  reden  als  in  de  vorige  oplossing, 

ig  =  r 

en  dus  |*graA  =  *-— (rz2  —  f*s) 

r 

zijn,  waaruit  door  herleiding  volgt 

*a  —  3raa  +  bgr*  r=  0. 
Uier  is  na  2  onafhankelijk  van  A;  voor  g  z=z  %,  zal  men 
▼inden  s  =.  r  ,  terwijl  wederom ,  voor  alle  andere  waarden 
van  g,  %  zal  kannen  berekend  worden  >  zoodra  ook  r  in  ge-' 
tallen  gegeven  is* 

XXXV",    Voobstel. 
Door  A.  F.  van  de  Laab,  Juniok. 
Welke    waarde    heeft    de  oneindig  voortloopend»  gedurige 
breuk 
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1 

l 

P  H } 


9  + 


P  + 


q  H-  enz.  * 
vattin  p  en  q  gestadig  bij  afwisseling  voorkomen  ?  {*) 

Opgelost  door   A.  F.  van  de  Laar,  Junior,  F*  C.  Ra- 
dijs «il  J.  S.  Spe  ij  bk. 

Oplossing  van  A.  F.  tak  de  Laar,  Junior. 
Men  stelle  de  gegeveae  oneindig  voortloopende  break  door 
jf  voor,  dan  heeft  men  klaarblijkelijk 

1 

*=  1 

P  H 

welke  vergelijking  men  achtervolgen*  herleidt  tot 

q  +  * 

P(9  +  »)  +  1* 

x{p{l  +  *)  +  *}  =  f  +  *» 
xp(q  +  x)  =  q\ 

px%  +  pqx  =  y 

en  x*  +  qx  =  2-; 

P 
uif  deze  vierkant* vergelijking ,   vindt  men,    op   de   gewone 

wijze, 

X  =  -  §jr  +  t/^f  +  X-) 

—  />y  +  yW  +  *w) 
of  x  _ ^ 

XXXVI.    Voorstel. 
Door  A.  F.  van  de  Laar,  Junior. 
Welk*  waarde  heeft  de    oneindig  voortloopende  gedurige 

breuk 

(*)  Miïji»  Hibsoi,   Ftrx.  van  Foorb.  vert.  door  6.  Rikaibu, 
blad*.  263 ,  N°.  35. 
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1 

1 


1 

f  +  - 


1 

r  +  - 


1 
9  + 


waarin  p,  q  en  r  gestadig  by  afwisseling  voorkomen  f  (*) 

Opgelost   door   A.  F.  vam  ds  Laar,  Junior,  F.  C.  Ra- 
dijs en  J.  S.  Sfsijeju 

Oplossing  «au  A.  F.  vak  de  Laar,  Junior* 
Men  stelle   weder   de  waarde   der  break   door  x  voor , 
dan  ia 


1 


1 

9  + 


r  -f-  x 

en  deze  vergelijking  herleidt  men  achtervolgen*  tot 

1 
r  +  x' 

P  +  *fr  +  *;.  +  I 

x  —  yfr  +  *)  +  * 

"~  J(f  (r  +  *)  +  1]  +  (r  +  *) 
en  *{p[q(r+x)+l]+(r+x)}=q(r+x)+l, 

ontwikkelt  men  nu  alles ,  dan  komt  er ,  na  behoorlijke  rang- 
schikking en  vereeniging  der  termen, 

(pq+l)x2+(pqr+p— q+r)x=qr+l , 

—       y 


welke  vergelijking,   zoo   men  gemakshalve  x  —  0  .. 

*\P9  «+-  l) 

•lelt ,  verandert  in  ' 

?»  ■    (P*r+p-9+  r)y  _ 

4fa  +  1)  +  >0V  +  »)  "ƒ    +     ' 

deze  vergelijking  met  k(pq  «f-  1)  vermenigvuldigende,  komt  er 

waaruit  men,  op  de  gewone  wijze,  vindt 


(*)  MifjiB  Hnsoi ,   Pcrz.   van  Foorb.  TerU  door  6.  JLuutiii. 
Blads.  264 ,  H«.  86.  > 

I.  Djesi»-  E 
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■ 

Voor  den  eenten  term  van  de  grootheid,  die  onder  het  wor- 
telteeken  voorkomt,  kan  men  schrijven  (CWif-l)r+(p—y)}  a 
of  ook 

voor  den  tweeden  term  van;  die  grootheid  kan  men  schrijven 
4?r(w  +  1)  +  *(W  +  *)  <tf  ook 

de,  aopi  dier  beide  temmen  j[s  dnq 

waarvoor  men  weder  schrijven  kan 

{(M  +  l).r  +  (P+t9)\2  +k 

derhalve  heeft  men 

■ 

200  dat  voor  x  —  ~, — -  ■  Vt  gewnien  wordt 

%(pq  4»  I; 

X  —  "  rT"  *  "*'  2(fiq  +  1) ' 

hetwelk   dan  nn  de  gevraagde  waarde  der  gedurige  breuk  is. 

X£XVII.  Y  o  o  u ,  a  *  E  1. 
/>oor  S.  Dik,  Cornsz, 
Fan  zeker-  getal  uit  vier-  cijfer*  U$taand*>  zfjn  de  cijfer* 
der  eenheden  en  tientallen  onderling  gebjk ;  en  het  cijfer 
der  duizendtallen,  ie  de  helft  van  dat  der  eenheden  of  tien- 
tallen.  Deelt  men  dit  getal  door  4 ,  dan  komt  er  een  even 
groot  quotien\ ,  alsof  min  deezelfe  omgekeerde  deor  7  deelt. 
Welk Ae  dit  gitalt 

OroEfos*  door  S.  Dik,  Ckminsz.  ,  ©.  Koste»,  L.  vak  de 
Kasteelb,  J.  C.  Olivijkr,  F.  C.  Radijs,  (\  y4»  ^ha^c^ 
6*  J.  S.  Spbijer.  .  p 

h    Or  lossing  vuil  5*  Pik,  Corni$. 

.  $tel  Ji#  cj^r  <fcr  «foKW^SS  &W  *  rqqrA  qq.  d#  to? 

honderdtallen^  _0o<W  36»   *>*   *WL  3fc  tijfett  &*  genheden  en 

tientallen,    volgens    de   eer^stq    der   fft^qn?  vopj^at^dm^. 

ietor  3*  \  \%\  t*f?e*<te  ^eJal  fe  dan        ' 

1000*  +  lOOy  +  20*  +  2*  =  1022*  +  l(Xty 
en  deszejfs  omgekeerde  is, 

2000*  +  20Ö4P  +  lOy  +    x  *=.  2201*  -+-  lOfc» 


VOORSTELLEN.    V*.  3*  en  37.         f7 

Volgens  de   laatste  voorwaarde  des  voosslels ,  hebben  wij 

dan  nu  de  vergelijking 

1022*  +  lOOy    _  220U  -f  Wy 

,4  7  *"    ■  ' 

waaruit  na  herleiding  volgt 

660y  ccr  1450* 
of,  door  330  deelend^ , 

2y  =r  5j% 

Uit  deze  vergelijking  yolgt  de,  evenredigheid 

*  :  y  es  $  x  & 
en   daar   x    en   y„   ieder  in  het  bijzonder,   geheele  getallen 
kleiner   dan  9  moeten  zijn,  kan  aan  deze  evenredigheid  al- 
lepn,  voldaan   worden ,  door:  * .355:  2  en   y  a$;  hierdoor 
verkrijgt  men  dan,  voor  het  begeerde  getal ,  2544, 

If.    Oplossing  van  G.  Koster. 

Daar   het   cijfer  der  duizendtallen  de  helft  is  van  dat  der 

eenheden   of  tientallen,   zoo    moet  het   cijfer  der  eenheden 

of   tientallen  even  tftn,  zonder  nul  te  wezen  5  het  begeerde 

getal  kan,   tot   dien  hoofde,   geen  ander  zjjjn,  dan  een  der 

vier  volgende : 

1(22,    2(44,    3(66*    of    4(88, 

waarin  het  qjfer  der  honderdtallen  onbekend  blijft. 

Daar  het  getal  door  4  deelbaar  moet  zijn,  kannen  nit 
dien  hoofde  1(22  en  3(66  met  in  aanmerking  komen, 
het  begeerde  getal  kan  dus  alleen  zijn 

2044    of   4(88. 

Bepalen  wij   ons  na    eerst  tot  het  getal  4(88,  dan  moet 

deszelfa   omgekeerde   88(4   door   t   deelbaar   zijn,'  hetgeen 

niet  plaats  kan  hebben,  ten.  zjj  men  voor  het  onbekende  cqfer 

eene  3  plaatst j  het  getal  zon  dan  438Q.mpeten,  wezen,  maar 

*       ;      4388       8834,    a  ....      ,    ,  .       .    t 

de  quotiënten  -^p  en  -«y^.zfn  ongsl^k,  derhalve  is  4388 

het  begeerde  getal  niet. 

Zoo  wij  na  2(44  &  aanmerking  nemen,  dan  moet  44(2 
door  7  deelbaar  zjjjn ,  dit  heeft  echter  geene  plaats ,  ten  zij 
men   voor  Jiet  onbekende   cijfer  eene  5  stelt;  het  getal  zoa 

êtw  2544  zijn;  en  daar  nn  de  quotiënten  — -  en  —bieder 

gelijk    636,   en   dos    aan  elkander   gelijk  zijn*   zoo  is  2544 
werkelijk  het  begeerde  getal. 

E  2 
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XXXVIII.      V    O   O   ft  8   T   E   £.. 

Door  S.  Dik.  Cornsz. 
J?o  waarde  té  vinden,  van  hei  gebroken 

|/(*a  +  3*3)  +  ^(2a24P  —  a9)  —  3a' 

ingeval  x  z=z  a  genomen,  wordt  t  . 

Opgelost '  door   S.   Dik,    Cornsz.,   P.   J.   L.  Qvakt  en 

J.  St  Spejjer. 

Oplossihg  van  S.  Dik,  Corhsz. 

In  het  gebroken  x  i=  a  stellende ,  komt  er  den  onbepaal- 

0 
den  vorm  -r-;  wij   differentieren   derhalve   teller  en  noemer 

ieder  afzonderlijk , .ten  opzigte  van  x,  dan  komt  er,  zoo  wij 
gemakshalve  den  teller  door  X  én  den  noemer  door  X'  voor 
stellen , 

2ax+$x*  5jt 

tfX      jF(3a*a+5*s)a  \/(bx*— «*J 

*X'  *  2«*  ' 

.  i/(*2-T-3a2)    +  3lK(2a2jr— a3)*     ' 
stellen  wij  hierin  x  =  a}  dan  komt  er 

2TX  7    —    5  3 

CA  5    "T-   ï  9 

waarait   blijkt,    dat  de  waarde  van  het  opgegeven  gebrokeu^ 
voor  x  zzz  o,  —  /{  is, 

XXXLX.    Voorstel. 
Door  J.  Bajdom  Ghijben. 

Hpe  vele  en  welke  regthpehige  driehoeken  zijn  er,  waar» 

i 

van  al  de  zijden,  in  rationale  geheele  getallen,  kleiner  dan 
100 ,  kunnen  worden  uitgedrukt? 

Opgelost  door  J.  Badon  Ghtjben  en  J.  S.  Speijer, 
Oplossing  van  J^'Badon  Ghijben. 

De  geheele  getallen ,  waardoor  de  zijden  van  regthoekige 
driehoeken  kannen  worden  uitgedrukt,  zijn  alle  begrepen  in 
de  vormen 

waarin  m ,  p  en  y  geheele  getallen  verbeelden ,  •  terwijl  p'y*  q 
is.  De  twee  eerste  dezer  vormen  zijn  de  regthoekszijden 
des  driehoeks ,  terwijl  de  hypothenasa  dóór  den  laatsten  vorm. 
wordt  voorgesteld. 
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Wanneer  de  drie  gelieele  getallen,  die  de  zijden  eens  * 
regthoekigen  driehoeks  uitdrukken,  geenen  gemeenen  deeler 
hebben ,  heeft  men  dieft  driehoek  wel  eens  eenen  oorspron- 
kelijker* rationalen  regthoekigen  driehoek  genoemd*  Deze 
benaming  behoudende ,  is  het  klaar ,  dat  men ,  om  eenen 
oorspronkelijken  driehoek  te  verkregen ,  niet  alleen  »r:l 
moet  nemen ,  maar  dat  ook  p  en  q  zoodanig  genomen  moeten 
worden,  dat  de  drie  getallen  p2  —  q* ,  2pq  en  p2  -f-  q* 
geenen  gemeenen  deeler  verkrijgen. 

Aan  deze  voorwaarde  zal  niet;  voldaan  worden .  wanneer 
men  voor  p  en  q  onderling  deelbare  getallen  neemt ;' want  de 
gemeene  deeler  van  p  èn  q  is  ook  een  gemeene  deeler  van 
de  drie  getallen  p2  —  q29  2pq  en  p2  -f-  q2.  Aan  deze 
voorwaarde  zal  almede  niet  voldaan  worden,  indien  men 
p  en  q  beide  oneven  neemt ;  want  dan  worden  de  drie  getal- 
len p2  —  q29  2pq  en  p2  -+-  q2  alle  even.  en  krijgen  dus  2 
tot  gemeenen  deeler.  Aan  de  genoemde  voorwaarde  zal 
echter  wel  voldaan  worden ,  indien  men  voor  p  en  q  onder- 
ling ondeelbare  getallen  neemt ,  die  slechts  een  van  heide 
oneven  zijn ;  want  2pq  kan ,  behalve  het  getal  2 ,  geene  an. 
dere  deeler  hebben,  dan  de  deelers  van  p  of  q;  zijn  nu  p 
en  q  onderling  ondeelbaar ,  dan  zijn  de  deelers  van  p  o  f  f 
geen  van  alle  deelbaar  in  p2  ±  q2\  en  zijn  p  en  q  slechts 
een   van   beide   oneven,    dan   kan    ook    2    geen  deeler  van 

P*  ±  g*  z9n-  f   ' 

In  de  vormen 

p2  —  q2\    2pq        en       p2  +  .q* (A) , 

zullen  dus  de  zijden  van  alle  oorspronkelijke  rationale  regt- 
hoekige  driehoeken*  begrepen  zijn ;  maar  ook  van  geene  andere 
dan  oorspronkelijke,  indien  men  voor  p  en  q  onderling 
ondeelbare  getallen  neemt,  die  slechts  een  van  beide 
oneven  ziju. 

Voorts  zullen,  in  (A),  verschillende  waarden  voor  p  en  q 
mits  slechts  onder  de  zoo  even  genoemde  beperkingen  geno- 
men, ook  altijd  verschillende  driehoeken  voortbrengen;  want 
stellen  wij ,  dat  p  =:  a  en  q  nr  b  denzelfden  driehoek  gaf 
ais  p  =:  a'  en  q  =s  V,  dan  zou  men  moeten  hebben : 
of  aa— **=<*'*— r%  2*&=2a'6'  en  **+**=<»'*+*'*.  («)  , 
of   a*—b2z=2a'b',  2«j=a'a— *'*  en  a2+t*=a' a-+,*'«.  $); 

E  3 
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in  het  geval  («) ,  behoeft  men  slechts  de  eerste  vergelijking 
bij  de  derde  op  te  tellen  en  vut  de  derde  af  te  trekken,  om 
te  vinden  a  ss  a'  en  b  =  b'9  zoodat  hier  de  waarden  voor 
p  en  q ,  die  denzelfden  driehoek  geven ,  niet  verschillend 
kunnen  wezen;  in  het  geval  ((3),  heeft  men  slechts  de  eerste 
vergelijking  bij  de  derde  ,  als  ook  de  tweede  bg  de  derde  op 
te  tellen  9  om  te  verkregen  2e»  rs  (a  +  b')*  en 
(«  +  b)*  ss  2a'a9  aan  welke  vergelijkingen  klaarblijkelijk 
niet  voldaan  kan  worden ,  200  lang  a  en  b,  of  ook  a'  en  V 
een  van  beide  even  en  een  van  beide  oneven  zijn. 

Voorts  *  is  het  duidelijk ,  dat  al  de  zijden  van  den  driehoek 
kleiner  dan  100  zullen  zijn,  indien  dit  met  de  hypothenusa 
het  geval  is ;  worden  dos  in  (A) ,  voor  p  en  q ,  onderling 
ondeelbare  getallen  genomen ,  die  slechts  een  van  beide  oneven 
zijn ,  zoodat  p  >  gen;9  +  ja  <  100  of  p  <  |/(100  —  q*) 
is,  dan  moeten  alle  oorspronkelijke  rationale  regthoekige 
driehoeken,  welker  zijden  kleiner  dan  100  zijn,  te  voorschijn 
komen;  doch  ook  alle  slechts  eenmaal* 

Nemen  wij  nu  voor  q  achtervolgen*  de  getallen  1,2,  3, 
4,  enz*  en  zien  wij  telkens,  welke  waarden  dan  voor/i, 
door  de  zoo  even  genoemde  voorwaarden,  worden  toegelaten, 
zoo  vinden  wij»  dat  men  nemen  kan: 

9=1    en    p  =  2 ,  4 ,  6  of  8 ; 

q  ss  2    en   p  s=  3,  5,  7  of  9; 

q  =r  3    en   p  ss  4  of  8; 

gr=4    en   p  ss  5,  7  of  9; 

ƒ  =  5    en    />  =  6  of  8; 

gr  =c  6    en   p  —  1) 
en  dat  y  =  of  >  7  geehe  waarden  voor  ƒ  toelaat. 

Hier  uit  blijkt,  dat  er  16  oorspronkelijke  driehoeken  zijn  $ 
waarvan  al  de  zijden  kleiner  dan  100  zijn;  dezelve  zijn* 
naar  de  grootte  der  hypothennsen  gerangschikt*  de  vol- 
gende: 

Voor  q  =  1  en   ;x£, 

»      j-2  'en    •  =  }, 

t      q  ss  1  en    n  ss  4, 

»      q  ss  3  en    p  ss  4, 


-f.f 

*9» 

J»*  +f* 

3, 

*, 

5  .  .  .  (1)» 

*, 

1*> 

IS  .  .  .  (2); 

»! 

8» 

17  .  .  .  (3)j 

7, 

2*, 

«...  (4)i 

V  O  O  ft  6  t  E  L  L  E  N.    Jk  39  en  40.        7! 


Voor  ?=2  en  p  =  5,  4l 

f      7  =  1  en  p  =  6,  !té 

7  =  4  en  />  =  5 ,  d 

q  =  2  en  ,/>  =  7,  45 

7  =  5  en  j»  =  6,  Ü 

7  =  1  en  p'=8>  63 

7  =  4  en  />  =  7,  33 

7  =  3  en  j»  =*  8 ,  55 

7=2  en  .ƒ  =  8( ,  T7 

7  =  6  en  p  =  7  ,  13 

7  =  5  en  p  z=z  Sy  30 

7  =  4  en  />  =  9,  f>5 


» 

A 
0 
1) 

» 
0 
B 
0 


tó, 

28, 
60, 
16, 
56, 

36, 

èo, 


49  . .  t  5); 
37  . :  X  t); 

ïl..{  7); 
53  .  .  f  8); 
61  .".  (»)i 
•5  .  .  (10)*; 
65  .  .  (11); 
73  .  .  (12)'} 
85  .  .  fl3); 
85  .".  (tt); 
80  .  .  (15); 
97  .  .  (ïè). 


Neemt  men  uu  van  de  zijden  dezer  16  öórsprV>nkëIgln 
driehoeken,  gelijknamige  veelvouden,  onder  voorwaarde, 
dat  de  veelvouden  der  hypölhenasen  kleiner  San  10Ö  Blij- 
ven ,  zoo  zal  men  de  overige  der  rationale  driehoeken,  waar- 
naar gevraagd  is,  verkrijgen.  Men  kan  alzoo  de  achtervol- 
gende veelvouden  nemen: 

van  de  getallen     (1} ,    tot  en 


■ 
9 
B 
B 
B 


B 
B 
B 
B 

» 
B 


B 
B 

B 
B 
B 
B 


(2), 

(3). 

(4J, 

(5), 

(6), 


B  B 

»  D 

B  B 

B  B 

0*  D 


met  kan 

.   B  B 

B  » 

0  0 

8  B 

rf  B 

B  B 


19- vond ; 
7- vond  \ 
5-vond ; 
3-voud j 
3-voua j 
2-voud ; 
2-voud  5 


Lierdoor  verkrijgt  men' 4i\ drièhoeten;  van  de  getallen  (8) 
tot  en  met  (16)  kan  men  geene  veelvouden  nemen ,  zonder 
zijden  grooter  dan  100  te  verkrijgen;  deze  getallen  geren 
dos  niet  meer  dan  de  9  opripronkeüjke  driehoeken;  en 
derhalve  zijn  er  in  het  geheel  50  regthoekige  driehoeken, 
waarvan  al  de  zijden  in  rationale  geheele  getallen  kleiner  dan 
100  kunnen  worden  uitgedrukt  j  doch  onder  deze  50  drie- 
hoeken zijn  er  niet  meer  dan  16  die  m  vorm  verschillen. 

XL.    Voobstjsi» 

Door  W*  J.  C.  lljjyEMEi.MA2T  Elseviéh. 

Men  vraagt   ie  meetkunetige   plaat*   ie  vinden,  van  de 

middelpunten   der  cxrkth ,   die  Beschreven  kunnen  worden, 

in  alle  driehoeken,  fte  detelfd*  6am$  èn  gelijken  omtrek 

heUeht 

£4 
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Opgelost  door  W.  J.  C.  Rakmelman  Elbbvibb  ,  L.  vak 
tos  Kabtisu  en  F.  C.  Radijs. 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevieh. 
Laat  ABC   (Fig#  16)  een  der  bedoelde  driehoeken  wezen, 
dan  zal   de   meetkunsflige   plaats  van  het  middelpunt  M  Tan 
deszelfs  ingeschreven  cirkel  moeten  bepaald  worden. 

Nemen  wij  na  AB  en  eene  lijn  YY',  loodregt  door  het 
midden  O  van  de  lijn  AB  gaande,  tot  coórdinalenassen 
aanj  stellen  wij  alzoo  OD  =  x,  *MD  s=  y,  AB  =r  2e  en 
AC  -f-  BC  =  2a,  dan  zullen  voor  al  de  driehoeken ,  waar- 
van in  de  opgaaf  gesproken  wordt ,  2e  en  2a  dezelfde  waar- 
de hebben,  maar  voor  verschillende  driehoeken  zullen  x  en 
y  andere  waarden  verkrijgen. 

Trekken  wij  vervolgens  de  stralen  ME  en  MG,  dan  hebben  wij 
AO  =r  e,    AD  =  e  -f.  x  9    dus  ook    AE  —  e  -+-  x, 
BO  =  *,    BD  =  #  —  x,    dus  ook    BG  =  «-  *. 
derhalve  is 

CE  +  GC  =  (AC  +  BC)  —  (AE  +  BG)  —  %a  —  2e 
of,  daar  CE  =  GC  is ,  , 

CE  =  GC  =  0  —  e; 
hieruit  vinden  wij  verder 

AC  =  AE  +  CE  =  *  +  4T  en  BC  =  BG  +  GC  =  n  —  x; 
stellen  wq    dus   de  zijden    AB,    AC    en  BC  des  driehoek* 
respectievelijk   door  p ,   q  en  ren  de  halve  som  dier  zijden 
door  9  voor ,  dan  hebben  wij 

p  z=2e,  g  =2  a  +  x,  r=  a  —  x ,  e  =  a  +  e. 
Daar   nu  de   inhoud   des  driehoeks  vooreerst  gelijk  is  aan 
ê y ,    zijnde   het  product  van    de   halve  som  der  zqden  met 
den  straal  MD  =  y  des  ingeschreven  cirkels ,  en  ten  andere 
die  inhoud,  door  de  bekende  formule  t/*f»— ?)(•— y)(t— r) 
wordt  uitgedrukt,  zoo  volgt  hieruit  de  vergelijking 

sy    =V*(«  -p)  (s  _  q)  (e  —  r) 
of  ty*  =  (•  -  p)  (,  _  yj  f,  _  r}. 

hierin   de  bovenstaande   waarden  voor  p ,  q ,  r  en  •  over- 
brengende ,  gaat  deze  vergelijking  over  in 

(a  +  *)y*  =  (a  _  e)  (e  —  *)  (e  +  jr), 
waaruit  volgt 

a  -f.  s  v  ' 


.} 
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Stelt   men  de  waarde   van   jr,    die  met  x  =  0  overeen- 
•temt,  door  ƒ  voor ;  dan  heeft  men 

a  —  * 

<  a  +  e       9 

a  —  6         ƒ a 
waaruit  volgt  ■  =  -r; 

hierdoor  verandert  na  de  gevondene  vergelijking  in 

welke,  de  gewone  middelpanta vergelijking  eener  ellips  zijn- 
de, aantoont,  dat  de  middelpunten  M  in  den  omtrek  eener 
ellips  liggen,  waarvan 'AB  =  2* 'de  groote  as  is,  terwijl  de 

Ueine  as  langs  TT'  zal  liggen  en  de  lengte  2/  =  2*j/— — 

„  a-f-# 

stal  hebben. 

Maakt  men  in  de  figuur  AN  =  BN  —  a,  dan  zal  ABN 
een  der  in  de  opgaaf  genoemde  driehoeken  zijn;  daar  NO 
den  hoek  A NB  midden  door  deelt,  zal  men  slechts  den  hoek 
ABN ,  door  eene  lijn  BP  hebben  midden  door  te  deelen , 
om  het  middelpunt  P ,  Tan  den  cirkel  in  ABN  beschreven , 
te  vinden.  Hieruit  volgt ,  dat  P  een  punt  van  de  gezochte 
zneetknnstige  plaats  is}  alzoo  ie  OP  de  waarde  -van  y,  die 
met  x  =  0  overeenstemt;  en  bijgevolg  is  OP  =  ƒ  de  halve 
kleine  as  der  ellips. 

Aanmïrxino.    Daar   AG   -f-   BC  =  2a  en  AB  =  2s 
standvastig   zijn,  zal  de  meetkunstige  plaats  van  de  toppun- 
ten der  bedoelde  driehoeken,  almede  eene  ellips  zijn,  waar- 
van   A  en    B  de  brandpunten  en  la  en    2\Z(a2  —  e2)  de 
groote  en   kleine   as&en   zijn.    Hieruit  volgt :  dat  de  middel* 
punten   der  cirkel*,  Beschreven  in  de  driehoeken,  die  door 
dem  Beide  voerntralen  .van    eenig  punt  eener  ellipe  en  hare 
dubbele    uitmiddelpuntigheid  gevormd  norden,  in  Jen  om- 
trek van  eene   andere    ellipe  gelegen  zijn,  die  de  dubbele 
uitmiddelpuntigheid  der  eerete  >  tot  groote  ae  heeft. 

XL1.    Voorstel. 
Door  B.  Lubbjeks. 
Men  begeert  een  driehoekig  en  een  vierhoekig  getal,   bei- 
de   den%effden   wortel  hebbende,    te   vinden,   zoodat  hunne 
Mom  en  hun  verechil  beide  volkomen  vierkanten  zijn  t 

E5 
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0*0*1.08*  tfc**  Ö.   LEBBER» ,   D.   W.  HtKSE  /  W.  ).    C.  &AM- 
MELMA.N   E  WE  VIER,   J.   S.    S**XJ£tt,    S«  Tv   BöASj   G.    fc.Óé¥*B  , 

M.  G.  Snoer  en  F.  C.  Radijs. 

OfLOSSINO  9CH   B.   LuBBBRS, 

Men   stelle   den  gelijken   wortel  door  x  voor,  dan  is  het 

#a    -4-   3t 

driehoekige  getal en   het  vierhoekige  jpa,  derhalve 

m 

moeten* volgens  de  opgaaf**  4-  "  ^^    T1>  en  x*  — ^- — 

2  2 

volkomen  vierkanten  zijn  5  laat  mi  den  vierkant**  ortfcJ  tolt 
de  eerste  dezer  uitdrukkingen  zijn  ■*--,  dan  is 

x*  -f-  4:         aa  jp2 

^      2  4    ' 

waaruit  terstond  gevonden  wordt 

2 

*  -        (6-.-/ 
Brengende  nu    deze  waarde  voor  x  in  de  tfrééde  uitdruk* 

king,  te  ifreten  in  jf*  —  — - —  oVter,dan  verandert  die  uit* 

8— «a 
drukking  in  j~-< — ~r^ ,   en   dan   is  het,  óm  dezelve  tbt  eétt 

vierkant  te  maken,  genoegzaam  dat  8  —  a%  een  vierkant  zij. 
Het  is  duidelijk!  dat  *  =  2  daaraan  onmiddellijk  voldoet è 
maar  dan  wordt  x  rs  —  1  en  dus  het  hegeerde  driehoekige 
getal  0*  Men  stelle  derhalve  a  zzz  2  -+-  6,  dan  is 8  —  aas 
4  — *  4i  -r  #a,  en  nu,  voor  ,den  vierkantswortel  uit  deze 
uitdrukking  2  —  n*  nemende,  is 

4_4«—  «*a  5=  (2  —  «*)a, 
waaruit  gevonden  wordt 

n2  +  1 
Hierin  kan  nu  n  willekeurig  genomen  worden;  voor*  3  2, 

k  14  25  * 

komt  er  *  sfc  ^p  »  2=  -^,  a'  a=  ^}  hierdoöf  Worden  dé 

.  '  *a  +  *        600  _         625 

gevraagde  getallen  —^^fa  ^  en  **  =  —  ,  waarvan 

„  1225  _  /&5\a  <ró     ...    25  —  /  5\a  ... 

volkomen  vierkanten  zijn» 
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*  XLIf.    VooR*tf*i,. 

DèOf  fi.   LuBBÏR8. 

Welke  driehoek**  hebben  ie  eigenechap,  dat  hunne  zijden 
eene  rekenkunêtïge  reèkê  vormen;  en  dat,  hèt  vereehil  van 
die  reekê  ah  eenheid  aangenomen  wordende,  zoowel  de  s£- 
den  ah  de  lobdltjn,  die  uit  den  middelsten  hoek  in  grootte 
op  ie  overslaande  zijde  valt,  door  geheele  getallen  worden 
uitgedrukt  t 

Opgelost  door  W.  j,  €•  Ramkblman  Elsüvtka  ,  J.  {fc 
Sr  rijer,  G.  Koster,  B.  Lubbbrs»  C  J«  Bo&rsif  y  D«  W, 
Hihsb  ,  J.  C.  Olivier  ,  F.  C.  Radijs  en  M,  G.  S*osb. 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Rj.ifcirBitajr  EiftsviKB. 
Laat  ia  den  driehoek  ABC  (Fig*  17k) 

AC  =  x  +  «t  AB  =  *  én  JBC  at  *  «*-  * 
gesteld  worden*  dan  maken  dé  jtijded  ièeite  Jrèlftnfcigstigè 
reeks  uit,  en  dan  ié>  óvidat  &  eltoen  driehoek  Je  Middelste 
boek  in  grootte  ove*  de  middelste  ftijde  in  gftfofte  staal,  C 
het  hoekpunt»  waaruit  de  in  liet  vooffctel  tatibélde  toodttjn 
CD  op  de  overstaande  zijde  AB  vafti 

Volgens   algemeen  bekende  eigenschappen  der  driehoeken  , 
ia  na: 
Atw_  ACa+AB*-*BC»   _   (*4*l^W*-s)i 

rt         BCy-AB^-ACV^  (s^t+ttu^jt+q)* 

CD=r|/(AC*— AD^si/^H^j^iJfH^è^}^!^^^^ 
en>  Ier  oplossing  van  het  Voorstel,  Bal  hèt  dus  sïefchls  noo- 
dig  zijn  te  onderzoeken ,  welke  gehteete  getallen  men  voor  x 
mag  nemen,  opdat,  tt  i*-  i  eijftdè,  ook  de  gevondene  waar- 
de Toor  CD  een  geheel  getal  wbtdte.  Hiertoe  moet  men 
dttft,  de  loodlijn  door  y  voorstellende ,  geheele  getallen  toot 
*  tft  y  Vinden ,  die  aan  de  Vergeïijkihg 

y*  SS  S[JaJ*  —  1)  ±2  |jr*  —  S 
voldoen.  Daar  echter  het  tweede  lid  dezer  Vergelijking  do» 
3  deelbaar  is ,  moét  ook  hèl  eerste  lid  <ïbö*  3  deeïbaar  we- 
Ad ,  fa*1g«m  niet  tf)n  kan ,  ten  zij  y  dooi*  3  deelbaar  zij  ^ 
•tUfen  vrij  dos  y  t=  Ss*  *k  damteer  *  wede^  eeü  geheel 
g**l  vfcowteït  >  dan  verkregen  Wi)  de  vergel^kiirg 
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9*a  =  |*9  —  3 
of  12**  =    **  —  4, 

waaruit  volgt  x  =  2j/(l  -f-  3*a). 

De  geheele  getallen  waarden  van  z,  die  \/{\  -+■  3za)  ra- 
tionaal  maken,  zijn  (Zie  Etjlee,  Algebra ,  2de  deel,  bladz. 
328  en  volg.) 

s  =  0,  *=1,  2=4,  *=15,  «  =  56,  ar  =  209,  en*.; 
wordende  elke   volgende   waarde  vaHi  *  gevonden,  door  het 
viervoud   van   de  onmiddellijk   voorgaande    waarde    van  ar, 
met  de  tweede  voorgaande   waarde'  van  %  te  verminderen. 
De  overeenkomstige  waarden  van  x  zijn: 
s  =  2,  *  =  4,  *  =  14,  *  =  52,  x  =  194,  *  =  724,  enz. 
terwijl  die  van  y  =  3z  zijn: 
y  =  0,  y  =  3,  5r=12,  y  =  45,  y  =  168,  y  =  627,  en*. 

Neemt  men  x  =  2 ,  dan  is ,  omdat  a  =  1  is , 
AC=3,AB=S2,BC  =  1,AD  =  3,BD  =  —  lenCD  =  0, 
zoodat  er  dan  geen  eigenlijke  driehoek  komt,  die  aan  het 
voorstel  beantwoordt ,  alzoo  deze  waarden  behooren  tot  eenen 
oneigenlijken  driehoek,  waarvan  de  som  der  beide  kleinste 
zijden  gelijk  aan  de  grootste  zijde  is,  weshalve  die  driehoek 
in  eene  regte  lijn  is  overgegaan. 

Neemt  men  x  =  4,  dan  is: 
AC=5,  AB  =  4,  BC=3,  AD=4,  DB=0  en  CD  =  3-, 
deze    waarden  behooren  tot    eenen    regthoekigen  driehoek, 
regthoekig    in    B   en  waarvan  de   loodlijn   langs   de   zijde 
BC  valt 

Neemt  men  x  =  14,  dan  is: 
AC=15,AB  =  14,BC  =  13,AD=9,BD  =  5enCD  =  12;; 
deze  waarden ,  zoowel   als  die ,  welke  men  voor  de  opvol- 
gende  waarden  van  x  verkrijgt,  leveren  eenen  driehoek  op, 
van  de  gedaante,  die  in  Fig.  17  is  voorgesteld. 

Er  zijn  das  een  oneindig  aantal  driehoeken,  die  de  in  het 
voorstel  genoemde  eigenschap  bezitten,  en  al  deze  driehoe- 
ken worden  gevonden,  door  voor  %  achtervolgens  de  boven 
opgegevene  getallen  te  nemen. 

Aakmerkiko  van  J.  S.  Spejjee.  Het  uitzondering  van  de 
gevallen,  dat  de  driehoek  in  eene  regte  lijn  overgaat  of 
regthoekig  wordt,  is  altijd  x  >  4  en  alzoo  BD  positief, 
omdat  BD  =  \x  —  la  en  a  ss  1  is*  De  hoek  B  is  dus  ook 
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altijd  «cherp;  daar  deze  hoek  over  de  grootste  zijde  staat. 
zijn  de  hoeken  A  en  C  almede  scherp;  bijgevolg  kannen  er 
geene  «tomphoekige  driehoeken  zijn,  die  de  in  het  voorstel 
genoemde  eigenschap  bezitten, 

XLIU.    Voorstel. 
Door  B.  Litbbbrs. 
Wanneer    4e  zijden  eenê  sehsrphoekigen  driehoek*   eene 
rekenkunstige   reek»   vormen ,    dan  zal  de  loodUjn ,  die  uit 
den    midaélsten    hoek   in  grootte  op   de   overstaande   zijde 
valt f    die\zéjde   in  twee  ongelijke  deelen  verdeelen ,  zoodat 
het    verschil  van  die  beide  deelen  het  viervoud  is  van  het 
gemeen  verschil  der  zijden.  Men  vraagt  het  bewy*  hiervan  f 
Opgelost   door  W.  J.  C.   Rammelman   Elsevier,    J.   S. 
Spe  ij  er,  S.  T.  Boas,  C.  J.  Bolten,  D.  W.  Hinsb,G.  Kos- 
ter ,_B.  Lubbers,  J.    C.   Ou  vier,  F*  C.  Bai>ijs  en  M.  G* 
Skobr. 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Ramkblman  Elsevier. 
Laat  Fig.  17  wederom  den  bedoelden  driehoek  verbeelden, 
dan  hebben  wij ,  volgens  het  voorgaande  voorstel, 

AD  =  |*  -f-  Za    en    BD  =  §x  —  2*, 
waaruit  terstond  volgt 

AD  —  BD  =  ia; 
zijnde  hierdoor  de  opgegevene  stelling  bewegen. 

Aanmerking  van  J.  S.  Spetjer.  Deze  stelling  gaat  even 
goed  voor  stomphoekige  driehoeken  door,  mits  men  slechts 
behoorlijk,  op  den  negatieven  toestand  der  segmenten  AD 
en  BD ,  acht  geve.    Bij  den  scherphoekigen  driehoek  is 

AD  «+■  BD  =  x    en     AD  —  BD  =  4a; 
bij   den  driehoek,  die  in   B  stomp  was,  zon  men,  de  hjn 
BD,  zoo  als  die   dan  in  de  figuur  voorkwam,  ah  positief 
aanziende,  integendeel  hebben 

AD  —  BD  =  x  .en    AD  +  BD  =  4a.     - 
.   .  XL IV.    Voorste  ii. 

Door  B.  Lubbers. 
£é«e*  sehsrphoekigen  driehoek  te  vinden,  waarvan  de 
zijden  eene  rekenkunstige  reeks  vormen;  zoodat  de  zijden  f 
de  loodiijn,  die  uit.  den  middelsten  hoek  in  grootte  op  de 
overstaande  zijde  valt,  en  de  deelen,  waarin  die  zijde  door 
de   loodlijn  gedeeld  wordt ,   alle  door  geheels,  getallen  wor- 
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<kn  ¥>tg*4r*kt  ?  «n  dat  4*  AMtttyffssessoV  deèle*  omdêrfing 

Ojposlost  4oqv  W.   J.    C.  Rammelman  E&szviza,   J.  S. 
Spsijeb,  S.  T.  Boas,  G.  J.  Boxtok,  IX  W.  Hiksb,  6.  Kor- 
ter ,  fi.  Lubbebs  ,  J«  0,  Ojuvibr ,  F.  C.  Radijs  en  M.  G.  Svou. 
Oplossing  «au  W«  J.  C.  Rammelman  Ejlsevieb. 

I*aajt  wedMoa*  $ifr  1?  de  begeerde  driehoek  zijn  en  des- 
zelf*  zijdflll  door  ƒ  -f  a,  jf  ^n  i  ^  a  worden  voorgesteld, 
dm  is  j.  vojgeoa  hel  voorgaand*  voorstel  AD  —  BD  =s*-'4a 
en  daar,  kier  AO  «w  BD  es*  18  moet  zijn  $  hebben  wij  ter- 
gend ka  es  16  af  a  sr.  4» 

Wij  heUfeest  akao 

AOaijp+  4,  AB  =  *,  BC  =  x  —  * 
ea  volgeas  het  XLII.  Voomteb 

MD  z=z  |j»  +. 8,  BD  =  fx  —  8,  OD  =  i/3(f**  —  M>, 
zoodat,  om  voor  al  deze  lijnen  geheele  getallen  te  verkrij- 
gen ,  »  een  eren  getal  en  1/3{**A  —  H)  rationaal  zal  moe- 
ten zijn.    Stellen  wij  daartoe 

^3(|jp?  —  16)  =  3* 
en  x  z=  2w , 

dan  is  3(«a  —  16)  =  9sa , 

waaruit  volgt  »  as  \/(lb  H-  3*a). 

De  geheele  getnHenvraavden  van  «,  dié  j/(16  +  3**)  ra- 
tiona*} maken,  zqu  (Zie  Evun,  Algtèra,  tweede  deel, 
MM*  328  en  wig.) 

*m  0,  0  3»  4,  *=E  16,  j*E=3  6D,  «Kf,, 

hangend*  ejke  volgende  waande  van  % ,  van  de>  twee  oa- 
middellijk  voorgaande*,  even  zoo  af,  ala  in  het  XLII  Vooa- 
UW».   &ft  mei  deze  waarden  van  *  stemmer»  overeen » 

*  =3  fc,  «»    8,  «as  28,  »o«»,  *»*. 
en  x  =  8,  *  =  16,  *  sa  58,  *  tb  90»,  «*«. 

Neemt  me*  *  cc  f  ef  x  as  K,  dan  komt  men,  even 
als  in  het  XL11  Voo&svjc,  tot  eene  regte  lijn  in  plaats 
van  tob  een'  driehoek,  of  tot  eenen  regthoekigen  driehoek. 

Nsemt  men  *  as  16 ,  dan  vindt  men 
AflmrfO,  ABanW,  BCsatt,  AIhaS8,  BD=90  en  CD=48. 
En.  door  de  overige   waarden  voor   x  te  nemen,  kan  men 
aoo  vse>  driehoeken  vinden,  <He  aan  het  voorstel  voldoen  $ 
als  men  verkiest* 
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Aa^mshx^g  «on  J.  &  S?Eijmju  Devrijl  in,  het  XLfi 
Voorstel  bet  verschil  der  deelen  AD  en  BD  gelijk  4  was  , 
behoeft  men  de  zijden ,  der  in  dat  voorspel  gevondene  drie- 
hoeken ;  slechts  met  ^  te  vermenigvuldigen ,  om  driehoeken 
te  vinden  ,  die  aan  k^  tegenwoordige  voorstel  beantwoorden. 

XLV.      V    O  O   B    ft   T   »  I.» 

boer  H.  Kloos, 

9ÏjuZ  «efM  meetkunstige  reek*  van  $rie  termen,  waarvan 
de  ej^rsjte  een  achthoekig  getal,  de  tweede  één  minder  dan 
een  vierhoekig  en' de  derde  één  minder  dan  een,  zeshoekig 
getal  is ;  zoodot ,  van  de  wortels  der  gehemde  veelhoekige 
getallen,  de  eeretè  wederom  driehoekig ,  de  'tweede  aqfrthoe- 
big,  en  de  derde  driehoekig  xyx  en  dat  eiqdelyk  van  de 
wortels  dezer  wortels  9  de  tweede  gefijk  aan  de  eerste, 
maar  de  laatste  het  dubbel  van  de  eerste  zij? 

Opgelost   door  JJ.  Kxoos ,  C.  J.  Boeten  ,  D.  W*  Hinse  f 

L.     VAK    DB    ^ASTERLE  ,    G.   K.OSTBB  ?   F.   C.    R.ADIJS ,   fV.   J.  C. 

Rakkelma^   Elseyjeb,  M.  G.  Snoer  en  J.  S.  Spbijer. 

Qb&ossing  van  H.  K&oos. 

Stel  voor  de  laatstgenoemde  worteb 

4   f        »        eh        %x> 
dan  zijn  de  wortels  der  eerstgenoemde  veelhoekige  getallen 

£-£—  ,        U*  -  %*       en        2x*  +  xj 
die  veelhoekige  getallen  zelven  sijn  dan 

en  de  termen  de»  begeerde  reek» : 

(3**— 2s)*  -4-  1  sar  «fr*— *2j>*+fara—l 
en       2(2**+*)*— (2*M-#)  —  1  e=  ***+8*  »— *—  h 

Volgens  de  eigenschappen  der  mefetktmstige  reeksen ,  moet 
s*an  nn,  hebben  • 

J(3*4+6jr»-*a— 4*)(&r4+8*»--*--. 1)=(9*4— 12**+V^1)% 
of,  na  ontwikkeling  en  herleiding  > 

welke  *qr gqtijkiag ,  in  geheel»  getallen,  gnenen  anfleyn 
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tel   heeft ,  dan  x  =s  2 ;   de  termen    der  begeerde  reeks  zijn 
derhalve 

21  ,        63        en        189. 
XLVL    Voorstel. 

Door  C.    TAN  ScHAIC*. 

Zoek  twee  getallen,  zoodanig:  dat  de  som  van  hunne 
vierde  magten  tot  de  som  van  hunne  derde  magten  staat  ah 
41  tot  14/  en  dat  de  vierkantewortel  uit  hunne  torn  gelijk 
%tj  aan  kun  vereckil? 

Opgelost  door  C.  van  Schaick,  S.  T.  Boas,  C.  J.  Bol- 
ten, D.  W.  Hinse,  G.  Koster,  J.  C.  Olivibr,  E.  C.  Ra- 
dijs ,  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier  ,  M.  G.  Snoer  en 
J.  S*  Speijeb. 

Oplossing  van  C.  van  Schaick. 
Stellen  wij   voor  de  begeerde  getallen  x  -f-  y  en  x  «—  y  9 
dan  is: 

de  som  hminer  vierde  magten      .    .    .    2jr4-|-12xaya4-2y4 
de  som  hunner  derde  'magten  .    •    •    .    2x34-6xy* 
hunne  som'     •••.....*.*..    2x 

en  hun  verschil  •    .    . 2y. 

Volgens  de  opgaaf  hebben  wij  dan 

2x4  +  12*aya  +  2y4  :  2*»  -f-  6xy*  ==  41  :  14 
en  \/2x  ss  2y. 

Brengen  wij    nn  deze   vergelijking   in   het   vierkant,  dan 
vinden  wij ,  2x  =  4ya ,  waaruit  volgt 

ya  =  }*. 
Deze   waarde    voor  ya   in   de  bovenstaande  evenredigheid 
overbrengende,  verandert  dezelve  in 

2or4  +  6*8  +  §*a  *  2x*  +  3*a  =  41  ,  14 
of         2*a  -+-  6*    +  |      «  2*    +3      ss  41  *  14, 
waaruit  volgt 

28*a  +  84*  +  7  =  82x  +  123, 
28*a  +  2x  =  116 

of  *a  +  t1?*  =  y- 

Oit  deze  vierkantsvergelijlring  vindt  men,  op  de  gewone 
wijze  , 

x=ï2        of       *'=-2TJ-, 
de    laatste    waarde    van    x    zon,   blijkens    de   vergelding 
y*  :=  £x,    y  onbestaanbaar  doen   worden;  wij  gebruiken 
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dus  alteen  jp  z=  2 ,  dan  is  ya  =  |j»  r=  1  en  dos  y  =  ±  ï  * 
weshalve  de  bedoelde  getallen  zijn  3  en  1  of  1  en  3.     V 

XLVIL     Voorstel. 
Door  C.  tan  Schaick. 

In  het  jaar  17|7  «srrf  aan  iemand  gevraagd ,  hoe  oud 
hjj  «os?  Hjf  antwoordde:  dat  het  getal  xyner  jaren  een 
vierkant  was ,  welke  wortel  door  Het  derde  (of  overdekte) 
offer  van  hét  jaartal  werd  uitgedrukt ;  en  dat ,  zoo  men 
mijne  jaren ,  van  de  jaren ,  die  men  boven  1700  telde ,  af- 
trok, de  re$t  het  viervoud  nou  njfn  van  den  irieriantswor- 
(el  uit  het  geltal  njjner  Jaren*  Men  vraagt  naar  xjjnen 
ouderdom  en  naar  bovengenoemd ja  ar  tal  f  f) 

opgelost  door  C.  van  Schaxcx,  S.  T.  Boas,  C.  J.  Bol- 
te  jt,    D.     W.     HlNSE,    L.    VAM    DB    KaSTEELE  ,     G.   KoSTEJL , 

J.  €.  Olitier  ,  F.  C»  Radijs  ,  W.  J.  C.  Rahmelhan  Else- 
vier, M.  6.  Snoer  en  J.  S.  Speijer. 

Oplossing  van  C.  van  Schaick. 

Stellende  het  overdekte  cijfer  door  x  voor ,  dan  is  de  ou- 
derdom van  dien  man  x*  jaren,  en  10*  -f-  7  is  dan  het 
aantal  jaren ,  dat  men  toen  boven  170Q  telde.  Volgens  de 
opgaaf  heeft  men  alzoo  de  vergelijking 

(10*  +  V  —  *a  =  4* 
of  **  —  6jp  =  7 , 

waaruit  volgt  *  ~  7    of    x  =:  —  1. 

Slechts  de  eerste  waarde  van  3  kan  hier  gebruikt  wor- 
den ,  omdat  het  overdekte  cijfer  geen  negatief  getal  zijn  kaïu 
Derhalve  is  dat  overdekte  cijfer  7 ,  het  jaartal  1777  en  den 
gevraagden  ouderdom  49  jaren.    . 

XL VIII.    Voorstel*  / 

Voor  S.  Dik  ,  Cornsz.  t 

In  eenen  driehoek  ABC  (Fig*  18),  regthoekig  in  B, 
wordt  de  tophoek  C  middendoorgedeeld ,  door  eene  lijn 
CD ,  die  de  baxis  AB  t*  D  ontmoet  ;  uit  D  wrtff  vervol- 
gene  eene  loodlijn  DE  opgerigt,  die  AC  in  E  ontmoet ,  waar- 
door eën  nieuwe  fegthoekige  driehoek  ADE  ontstaat;  in 
dexen  nieuwen  driehoek  wordt  weder  de  hoek  E  midden 
door  gedeeld  y  door  eene  ïijn  EF  en  uit  F  eene  loodlijn  FG 
op  AB  gesteld ,  waardoor  de  driehoek  AFG  ontstaat ;  hier- 

(*)  Piinii,  Atybra,  bitdi.  125  en  116.  No.  17. 
L  Deel.  F  ■   -        > 
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van  deelt  men  weder  den  koek  G  midden  door  en  stoo  ver- 
volgen*.  Nu  wordt  gevraagd  de  *om  te  pinden  van  het 
oneindig  aantal  lijnen  CD,  EF,  GH,  IK,  enz. f 

Opgelost  door  J.  Bjj>on  Ghijbjsn,  J,  S.  Speijbr,  D.  W. 
Hihsb,  P.  J.  L.  Qpaht,  F.  C.  Radijs,  S.  Dik,  Cornsz., 
G.  Koster  en  W.  J,.  C,  Rammelman  Elsevier. 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghijben. 

Laat  hoek  BCA  ==  2a  zifn,  dan  is,  volgens  de  opgege- 
vene  constructie ,  hoek  DCE  =  hoek  BCD  ==  * ;  yolgena 
de  constractie  is  ook  DE  evenwijdig  met  BC  en  dos . 
hoek  EDC  =  heek  BCD  =  «;  EDC  ia  alzoo-een  gelijkbeenige 
driehoek ,  waarvan  elk  der  hoeken  aan  de  bazis  gelijk  a  en 
de  tophoek  180°  —  2*  ia.  Het  ia  met  de  driehoeken  GFE, 
IHG ,  enz.  klaarbhjkehjk  even  zoo  gelegen ,  zoodat  wij ,  uit 
deze     driehoeken,     de     volgende     evenredigheden    kunnen 

trekken :  .^ 

CD  :  CE  =  Sin.  2*  ;  Sin.  a, 

EF  :  EG  =  &*  2a  :  Sin.  «, 
GH  :  GI    =  Sin.  2«  :  Sin.  a, 

enz.         en$. 
waaruit  volgt: 

(CD+EF+GH+  enz.) :  (CE4.EG4-GI+  en*.)=Sin.2a :  Sin**. 
De  eerste  term  van  deze  laatste  evenredigheid  is  de  som 
van  het  oneindig  getal  lijnen,  die  gevonden  moet  worden; 
de  tweede  term  is  de  hypotenusa  des  driehoek*;  stellende 
das  deze  som  en  hypotenusa  respectievelijk  door  S  en  h 
voor,  dan  hebben  wij  terstond 

S  :  h  z=Z  Sin,2*  :  Sin.  a. 
h  Sin.  2a        o»  s* 

Wil    men   de  begeerde  som,  alleen  in"  de  zijden  des  drie- 
hoeks,    uitdrukken,  dan  ia,  uit   den  regthoekigen  driehoek 

ABC ,  200  men  BC  =  a  stelt,  Coe.  2a  ss  — ;  daar  nu  in 

71+  Vee.  2*\  .        .   ,A         . . 
het  algemeen  Coe.  a  =  */! — -—5 lis,  vindt  men  hier 


Cos.  a 
en  dds  is  ook 


=v(!4i)  =  ,(»-); 
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S  ==  2A  •(^f)  =  V*k{h  +  *). 

Aanme&kino  van  J.  S.  Sfeijeh*  Indien  men,  op  de  hy- 
potennsa  AC  als  middellijn  ,  eenen  halven  cirkel  beschrijft, 
en  CO  verlengt  tot  aan  den  omtrek  van  dien  cirkel  in  Z, 
dan  zal  CZ  de  helft  van  de  begeerde  som  zijn;  want  A2 
getrokken  hebbende  is  klaarblijkelijk  ACZ  een  régthoekige 
driehoek  en  alzoo  CZ  =  AC  Co*.  ACZ  =  h  Co:  «. 

XL IX.    Voorstel. 

In  het  figuur  van  het  vóórgaande  vooretel,  begeert  men 
ook  de  eom  te  vinden  van  de  inhouden  der  driehoeken  BCD, 
DEF,  FGH,  HIK,  enz. f 

Opgelost  door-  J.  Badon  Ghijbeit,  ?•',$•  Speijbe,  D* 
W.  Hlnse,  P#  J.  L.  Qvawt,  F.  C.  Radijs,  S.  Dxx; 
Co&nsz.  ,  G.  Kosteb  en  W.  J.  C. .  Rammelman  Elsevier. 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghijben. 

Alles  nemende  zoo  als  in  het  voorgaande  voorstel  omschre- 
ven is,  hebben  wij  uit  de  driehoeken  BCD  en  CDE 

BC  =  CD  Co:  a    en    DE  as  -^ — 5 —  =  5-7; , 

S*fu  2*  2  Cos.  a 

waarnit  volgt 

1 

BC  :  DE  =  Coe.  a  :  — - =r  2  Co*.*  *  :  I ; 

Z  COS»  tf 

maar  de  inhouden  der  driehoeken  BCD  en  CDE  staan  tot 
elkander  als  de  zijden  BC  en  DE ,  omdat  zij ,  wanmeer  men 
deze  zijden  als  bazes  aanneemt  9  gelijke  hoogten  hebben,  der- 
halve is  ook 

drieL  BCD  :  drieh.  CDE  as  2  Co$.*  «  :  1. 
Uit  -de  evenwijdigheid  der  in  de  figattr  voorkomende  lij- 
nen, volgt,  dat  de  trapezmms  BCDE,  JBEGF,  FGIH,  enz., 
alle  gelijkvormig  zijn  en  door  hunne  diagonalen  op.  dezelfde 
wijze  in  driehoeken  verdeeld  worden;  de  verhouding  van  ide 
beide  deelen  is    dos  in  elk  trapeziam  dezelfde ;  wij  hebben 

süsoo  ...,», 

drieh.  JBQD  «  drieh*  CDE  =5  2  0at.?,  *  1  1 

drieh.  DEF  :  <W«A.  EFG  =  2  Cos.»  «  :.  1 

.     drieh.  FGH  *  rfnsfc  WI  :-?  2  ft>**  «  ;  1 

enz*  ^      .  sjtg, 
en  hieruit  volgt  weder  de  nieuwe  evenredigheid 

drieh&CÜ+drteh.DZF+drieh.FGH-l-enz.  __  %Cos.*a 

driek,CD&+drieh£EG+drieh&m  +enz*  :m~  "HT^* 
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Daar  nu  de  eerste  term  dezer  evenredigheid  de  begeerde 
aom  is,  terwijl  de  tweede  term  is  hetgeen  er  overblijft,  in- 
dien men  de  begeerde  som  van  den  inhoud  des  driehoek» 
aftrekt ,  zoo  hebben  wij,  de  gevraagde  som  en  den  inhoud 
des  driehoeks  respectievelijk  door  S'  en  I  voorstellende , 

S' 
—  =  2  Cot.fl  «r 

I   —  ö 

waaruit  onmiddellijk  volgt 

__      2  Co:'  »  , 

S  —  i  +  2  Co:*  «        ' 

of  ook  na  herleiding 

c«  —   l  +  Co*'  **   v  I 
S   — '  2  +  Co:  U  X 

Wil  men  den  inhoud  S'  in  de  zijden  de»  driebeek»  uit- 
drukken, dan  behoeft  men  slechts  Co:  2s  door  y  en  Idoor 
*o6,  AB  =  *  stellende,  te  Terrangenj  alsdan  komt  er 


___  ab{a  +  f) 


2(«  +  2*/ 

Aumdbm  •«»  J.  fl-  Spkijib.     Laat  men   den  hoek 
ACB     dat  u  2m,  van  0  tot  «0°  aangroeien ,  dan  neemt  het 

«*•*■  ït^s  Tan  s  tot  l  rf J  nit  de  fornrak 

c*  *  +  ^ot>  **  ^  i  volgt  das .  dat  de  som  der  driehoeken 

•  2  -H  Cto.  2* 

BCD    DEF     •«*•  nooit  grooter  dan  f  en  nooit  kleiner  dan 
i  van  den  inhoud  des  geheeien  driehoeks  AfiC  zijn  kan. 

L.    VooasTBL. 
Door  k.  E*  vak  db  Laar  9  Junior, 
IKf   dê  vergelijking  Situ((p  +  a)Sim.(<p  +  fl   =s   •,  * 
waarde  van  <p  té  vinden  t 
Of»elost   door  W.  Je  C.  Ramhblman  E&sbvxsk,  D.  W. 

HlNSE,    C.  J.   BOLTBN,  A.    F.  VAN    DB    LAAB,    JuXIOR  ,   J.  S. 

Sfeijbb,   P#-X.  I»  Q^aht.  F.  C  Radijs,  J.  C  Omvibb  <» 

,S.  T.  Boas. 

Oflossino  «ft»  W.  h  C  Rakkelkak  Elsbyibr. 

Daar  in  het  algemeen 

Sim.  ÜP  +  q)  Sim.  i(p  -  q)  =  §(C*«.  ?  -  Co$.  p) 
ia  f  verkrijgen  vrij,  door  te  stellen 
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i(f  +  f)  =  $  +  a    «n    $(p  —  *)/=:  0  +  0, 
waardoor  p  =  2<p  +  a  +  &    en  .  p  =:  »  —  0 

wordt,  de  algemeene  vergelijking 

In  plaats  van  de  opgegevene  vergelijking,  kannen  wij  dus 
schrijven 

§{Cas.(«-0— «to«.(20+a-H3)}=a , 
waaruit  dadelijk  volgt 

Cos  .(20+«+0)=C*#.(o— p)— 2a , 

en  0=:— §(a+0)=F{*r— lBoogCo*.(Co*.(a—p)— 2a)}. 

Aan  de  vergelijking  Co*.  {2Q+K+0)  =  Cu*.  («-^)  —  2a, 
kan  men  ook  «ene  gedaante  geven,  die  dezelve  geschikt 
maakt,  ter  berekening  van  de  waarde  van  0. 

Is  namelijk  2a  <  1 ,  dan  stelle  men 

2a  =  Co*.  y$ 
hierdoor  wordt 

Co*.  (2$-HM-0)  =  Co*.  («— 0)  —  Co*,  y 
of      Co*.  (2<H-a+P)  =  2  Sim  §(«— 0-r)  &'*  J(0+y— *}• 

Is  echter  2a  >  1 ,  dan  stelle  men 

2a 
of    ;  Co*,  (ar-0)  =  2a  Cas.  }; 

alsdan  wordt 

.    Co*.  (20  +  a  +  0)  =  —  2a  (1  —  Co*,  i) 
of       -  Co*.  (20  -f-  «  +  0)  =  —  4a  &"*•  |  2. 

De  beide  aldus  verkregene  formulen  rijn  teer  geschikt  om; 
soo  «,  p  en  o  in  getallen  gegeven  agn,  door  behulp  der 
tafels  de  waarde  van  0  te  berekenen* 

LI.      VoOBITlh      ' 

Door  G.  KosTxn. 

Een  driehoek  ABC  (Fig.  19)  ie  door  een*  Ijjn  DE ,  uit 
een  punt  D  der  sijde  AB,  naar  een  punt  E  der  zijde  BC  ge* 
trokken,  in  twee  deelen  verdeeld,  waarvan  soo  wel  de  omr 
trekken  al*  de  inhouden  even  groot  zifn.  Indien  nu  de 
zijden  de*  driehoek*  gegeven  zijn,  begeert  men  de  lijnen  BD 
en  BE  te  berekenen  f 

Oronosx.   door  W.  J«  C.  Rakmuhju*  Eimviek,  D.  "W; 
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Hors»,  J*  8*  SvtifZB,  S.  T.  Boas,  <X  J.  Box.»*,  G.  Kos- 
te* en  Fr  CL  :fUiuja*  .     *    >    . 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Bamkslman  Elsevier* 
SteJfeHd* AB  22  0,  AC  =5:  *,BC=a,  §(a  +  *H-c)  =  #f 
BD  =  *,  BE  =  y,  dan  Is  AD  =  .*  — xen  EC  =  «  — y* 
Na  volgt,   uit  de  gelijkheid  van   de  omtrekken  der  deelen 
BOE  en  ADEC. 

BD  -+-  BE  +  ED  =2  AC  +  OE  +  BD  +  AD, 
dat  is:*  -+-  y  +  ED-=r  6  +  a  — - y  +  ED  +  e  —  * 
of  '  tx  -f.  2y  t=i»  + 4  -+-  o. 

en  **         ?*  -f*  yri  «v .  . ; '••(!)• 

•   Uit  de   gehakkeld :  van  4e   inhouden  der  deejen  BDE  en 
ADEC    volgt,   dat  de*  driehoek  BDE   de  helft  is  van  den 
driehoek   ABC? en  uit  eene  bekende  eigenschap  der  driehoe* 
ken ,  heeft  men  alzoo  tf e  evenredigheid 
l:2=i«A.Jr»>A.BDE:/«Avrfr*>A.ABC=BDxBE:ABxBC 

of  1  :  2  =  xy  :  ae, 

waaruit  volgt'  *  2xy  aas  a*  <••••.••.••  •   (2). 

'    De  vergelijkingen  fï)~en  (2)  op-de  gewone  wijze  oplossen* 
de9  vindt  men 

*=§{«±^(««-2«*)}  en  f^i^W-iae)}  .  (3), 
waarin  gelijktijdig  de  bovenste  of  benedenste  teekens  moeten 
genomen  worden.  Of  men  de  bovenste  dan  wel  de  bene- 
denste teekens  wil  gebruiken ,  daarin  is  geen  ander  verschil 
gelegen,  (kn  darmen  de  waarden  van  x  en  y  met  elkander 
verwisselt ;•  het  ia  ook  kfautt»  dat,  indien  DE  eene  lijn  is, 
die  den  driehoek  ABC  op  •  dé  bepaalde  wijze  verdeelt, 
BD'  r=  BD  en  BE'  2=  BE  genomen  wordende,  D'E'  eene 
andere  deellijn  zal  weeën ,  die  den  driehoek  ABC  insgelijks 
op  de  bepaalde  wijze;  verdeelen'  zal,  mits  slechts,  zoo 
BD  >  BE  is,  de  zijde  BC  groot  genoeg  zij,  opdat  het  pont 
Df  niet,  zoo  als  in  Fig.  20,  buiten  den  driehoek  valle* 

Door  de  formulen  (3)  is  hét  voorstel  opgelost;  maar  zal 
een  driehoek  op  de  bepaalde  wijze  kunnen  verdeeld  worden . 
dan  mogen  de  zijden,  zoo  men  vooruit  bepaalt  op  welke 
zijden  de  deelpnnten  D  en  E  moeten  vallen,  niet  willekeu- 
rig gegeven  worden.  Behalve  dat  de  som  van  elke  twee 
zijden  kleiner  dan  de  derde  moet  wezen,  vordert  de  bestaan- 
baarheid der  voor  x  en  y  gevonden  waarden ,  dat  men  hebbe 
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•f  >  lae  of  J(«  +  l  +  c)*  >  Zac  en  akno 

{*  +  *  -|i  .«)•,>  8<w  •.*  * •..  .r-  •  .  (A)j 
terwijl  voorts  4e  vcftdeeling  des  driehoek*  niet  in  den  be-' 
doelden  sin  «al  kannen  geschieden  ,  ten  z§  men'  geUjfctipiig 
hebbe  ... 

ac  <  c    en    ?<•*•••    .    .    .    w    (B). 
Ohi  te  ondereoeken  in  welke  getallen  de  verdeeling  eigen- 
lijk geschieden  kan  r  steHen>  Wj>  eaerserat,  dut  men  de  pan-, 
ten   D'  en-  £   óp  4e  'beide,  kleinste  egden  desvdrieheeks  be- 
geerde te  hebben,  en  dat  alsoo  gegeven  ware  > 

b  >  cj  ■  *  >  «    ed'    a  +  o  ^  ^,  , 

'dan1  zen   de   voorwaarde  (A)  van  *efce  brerrald  zijn;  want 
niTa  +  ir2>  *;  volgt 

fr  -f-  <?  —  b  >0  en  das  ook  »  ...  .  (a+ê—b)2  >  0$ 
nit  6  >  e  en  o  >  a  veIgt6>»*endn*ook  .  kbe  >  4ac; 
uit  6  >  e  volgt  ook  nog  ••«.*•..  4«6  >  4ac; 
van  welke  ongelijkheden  de.  som  is  .  »  (<H-d-H>)2  >  &Vw- 
'Wat  de  voorwaarden  <(B)  'betreft ,  heeft  men  in  dit  geval 
achtervolgen*:  T  '    ,  »  •,". 

*>«,  *>a, 

£-f»i^20,  ■•  •    64*a^2tf,  - 


I «r— c>rAS| 

4<?s — 2*0>4ef  ,  4ae— 2aq>4a* , 

.*24*4e*— 2«o>saH-4ca  ,    .   aa+ 4o«-r-2ac>f »-{-4a* , 

f  »-fcae>(2e— •)* ;  *a-aae>(2#— *)» ; 

men  is  hier  -  onzeker  of  2a  —  #  positief  dan  wel  negatief 
is ,  alxoo  •  dit  beide  kan  plaats  hebben;  2e  —  $  kan  echter 
alleen  positief -wezen,  waarvan  men  zich -overtuigen  kan 
door  de  som-  te  nemen  van  e  ,>*t  &-<*-»"*>,  2*  >  2«  en 
«CC)  Want  -dan 'hemt  er  4<r  >  *  ~|*  4  ,+-  e  of  2*  >  t. 
InaUei  gevalle,  volgt  :nit  de  bovenstaande  ongelijkheden 

V'ft*— *»*)>2*~*,  V(»aHaw)>24i-.a, 

waartrit  gemakkfehjk^^orcU  afgeleid  >  -r  *    ^   ; 

Neemt  men  im  -  -  ■  ;  • 

:||t^|/(t*— 2ac)jleny=|{t— |/(ta— 2ac)}  ,  dan  h 
x  >  0        en        y  <•  a; 
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neemt  men  echter  - 

■*==ï{*'-V'(*?-^*<>)}  en  $=§{#+^(1  *--2<ic)}  i  *»  *• 

x  <  e         en         y  >  a 
en  das  kannen  hier  voorwaarden  (JB)  niet  vervuld  worden ; 
bij  gevolg  kunnen  de  ponten  D  en  E  niet  op  de  kortste  «ij- 
den  des  driehoek»  vallen. 

Was  bij  voorbeeld  gegeven  *  =  30,  o  =  24  en  *=  14, 
dfcn  sou  men  hebben  #  =  34,  2e  —  *  =  14,  %a  —  #  =  —  6, 
!/(•*  —  2ac)  =  22;  doe  «  =  28  en  y  =  6,  of  s  =  6  en 
y  =  28;  doch  deze  waarden  voor  m  en  y  leveren  geene 
bruikbare  vardeehng  des  driehoek*  op» 

Was  gegeven  6  =  32,  o =24  én  0=20,  dan  sou  men 
vinden  e  =  38, 2e  —  •  =  10, 2*  —  •  =  2,  |/(aa  -r  2«c)  ==22; 
dus  #  =  30  en  y  =  8,  pf  *=8  en  jr=30;  welke  waar- 
den almede  geene  bruikbare  verdeeling  aanwijzen* 

Stellen  Wij  f**  tweede,  dat  men  van  de  ponten  D  en  E 
het  eene  op  de  langste ,  het  andere  op  de  kortste  zijde  des 
driehoek*  begeerde  te  hebben ,  en  dat  alsoo  gegeven  ware 

c  >  £,  6  >  a    en    a  -f-  J  >  o, 
dan  zou  weder  de  voorwaarde  (A)  van  zelve yervald  zijn,  want 
uit  o-J-  £>  e  volgt  o  -|-4  —  o>  0  en  dus  ook  (a+6 — e)a>0; 

uit  b  >  m  volgt f    .    •    •    •    kbc>kac, 

en  tellende  bij  deze  ongelijkheden  op 


dan  komt  er    .........    •    •    (<M-$-H>)a>8«c. 

Wat  de  voorwaarden  (B)  betreft  heeft  men  als  nu : 
*<e,  *>*, 

£~H7<2c,  £-h«>2a, 

.  2a— «<2o,  2t— **>2*, 


4ea— 2«*<4eV  4os— 2ae>4a* , 

s3+40t— 2ao<aa-f4éft »    .    t fl  1  4at    2*c>s»-f4ag , 


#a_2a*<(2<H-s)»;  **-2«e>(2«-a)a;       . 

omtrent  het  positief  of  negatief  zijn  van  ,2a—  s  is  men  we- 
der onzéker;  maar  c>£,  «>tf*-e*  2c>o  optellende, 
vindt  men  4c  >  a  -f-  £  -f-  o  of  2e  >  f ;  2e  — -  e  is  dus  posi- 
tief ,  zoodat  men  nu  uit  de  bovenstaande  ongelijkheden,  air 
leen  mag  besluiten  tot  ;  _        . 

|/(s*-2oc)<2e— f,  •(•*— 2«e)>2«-* , 

•(•*— 2«?)>s— 2«, 
waaruit  gemakkelijk  wordt  afgeleid 
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f{«-H/(«*~*»)}<<>,      l{*+i/(*a-a«')}>«, 

fleemt  men  mt 

*=|{t+|/(t»--2«e)}  en  *=£{*- V(sa— %**)}  >  *•»  *• 

*  <  c  en  y  <  *, 

soodat  dan  ook  de  voorwaarden  (B)  vervuld  zijn  $  neemt 
men  echter  M=${*—\/($2—&*c)yf>ny=zl{i+\/($*—2Gc)} 
dan  is  s  <  o  •  dos  soo  veel  te  meer 

*  <  e  maar  ook'  y  >  a , 
soodat  dan-  de  voorwaarden  (B)  niet  vervuld  zijn»  In  dit 
geval  ia  dna  de  verdeeüng  des'  driehoek*  altijd  mogelijk, 
doch  slechts  op  ééne  wijze,  zoo  als  in  Rg»  80;  terwijl  dan 
altijd  de  grootste  der  beide  berekende  onbekenden  op  de 
grootste  «jde  des  driehoek*  móet  worden  nifgezet. 

Is, .hij  voorbeeld,  gegeven  0=24,  6  =  20en  a  =  14,dan 
is  sis  29,  2e— #=19,  2a  —  #=  — 1,  \S(ê>  —  2*c)=ld; 
dos  #=21  en*  y=&,  of  x=8  en  y=21;  de  eerstge- 
noemde waasdan  van  s  en  y  wijzen  nn  eene  verdeehng  des 
driehoek»  aan ,  die  in  alles  aan  het  voorstel  beantwoordt. 

Is  e=24,  *  =  19  en  a  =  15,  dan  ie  #  =3  29,2c— s  =  19, 
2#  — s=l,  |/(sa  — -24*)  =11;  dns  x  =  20  en  y=9,  of 
s  =  9  en  y=20,  van  welke  waarden  voor  s  en  y  we- 
der de  eerstgenoemde  voldoen. 

Stellen  wij  eindelijk  ten  derde,  dat  men  beide  de  ponten 
D  en  E  op  de  langste  zijden  des  driehoeks  begeerde  te  heb- 
ben, en  dat  alsoo  gegeven  ware 

e  >  af  o  >  b    en    o  4.  o"  >  c, 
dan  zon  4  te  klem  kannen  wezen ,  om  aan  dé  voorwaarde 
(  A)  te   voldoen *  indien  dan  echter  de  gegevens  slechts  zoo- 
danig waren ,  dat  men  had  , 

*>  —  («  +  *)  +  i/9éó, 
son  de  voorwaarde  (A)  vervuld  wezen* 
Wat  de  voorwaarden  (B)  betreft/ zon  men  in  dit  gevel  hebbén : 

2s—  «<2o,  -2s— *<2« 


44ss— 2a*<4*a ,  4#*~2«<?<4«a , 

sa+4cs— 2a*<sa-tU«3 ,        s«4Aas— 2tfe<sa-H*«S 

#*— 2oc<(2e-- sjaj  sa— 2*<(2a— s)ai 
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als  nu   tipt  2«— «:<n  'ta— », beide  positief  4  wa«rr&n  men 
zich   overtuigen  kan   door   de  som  van   <?>a,    c>#  en 
2c>c,  alsmede  de  som  van  a><?  — 0,  2«>  26  erana 
te  nemen;  derhalve  volgt  ujt . de  iaftate,  eugelijkl|eden 
l/(aa— 2aw?)<2e— t    en    |/(aa— 2*c)<2a— i, 
waaruit  afgeleid  wordt 

zijnde  dan  zoo  veel  te  meer 

*{#— |/(««r^b*«)}!<e    en    §{f— |/C^-^2««)}<a. 
.  Neemt   men.  «na  naar  welgevallen  s=3§/a-4-|/(a2«*-2ae)) 

én    ?=§{•— i/{«a— &w)}  ,   of  «^{e^C**--*»)}  en 
J=:i{«+|/(a9*r206)}9  dan  ia  toch  altijd 

*  <  c       en        y  <  *, 
zoodat   voor  da  .beide  waarden  van  »  en  y  de  voorwaarden 
i{£)   vervuld  z^n*.;  In   dit  geval  is  dus   de  verdeeling  des 
driehoek*   of  in  Jiet.  geheel  «iet;  of  op.  twee' 
wijzen,   eop   ak  in  Fig.  19,  mnge]gttf  naar  gelang  de 
ste  zijde  6,  kleiner  of  grooter  dan  —  (a  +  c)  +  j/Sao  is. 

Is,  bij  voorbeeld,  e=24,  a=20  en  $  =  18,  dan  is 
*=31,  2*^-r=17,  2a^-a=9,  |/(t»— 2ac)  =  1 ;  dus 
jr  =  16  en  y!=15,  of  xr=15  en  y=:16,  w*Ike  beide 
waarden  van^r  en  y  verdeelingen  doen  kennen, "die  aan  de 
vraag  volkomen  voldoen. 

•De  verkxegene  formulen  wijzen  eenen  gemakketijken  weg 
aan,  om,  zoo  de  driehoek  ABC  gegeven  is,  de  doellijn  DE 
•door  constructie  te  verkrijgen.* "Men  «besohrijve  namelijk 
(Fig.  20),  uitrA  a>  middelpunt;  met  AB  =  c  als  straal, 
Reenen  halven  cirkel  BGH,  make  BF as  BC  sa,  stelle  FG 
loodregt  op  AB  en  tirekke  BG  en  6H  ;•  besehrijve ,  uit  1>'  als 
middelpunt  met  BI  =s  |(a  ■+.  b  -+.  «) ss e  als  straal,  een  cir- 
kelboogje ,  dat  OH  argdnsin  I  snijdt  en  maie  IK.  =  IK'  =  IG; 
deele  BK  in  L,  alsmede  BK'  in  L'  midden  door;  neme 
BD=BL  en  BK=BL'  en  trekke  eindelijk  DE,  dan  zal 
dit  de  begeerde  deellijn  wezen.  Uit  de-  constructe  volgt  nar. 
meiijk: 

BG  =  t/(BH  X  BF)  =  i/Z*+, 

IK=IK'=iG:ii/(BIa--BG*)  =  i/(*a--2ac), 
BK  =  BI+IK=a  +  i/(a«  — 2ac), 
BK'  =  Bi-IK'  =  f-  |/(t*-,2«»), 
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BD  =BL  =  §BK  =r=f  {*  +y  f«*  w  200) ) 
en  B£  =  BL'  =§BK'  =s  §{r— i/{s*  —2«eJ}  ; 

derhalve,  hebben  «de  lijnen  BD  en  JJE  dè  waarden  verkre- 
gen ,  die  door  de  berekening  voor  dezelve  gevonden  zijn , 
en  alzoo  verdeelt  de  lip  D£  den  driehoek  op  de  in  het  voor- 
stel opgegevene  wijze. 

LIL     V  O  O  H  8  T  S  I#.  i 

Door  D.  va*  Lavkba£K  Matthss, 

JTaftuttr  «mm  «te*1  «/£  ntogeltj&è  paraholen  voorttelt , 
tffe  &***#&*  as  en  hetzelfde  toppunt  heUe* ,  ■  e*  uit 
eenig  punt  van  den  gemeenèchappel^nen  de  normalen  -op  die 
parabolen  trekt  >  verlangt  men*  dé  meeüuneüge  piaate  te 
vinden  van  de  punten,  vthórin  'dier  normalen  de  overeen* 
kometige  parabolen  ontmoeten? 

Opgelost  door  J.  8.  &s$£ftx,  D.  W.  Hinsb  , W-  1.  C. 
BawÜsIman  Eisevibr;,  b.vVAK  LUrKÈÊWlliiTTÖEa  én  F* 
C  Radijs.  ?  "         •        • 

1    "         Oplossing  Stoft  J.S/Sfeijer. 

Laat  O  (Pig.  21)  de  gemeenschappelijk»  top,  en  OX  de 
gemeenschappelijke  as  der  bedoelde  parabolen  zijn ,  en  ne- 
men wij  OX  en  OY  tot  onderling-  regthoekrge  édördmaten- 
assen  aan,  dan  is  y2  ss: px  de  vergelijking  van  alle  deze- 
parabolen,  in  welke  vergelijkirig  nu  p  geene  standvastige  , 
maar  eene  veranderlijke  grootheid  &,  cfie  vanO  tot  od  alle 
mogelijke  waarden  kan  hébben.  •         •• 

Zij  verder  A  het  punt  fa  'den  gemeensohappehjken  as, 
Waaruit  de  normalen  getrokken'  wordte;h :','  te*  bepaling  van 
welk  punt  gegeven  is  OA  =  ta\  en  Iaat  OM  eene  der  be- 
doelde parabolen  zijn ,  op*  welke  de  normaal  'All  is  getrok- 
ken \  dan  is  M  een  der  punten,  waarvan  de  meetkanstige 
plaats  moet  worden  bepaald* 

Stellen  wij  nu  OP  =s  ir  en  PM  ss  y,  dan  kunnen  wij 
den  'parameter  van  de  parabool  OM  in  x  én  a  uitdrukken , 
door  op  te  merken,  dat  die  parameter,  volgens  eene  be- 
kende eigenschap  der  parabool,  het  dubbel  van  de  subnor- 
maal is,  die  tot  een  willekeurig  punt  van  de  parabool  be- 
hoort, en  alzoo  dóór  2 AP  ±=  2(OA  —  OP)  =  2(2*  '—  x) 
wordt  uitgedrukt.  De  coördinaten  x  en  y  van  het  punt  M 
moeten   dos    aan   de" vergelijking  y2  =  px  voldoen,  indien 
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p  =  2(2a  —  x)  genomen  wordt;  hieruit  volgt  toot  de  ver- 
gelijking der  gevraagde  meetkunstige  plaats 

ya  =  2(2*  —  x)jt    of   jra  =  4a*  —  2#a» 
Schrijven  wij  deze  vergelijking  Jn  de  gedaante  . 

y*  =  -r;—  f20*  -  **)> 


dan  zien  wij  terstond,  dat  de  gevraagde  meetknnstige  plaats 
eene  ellips  is,  waarvan  ia  en:  %ay/i  de  assen  zijn,  ter- 
wijl de  as  2*  langs  OX  ligt  en  den  top  in  O  heeft.  Omdat 
2a  <  2a\/%  is ,  is  alioo  OA  de  kleine  aa  der  genoemde 
ellips j  en  door  C,  het  midden  van.  OA,  BD  trekkende, 
zoodat  BC  =  CD  —  ay/i  is,  zal  BD  haar  groote  as  wezen. 

LUL    VoonsT  i> 
Door  D.  van  Lahxerjeh  Matthbs. 

Wanneer  men  in  oono  ellipe  of  hyperbool  eene  ntiddellpn, 
en  uit  derseher  uiteinde  tpnen  door  do  brandpunten  trekt, 
dan  nullen  van  deze  lynen,  door  de  middelljju ,  die  aan  de  eer- 
ete  wordt  toegevoegd,  etukken  worden  af geeneden ,  die  gelijk 
n$n  aan  de  halve  eerete  a*.  Men  vraagt  het  bewtjn  hiervant 

Opgelost  door  D*  W.  Hiksb  ,  J-  S.  Speijer  ,  W.  J.  C. 
Baxmemcax   Eubvizs,  D.  va»  Lauuebh  Matthzs  en  F. 

C.  Radijs- 

Oplossing  van  V*  W*  Hinss. 

Laat  ;(Fig.  22  en  23)  AB  de  eerste,  CD  de  tweede  as, 
O  het  middelpnnt,  E  en  F  de  brandpunten  eener  ellips  of 
hyperbool  zijn;  trekt  men  na  in  deze  figuren  eene  willekeu- 
rige middellijn  GU  4  nit  derzelver.  uiteinde  G  de  lijnen  GE 
en  GF  door  de  brandpunten  en  voorts  de  middellijn  IK, 
die  de  toegevoegde  van  GH  is ,  dan  moet  men  bewijzen  > 
dat  de  stokken  GL  en  GM ,  die  door  IK  van  GE  en  GF 
worden  afgesneden,  ieder  gelijk  aan  de  helft  van  AB  zijn. 

Hiertoe  trekke  men  door  het  punt  G  de  raaklijn  XY,  dan 
is,  volgens  bekende  eigenschappen  der  kegelsneden,  XY 
evenwijdig  met  IK,  alsmede 

hoek  LGX  =  hoek  MGY. 
Daar  na  ait  de  evenwijdigheid  van  XY  met  IK  volgt: 
hoek   LGX   =   hoek  GLM   en   hoek  MGY  =  hoek  GML , 
zoo  is  ook  hoek  GLM  =  hoek  GML 

en  alzoo  GM  zzz  GL* 
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Voorts  is ,  in  de  driehoeken  EOL  en  FOM , 

-r         Sin.  EOL        prw  Pll         Sin.  FOM        „ 

el  =  k^eloxEO  -  fm  =  ^omfxFO' 

maar  EO  =  FO,  Sin.  EOL  =  Sin.  FOM,  Sim.  ELO  = 
Sin.  0L6.  =  Sin.  OMF  zijnde,  zoo  volgt  hieruit 

fiii  ss  FM  , 
dos  ook  EO  =  GL  +  EL  r=s  6L  +  FM/ 

of,  door  hier  FG  bij  te  tellen  en  af  te  trekken , 

EG  +  FG  =  GL  +  FM  +  FG 
en  EG  —  FG  =  GL  +  FM  —  FG. 

Na  is,  in  de  ellips:  EG  +  FG=  AB  en  FM  -f-  FG  =  GM; 
ia  de  hyperbool:  EG  —  FG=z  AB  en  FM  —  FG  =s GM; 
en  das  in  beide  gevallen,  volgens  de  vorige  vergelijkingen, 

AB  =  GL  +  GM, 
waaruit,  ten  gevolge  der  bewezene  gelijkheid  van  GL  enGM^ 
terstond  volgt  GL  =  GM  ss  f  AB* 

Hierdoor  is  alzoo  de  opgegevene  stelling  bewezen. 
Aanmerking  van  J.  S.  Spxijbr.  Dewijl ,  uit  het  punt  G , 
naar  de  lijn  IK,  slechts  twee  lijnen  GL  en  GM  kannen 
-worden  getrokken,  die  ieder  in  het  bijzonder  gelijk  zijn  aan 
de  halve  eerste  as ,  zoo  volgt  uit  de  bewezene  stelling  omge- 
keerd: dat  zoo  men,  nit  het  uiteinde  G  eener  middellijn 
GH,  lijnen  GL  en  GM  naar  de  toegevoegde  middellijn  trekt, 
die  gelijk  zijn  aan  de  halve  eerste  as,  deze  lijnen  of  dersel- 
ver  verlengden  noodwendig  door  de  brandpunten  moeten 
gaan. 

LIV.    Voon'sTst. 

Door  D.  vak  Lankiun  Matthes. 

Wanneer  men  in  eene  ettipe  of  hyperbool  eens  middellijn 

on   ie   daaraan  toegevoegde  middellijn  trekt,   op  de  tweede 

aê  ah  middellijn  eenen  cirkel  beeckrijft ,  uit  ket  uiteinde  der 

toegevoegde   middellijn '  raaklijnen   aan  dien  cirkel,  en  uit 

,ket  uiteinde  der  eertte  middellijn  lijnen  evenwijdig  aan  die 

raaklijnen  trekt,  dan  nullen  de  laatetgetrokkene  lijnen  door 

de  brandpunten  gaan.    Men  vraagt  het  bewije  kiervan  t 

Otoslost   door  J.  S*  Spbijer,  W.  J.  C.  Bakicexmav  Ei^ 
asviBR ,  D*  van  Lankxbsn  Matthes  en  F.  C.  Radijs* 

Oflossino  van  J.  S.  Spbjjbr. 
Laat  in  dezelfde  figuren,  die  in  het  voorgaande  voorstel 
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gebruikt  zijn,  (Fig,  22  en  23),  GH  eêne  willekeurige  raid- 
dellen  en  IK  hare  toegevoegde  wezen;  beschrijven  wij  na, 
op  de  tweede  as  CD  aU  middellijn,  eenen  cirkel,  trekken 
wij , '  uit  .bet  uiteinde  K  der  toegevoegde  middellijn  IK ,  aan 
dien  cirkel  xde  raaküjnen  KN  en  KN', .  alawedc,  uit  liet 
uiteinde  G  der  eerste  middellijn  GH,  lijnen  GL  en  GM  even- 
wijdig aan  KN  en  KN',  dan  moeten  wij  bewijzen,  dat  deze 
lijnen  GL  en  GM  door  de  brandpunten  gaan.    , 

Uiertoe  trekken  wij  dé  stralen  ON  en  ON',  alsmede  uit 
G  een  loodhjn  GP  op  IK,  dan  zijn  de  driehoeken  KNO  en 
LPG  gelijkvormig,  want,  behalve  dat  zij  beide  regthoekig 
zijn,  is,  wegens  de  evenwijdigheid  van  GL  met  KN,  hoek 
NKO  =:  hoek  PLG;  op  dezelfde  wijze  volgt,  uit  de  even» 
wijdigheid  van  GM  met  KN',  dat  de  driehoeken  KN' Oen PMG 
gelijkvormig    zijn.     Wij   hebben  derhalve  de  evenredigheden 

ON  :  OK  =  PG  :  GL    en    ON'  :  OK  =  PG  :  GM, 
waaruit  volgt 

^.         OK  X  PG  r__         OK  X  PG 

Gfc  =  '     ON  en    GM  =  ~ON~- 

Nu  is  klaarblijkelijk  OK  X  PG  de  inhoud  van  het  paral- 
lelogram,  onder  de.  halve  toegevoegde  middellonen  OK  en 
OG;  maar  het  is  eene  bekende  eigenschap  der  ellips  en  hy- 
perbool, dat  de  inhoud  van  dit  parallelogram  gelijk  is  aan 
den  inhoud  van  den  regthoek  onder  de  halve  assen,  derhalve 
is  OK  X  PG  =  OA  X  OC.  De  bovenstaande  waarden  van 
GL  en  GM  veranderen  hierdoor  in 

n         OA  X  OC  rM  _  OA  X  OC 

GL  =  .  en    GM  r=z  — 

ON  ON' 

of,  ornaat  OC  =.  ON  =  ON'  is,  in 

GL  se  OA    en    QM  =?  OA- 
De  lijnen  GL  en  GM  zijn  dus  ieder  in  het  bijzonder  gelijk 
an  de   halve  eerste  as,  en  gaan  derhalve,  volgens  de  aan- 
merking op  het  voorgaande  voorstel,' door  de  brandpunten, 
soodat  nu  de  stelling  bewezen  is. 

LV.    VooiiTiL 
Door  W.  J,  C.  Bawmslhan  ÊéseVixr. 
De  waarden  van  x  te  vinden ,  die 

y  =  J  **  +  f  xs  —  V  *4  —  V  *%  +  60xa 
tot  een  maximum  of  minimum  maken? 
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Opgelost  door  D.  W.  Himse  ,  C  J.  Bolten  ,  G.  Koster  , 
P.  J.  L.  Quant,  F.  C.  Radijs,   W.  J.  C,  Ramxzxman  El- 

SE  VIES,  J.  S.  SPEIJfiH  **  L.  TAK  DB    Ea8T£EI>£. 

Oplossing  t>aa  D.  W.  UlNSR. 

Wanneer  wij  de  opgegevene  vergelijking  differentieren, 
Tinden  wij  voor  de  beide  eerste  differentiaal-quotiënten  : 

jj  =  x5  +  2*4  —  25*»  —  26*»  +  120* 

en         jl%  —  5*4  +  8»*  —  75*»  —  52*    +  120. 

Door  het  eerste  differentiaal-quotiënt  gelijk  nul  te  stellen, 
verkrijgen  wij 

*•  +  2*4  —  25**  —  26*a  +  120  *  =  0 
of,  het  voorste  lid  dezer  vergelijking  op  de  gewone  wijze  in 
factoren  ontbindende, 

*  (*  -  2)  (*  -  4)  (*  +  3)  (*  +  5)  =  0, 

waaruit  Wijkt,  dat  -^  =:  0  wordt,  indien  men  neemt, 

*  =:  0,  s  =  +2,  *  =  +  4,  *  ss  —  3  en  *  =  —  5- 
voor  deze  waarden  van  *  vindt  men,  door  substitutie  in 
het  tweede  differentiaal-quotiënt, 

zoodat,  voor  *  =0,  *  =  4  en  *  =r  —  5,  y  een  mini- 
mum, en  voor  *  =  2  en  *  =r  —  3,  y  een  maximum 
wordt  Men  vindt,  voor  de  waarden  van  y ,  die  met  de 
bovenstaande  waarden  van  *  overeenstemmen, 

y=0,  y=94/„  y=>-102f,  y=292A  en  y=31J, 
zijnde    de   eerste,   derde  en   vijfde  dezer  waarden  minima, 
terwijl  de  tweede  en  vierde  maxima  zijn. 

LVI.    Voo&stsx» 

Door  W.  J.  C.  RjtxicteiCAK  Elsevier. 

Hst  getal  100  in  vijf  poeitieve  gekoeto  getallen  te  ver», 
doelen,  die  mot  gol$ke  veteókillen  opklimmen  en  waarvan 
kot  eerote  oon  volkomen  vierkant  iet      : 

Opgelost  door  W.  J*  C.  Rakbcb&mah  Elsevieh,  S.  Tv 
Boas,  C.  i.  Soumi  j  D.  W.  HisrsB,  G.  Kost*r,  J;  C.  Oli-j 
vum,  Fr  C.  Raftip';  Ik  G.  Sjro»  #»  J.  Sa  SfrsKjn. 
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Oflossivo  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsbvirr. 
Stellen  wij  de  deelen  voor  door 
.     *«,  xa  +  y,  4f*  +  2y,  xa  +  3y    en    x*  +  4y, 
waarin  s   en   y   geheele    positivo  getallen  beteekenenf  dan 
klimmen    deze  deelen  met  gelijke  verschillen  op,  terwijl  het 
eerste    deel  een    vierkant    is,   de  som   dezer    deelen   is  dan 
5xa  +  lOy. 

Daar  de  som  der  deelen  het  geheel  moet  opleveren,  heb- 
ben wij  de  vergelijking 

5x*  +  10y  =  100 

of  x*  +    2y  —  20, 

waaruit  volgt     ^        y  =s  10  —  §  x2.. 

Omdat  nu  y  een  geheel  positief  getal  verbeeldt,  moet  x 
vooreerst  een  even  getal  zijn ,  en  ten  tweede  moet  f  *a  <  10 
of  xa  <  20  wezen.  Maar  de  eenige  evene  vierkanten  klei- 
ner dan  20  zijn  4  en  16,  dus  kan  alleen  xa  =  4  of  xa  z=  16 
zgn. 

Neemt  men  xa  =  4,  dan  is  $  ss  10  —  §  x*  ss-  8,  en 
dan  zijn  de  deelen 

4,    12,    20,    28      en      36; 
neemt    men   xa  ss    16,    dan  is  y  ss:  10  —  f  xa  ss  2,  en 
dan  heeft  men  voor  de  deelen 

16,    18,    20,    22      en      24. 
Het  getal  100  kan  das,  op  de  beide  bovenstaande  wijzen, 
verdeeld  worden  in  deelen,   die  aan  de    opgegevene  voor- 
waarden voldoen. 

LVH.    Voorstel, 

_  * 

Door  !¥•  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

Op  eene  gegevene  Ujn  AB  i$  een  driehoek  ABC  beeohr&r 
pen,  zoodanig,  dat  de  hoek  B  het  dubbel  van  den  hoek  A 
tt ;  men  vraagt  naar  de  meetkunetige  pïaate  van  den  top  C 
dezee  driehoek*  f 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rammelman  Elssvisa,  J.  S. 
Speijeh,  D.  W.  Hinsb  en  F.  C.  Radijs* 

Oplobsing  van  W.  J#  C.  Rammelman  Elsevier. 

Laat  ABC  (Fig.  IJ)  de  driehoek  sijn,  op  de  gegevene  lijn. 
AB  zoodanig  beschreven,  dat  de  heek  fi  het  dubbel  van 
den  hoek  A  is,  dan  verkeert  de  top  C  van  dezen. driehoek 
volkomen  in  dezelfde  omstandigheden  als  het  pnnt  C,  welks 
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meetknnstige  plaats  in  het  XXXI  Voorstel  is  bepaald  ge- 
worden. De  gevraagde  .meetknnstige  plaats  is  dos  geene  an- 
dere, dan  de  hyperbool  in  Fig.  13  voorgesteld. 

LVHI.    Voorstee. 

Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

Wanneer  al  de  voeretralen  eener  parabool  in  de  uiterste 
en  middehte  reden  verdeeld  worden ,  verlangt  men  de  meet- 
kunetige  plaat»  der  deelpunten  te  vinden  f  . 

Opgelost  door  J.  Badon  Ghijbeb,  W.  J.  C.  Rammelman 
Elsevier,  J.  S.  Speijer  en  F.  C.  Radijs. 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghj/ben* 

Wanneer  men,  nit  een  willekeurig  punt  in  eenige  figuur 
aangenomen,  naar'  al  de  punten  van  den  omtrek  dier  figuur 
lijnen  trekt  en  deze  lijnen  alle  in  dezelfde  reden  verdeelt, 
dan  zullen  de  deelpunten  gelegen  zijn  in  den '  omtrek  eener 
figuur,  die  aan  de  eerste  gelijkvormig  is.  (Zie  J.  de  Gel- 
der, Beg.  der  Meetk.  §  319.  Derde  Druk.)  Daar  nu  de 
voerstralen  eener  parabool,  indien  men  het  brandpunt  voor 
dat  willekeurig  aangenomen  punt  neemt,  zich  in  den  toe- 
stand der  zoo  ovengenoemde  lijnen  bevinden ,  en  ook  de  deel- 
ponten,  die  ontstaan  door  de  voerstralen  alle  in  de  uiterste 
en  middelste  reden  te  verdeelen,  in  denzelfden  toestand  zijn  als 
de  deelpunten,  waarvan  zoo  even  in  het  algemeen  gesproken 
is,  moeten  de  hier  bedoelde  deelpunten  in  den  omtrek  lig* 
gen  van  eene  figuur,  die  met  de  gegevene  parabool  gelijk- 
vormig is.  Daar  verder  eene  figuur,  die  gelijkvormig  aan 
eene  parabool  is,  niets  anders  dan. eene  dergelijke  parabool 
kan  wezen,  zoo  is  de  gevraagde  meetknnstige  plaats  de  om- 
trek eener  parabool ,  die ,  blijkens  de  eigenschappen  der  ge- ' 
lijkvormige  figuren,  hetzelfde  brandpunt  als  de  gegevene 
heeft,  en  waarvan  de  parameter  het  grootste  of  kleinste 
deel  van  den  in  de  uiterste  en  middelste  reden  verdeelden 
parameter  der  gegevene  is ,  naar  gelang  men ,  bif  de  ver-' 
deeling  der  voerstralen ,  de  grootste  of  kleinste  deelen ,  aan 
de  zijde  des  brandpunts  geplaatst  heeft. 


L  Doxr. 


98  K1EH  WE    TÏISKUNDIGÏ 

LIX.    Voorstel. 
Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 
Men  vraagt  de  oneindig  voortloopende  reekê 

't  —  5  +  I  —  1  +  f- •** 

f*  nomineren? 

Opgelost   (foor   W.  J.   C.  Rammelman  Elsevier  ,  D.  W* 

,  •  •       •     • 

Hinse,  J-  S.  Speijer  en  F.  C.  Radijs. 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

»       «   •  •  •     ■ 

Indien  wij  stellen 

y  =  f*  —  Jx*  +  |*3  —  $*4  +  f**  —  «»*•     •    •    (*)  * 
dan   komt    het  vinden  van  de  som  der  opgegevene  reeks  ne- 
der op  het  vinden  der  waarde  van  y>  voor  x  =  1. 
Differentiëren  wij  de  vergelijking  (1) ,  dan  komt  ei 
7Sy  =  (1  —  x  +  2*a  —  3*9  -+-  bx*  —  enz.)  tfx 
K>f        2fy  =  #x  —  xtfx  (1  —  2*  +  3x2  —  4xs  +  en%.)  \ 
omdat    1  —  2*  +  3xa  —  kx*  +    enz.  de   ontwikkeling  ü 

van  het  gebroken  ~ ^,  kannen  wij  voor  de  laatste  ver- 

^ elijking  ook  schreven 

x?x 

*y  =  **  -  (T+^; 

verdeelen  wij  het  gebroken  7- — ■ —  op  de  gewone  wijze  ia 

(l  "+-  x) 

twee  andere  breuken ,  dan  vinden  wij 

*  1  1 


(1  +  *ja  ""*  i  +  x        (l  +  x)*' 

hierdoor  wordt 

$x  Jfx 

■  Ht§  sr  •  #*  —  . f- --* 

1  +  *        (1   +  x)* 

AU  na  wederom  integrerende,  verkrijgen  wij 

y  =3  *  —  N«/k  L05.  (1  -f*  x)  —  pTTi  +  C ' 

waarin,   omdat  blijkens  (1)    voor  x  =  0  ook  y  =  0  moet 
zijn     C  ~  1  moet  genomen  worden ;  derhalve  is 

y  =  1  +  *  —  j-^-j  —  *V-  ***  0  +  *)  •  •  (2) 

f2    -+-    X)X  %t  r  /1  > 

of     y  =  T  +  i Nep*  Log'  f1  +  *)• 

De  uitdrukkingen    (1)  en    (2)    stellen   nu  dezelfde  functie 
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van   x  in  twee  verschillende  gedaanten  voor,  waarvan  men 

zich  nader  overtuigen  kan,    door  in  (2)  de  termen > 

en  Nep.  Log.  (1  -f-  x)    te  ontwikkelen,  als  wanneer  men  op 
(1)  zal  terugkomen.    Wij  hebben  alzoo 

en ,  hierin  x  ^z  l  nemende ,  komt  er 

x  —  §  +  I  —  |  +  t  —  «»*•  =  I  —  Xep.  Log.  2, 
waardoor  de  opgegevene  reeks  gesommeerd  is. 

Door  in  de  vergelijking  (3)  aan  x  andere  waarden  te  ge- 
ven, zal  de  som  van  nog  meer  andere  reeksen  kunnen  ge- 
vonden worden;  alleen  voor  negatieve  waarden  van  x  greo^ 
ter  dan  de  eenheid,  is  die  vergelijking  niet  bruikbaar.  Met 
is  echter  klaar,  dat  voor  zulke  waarden  van  r  de  som  der 
reeks  altijd  oneindig  groot  zal  wezen. 

LX.  Voorste  jl. 
Door  J.  Badon  Gbijbhï. 
Op  eeno  gegevene  lijn  ale  hypothenusa,  eenen  rtgtkoeki- 
gon  driehoek  te  boechrijven,  zoodat  de  bom  van  de  kleinete 
regthoekexijde  en  van  de  loodlijn,  die  uit  denregten  hoek 
op  de  hypothenuea  valt ,  xoo  veel  mogelijk  de  ïangete  regt- 
hoekexijde  overtreffet 

Ofoslost  door  J.  Bidon  Ghijben. 
Oplossing  van  J.  Ba  don  Gdfjbbn. 
Laat   ABC    (Fig.    24)    een   regthoekige    driehoek    zijn ,  in 
welken  nit   den   regten  hoek  C  eene  loodlijn  CO  op  de  hy- 
pothenusa  is   nedergelaten;   zij  AC  de  langste  regthoekszijde 
en  stellen  wij  AC  —  BC  =  x,  alsmede  AB  r=  a,  dan  is 

AC*  +  BC*  =  **    en    (AC  —  BC)*  =  **  , 
van  welke  vergelijkingen  het  verschil  is 


2AC  X  BC  =  «*  — 


x 


3 


Daar  zoowel   AC  X  BC  als  AB  X  CD  den  dubbelen  in- 
bond des  driehoeks  uitdrukt,  is 

AC  X  BC  — r  AB  X  CD  =  a  X  CD; 
de  vroeger  verkregene  vergelfjking  verandert  hierdoor  in 

2«  X  CD  =  «3  -  x9  , 

aa  •—  x* 
waaruit  volgt  CD  =  —         t. 

G2 
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Zal  na  de  aom  van  de  kleinste  reglhoekszijde  en  de  lood- 
lijn  200  veel  mogelijk  de  ,langsle  regthoekszgde  overtreffen , 
dan  moet  BC  +  CD  — '  AC  200  groot  mogelijk  en  daarin 
teven»  AC  >  BC  wezen. 

Stellen  wij  deze  uitdrukking  door  y  voor,  dan  is 

y  =  BC-hCD-AC  =  CD-(AC  — BCJ=     ^ 

a2  —  x%  —  2ax 


a2—x* 


—  x 


of  y  = 


(1), 


en  wij  «uilen  dan  moeten  bepalen ,  voor  welke  positieve 
waarde  van  x ,  y  200  groot  mogelijk  wordt.  Het  blijkt  uit 
de  formule  (1)  terstond,  dat,  zoo  lang  x  positief  is ,  y  groo- 
ter  zal  zqn,  naar  gelang  *  kleiner  is,  en  dat  alzoo  x  =  0 
4e  grens  zal  wezen ,  welke  x  zoo  na  mogelijk  moet  berei- 
ken om  y  zoo  groot  mogelijk  te  maken.  Derhalve  zal  de 
driehoek ,  die  aan  de  voorwaarden  des  voorstels  beant- 
woordt, regthoekszijden  moeten  hebben,  die  oneindig  wei- 
nig van  elkander  verschillen ;  maar  die  altijd  een  oneindig 
klein  verschil  moeten  hebben ,  opdat  het  kenmerkend  on- 
derscheid  tusschen    de   langste  en  kortste  regthoekszijde  niet 

verloren  ga. 

Aanmerking.  Het  is  opmerkelijk,  dat,  voor  x  =z  0, 
y  geen  maximum  wordt ,  in  die  beteekenis,  waarin  het 
woord  maximum  gewoonlijk  verstaan  wordt.  Differentieert 
men  dan  ook  de  vergelijking  (1)  ,  waardoor  men  bekomt 

1y  a  •+•  _*  **y L 

tx         """        <*  **2  a  * 

en   stelt  men    ^  =  0,   dan    zal    men   vinden  *  =  —  a \ 

ex 

daar   verder  r~    negatief  is  ,    zal   voor   x  =  —  a ,    maar 

ox 

ook  voor  geene  andere  waarde  van  x,  y  een  maximum  zijn, 
aoodat  de  grootst  mogelijke  waarde ,  die  y  voor  eene  posi- 
tieve waarde  van  x  hebben  kan ,  niet  gevonden  wordt  door 
de  uitdrukking  (1)  tot  ^en  maximum  te  maken. 

Men    ziet   dus    hier  weder  een  voorbeeld ,  dat  eene  groot- 
•  beid   in    haren  grootst  mogelijken  toestand,  en  die  grootheid 
in    den  toestand   eens   maximums,    twee  zeer  verschillende 
zaken  kunnen  wezen. 
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Neemt  men ,  in  plaats  van  het  verschil  der  regthoekszij- 
den,  eene  andere  veranderlijke  grootheid  aan,  waarvan 
men  y  als  eene  fancfie  beschouwt,  dan  komt  men  al  ligt 
tot  een  dergelijk  verschijnsel.  Stelt  men  ,•  bij  voorbeeld , 
BC  =r  x,    dan  vindt  men  gemakkelijk  AC  z=  \/(*2  —  x2},, 

CD  zsr — l/(aa  —  x*)  ,  en  bijgevolg 
a 

y  =r  x  +  ~l/(*2  —  **)  —  Via*  — '  **)> 
a 

aUmede  &  =  «'  +  "  ~  2f  +  «»?«'  "  f>, 
tfx  ai/(aa  —  *a) 

voor    het  f  eval ,    dat  de   beide  regthoekszijden  aan  elkander 

gelijk  zijn ,  is  nu  x  =r  §  <xj/2 ,  du*  /  =  2  en  bijgevolg  y 

geen  maximum. 

Stelt  men  den  afstand,  van  het  midden  M  der  hypolhe- 
nusa   tot   aan   het  voelpunt    D  der  loodlijn  ,  MD  =  x,  dan 

vindt    men   CD   =   t/f***  —  *2)  >  AC  =  V(*a*  +  a*)  >' 
BC  =  y/(\a*  —  ax) , 
y  =  |/(èaa  -  ax)  +  ^(i*2  -  *a)  -  V/(è«a  +  «) 


en 


^y  mmmmm  *  ,      2jp       ..  a 


voor    het   geval,   dat   de   beide  regthoekszijden  aan  elkander 

gelijk  genomen  worden ,  is  nu  *  zs  0 ,  dus  -r*  =  — 1/2  en 

bijgevolg  y  wederom  geen  maximum. 

Nam.  men  echter  den  vier  ka  rits  wortel  trit  het  verschil  der 
regthoekszijden  tot  oorspronkelijke  veranderlijke  grootheid 
aan ,  waardoor  men  als  van  zelve  het  negatief  zijn  van  dat 
verschil  onmogelijk  maakt,  dat  is,  stelde  men  AC— Btezxa, 

dan  soa  men  vinden 

o*  —  x4  —  2<wra 
y  =  Ta , 

*V  _        2*(*a  +  a) 
}fx  """"  a 

"     *!*  —  _  2f3ara  -f  a)  ' 

*xa  —  o  ' 

en  dan  zoo,  voor  x  =  0,   —•  =:  0,  ^  =  —  2  en  bij  ge- 

volg  y  een  maximum  wezen. 

G  3 
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LXI.      V   O.*  O  R  4  T  X  !>• 

Door  B.  Lubbbk*. 
Jtf#»   vraagt  een  n~heekig  getal  te   vinden,    dal  taverne 
*eene    volkomene    derde  magt   ie,   zoodanig,    dat    deoxety* 
n~  hoekige  wortel  gtlijk  ie  aan  dtexelfe  derdevtagtowortel? 

Opgelost  door  C«  J.  Bolten,  D.  W.  Hinsb-,  B.  Lub- 
bers,  M.  G.  Snoer,  J.  S.  Speijer,  S.  T.  Bojls,  J.  C. 
Ou  vier,  F.  C.  Radijs,  J.  Sjoenzs  en  G.  Koster. 

Oplossing  van  C.  J.  Bolten, 
Daar.  in   het   algemeen  een    «-hoekig   getal,   x  tot  wortel 
hebbende,  door 

(n  —  2>»  —  (n  —  4)x  % 

2 
nitgedrukt    wordt,    zoo  zullen  wij  volgens  het  voorstel  moe- 
ten hebben 


(»  -  2)*»  -  (■  —  4)*  _ 
^ —  —  * 


*  , 


óf  door  x  déelende,  hetgeen  daar  *  =  0  niet  in  den  be- 
doelden zin  aan  het  voorstel  zou  beantwoorden  veilig  ge» 
schieden  mag,. 

(„  -  %)x  -  (»  -  4)  _  _. 

. j — ■ —  *  » 

,      .  *  —  2  »  —  4 

dat  w:  *a £—  *  =r ^ — , 

waaruit  op  de  gewone  wijze  gevonden  wordt 

«  —  2  ƒ(*  —  2)*    •     n  —  4 


x. 


en  na  behoorlijke  herleiding , 

•     .      JT  =   - Ol  X   =  1. 

2 

Wij  zien,  uit  de  laatste  waarde  van  *,  dat  alle  veelhoe» 
kige  getallen ,  die  de  eenheid  lot  wortel  hebben ,  aan  het 
voorstel  voldoen.  Door  in  de  eerste  waarde  van  x  aan  n 
alle  mogelijke  waarden  te  geven,  zal  men,  voor  alle  soorten 
van  veelhoekige  getajlen ,  den  wortel  van  een  ander  veel- 
hoekig getal  vinden ,  dat  nevens  de. eenheid  aan  het  voorstel 
beantwoordt;  alleen  voor  n  z^z  4  of  «  =  6  vindt  men, 
"  met  verwerping  van  x  =  0,  niet  anders  dan  x  r=  1 , 
zoodat   onder   de   vier-    en   zes-hoekige  getallen   slechts    de 
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eenheid  voldoen  kan ;  terwijl ,  naar  gelang  men  *  eren  of 
oneven  neemt,  het  veelhoekig  getal,  dat  men  nevens  de 
eenheid  verkrijgt ,  al  e/  njet  /een  geheel  getal  zal  vrezen. 

n  —  4 

Voor  ii  =  10,  bij  voorbeeld ,  1$  x  ==  — - —  rsr  3',    dos 

x%  ==  27;  onder  de  tien  hoekige  getallen  *  voldoet  dus  >  be- 
halve de  eenheid ,  ook  het  getal  27  aan  het  voorstel, 

LXll.      V  O    O  B   I  !f  1    L. 

Door  B.  1/obbebs* 

Men  heeft  twee  getallen,  elk  van  twee  cjjfero;  de,  eom 
der  cijfer*  van  het  eene  getal  ie  gelyk  aan  de  som  der 
cijfer*  van  het  andere;  de  eom  van  de  cijfert  der  tiental* 
len  ie  tweemaal  zoo .  groot  al»  de  eom  van  de  cijfer*  der 
eenheden  ;  en  wanneer  men  hei  verechil  der  getallen  in  elk 
van  dezelve  deelt ,  $4aen  de  quotiënten  tot  elkander  ale  3 
tot  4.  tWêlke  zijn  deae  getallen  f 

Opgelost  door  J*  S.  Speijer,  S.  T.  Boas,  C.  J.  Boi> 
tbn,  Mr.  G.  W.  ds  Brvijn  Kops,  D.  W.  HiNss,  L.  vak 
x>e  Kjlsteele,  G.  Koster,  B.  Lubber»,  J.  C.  Oliyieb, 
F.  C.  Radijs  ,  C.  van  Schaick,  J.  Sjoenis  en  M.G.  Snoer. 

Ofjlossixo  van  J.  S.  Sjpbijbb. 

Laat  de  getallen  voorgesteld  worden  door  lOp  4-  q  en- 
lOr  4-  e  f  dari  volgt ,  uit  de  beide  eerste  der  opgegevene 
voorwaarden  , 

P  +  f  =  r  +  ■  • 
en  p  +  r  =  2(q  +  e)] 

uit  de  laatste  voorwaarde  volgt  verder ,  dat  de  getallen  zei- 
ven  tot  alkander  moeten  slaan  als  3  tot  4  f  zoodat  men  ook 
heeft 

lQp  +  q  :  lOr  +  t  =  3 :  4. 
Door  de  beide  eerste  vergelijkingen  bij  ( elkander  op  Ie  tel- 
len en  van  elkander  af  te  trekken  ,  zal  men  vinden 

2p  =  q  -+•  3*    en    2r  =  3?  -f.  t; 
en,   deze    waarden   in  de  bovenstaande  evenredigheid  over- 
brengende, komt  er 

6q  +  15*  ;  I5f  +  6*  =  3  :  4 
of  2q  +    5#  :     bq  +  2*  =  3  :  4. 

Hieruit  volgt 

8g  +  20»  =  I5y  +  6», 
64 
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derhalve  is  14a  =r    lq 

en  q  ss    In ; 

door'    verder    deze  waarde    roor    q    in    de   bovenstaande 

waarden    voor    2n  ea   2r    te   substitueren,   verkrijgt   men 

p  r=  —  r  zz  -5-,  zoodat  al   de  overige   onbekenden,  in  * 

uitgedrukt,  rijri 

iP  =  y  ^  =  2f  en  r  =  y. 

Daar  nu  al.  de  onbekenden  geheele  getallen  kleiner  dan 
10  voorstellen ,  zal  *  niet  anders  dan  2  kunnen  zijn ;  men 
heeft  alzoo 

/>rr5;y=:4Jrr:7    en    #  =  2, 
weshalve  de  gevraagde  getallen  zijn:  54  en  72. 

LXIIL    Voorste  i» 

Door  B.  Lubbers.  # 

Men  begeert  eene  harmonische  en  tène  rekenkunstige 
reeks  9  elk  van  drie  termen,  te  vinden,  die  de  volgenlle~ 
eigenschappen  hebeen  :  het  product  van  de  twee  eerste  ter- 
men der  harmonische  reeks  is  gelijk  aan  den  derden  term 
van  diezelfde  reeks;  en  wanneer  men  den  kleinsten  term 
van  de  eene  reeks  bij  den  kleinsten  term  van  de  andere 
reeks ,  even  zoo  den  middelsten  bij  den  middelsten  en  den 
grootsten  bij  den  grootsten  optelt ,  zijn  de  drie  komende 
sommen    drie  geheele    en    op   elkander   volgende    vierkante 

getallen  t 

Opgelost  door  J.  C.  Olivier  ;  C.  J.  Bolten,  D,  W.  Hik- 
se,  F.  C.  Radijs,  M.  G.  Snoer  ,  J.  S.  Spkijrr,  S.  T.Boas, 
Mr.  G.  W.  de  Bruijn  Kops,  G.  Koster,  B.  Lubbers,  J. 
Sjtoenis  en  C.  van  Schaick. 

Oplossing  van  J.  C.  Olivier* 

Laat  de  harmonische  reeks  voorgesteld  worden  door: 

xy 

x  ,  y    en    - — , 

99  2x  —  y 

dan  moet  men  hebben 

xy 

*V  ~~  2x  — y' 
waaruit,    omdat  x    en   y   uit  den   aard  der  zaak  geen  van 
beide  nul  kunnen  zijn ,  alleen  volgt 
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2x  —  jf=l     •  '    ■ 
of  y  =r  2x  —  1 ; 

4oor  overbrenging  dezer  waterde  voor  y ,  wordt  ira  de  har- 
monische reeks 

x,  2*  —  1     en    2xa  —  *. 
Laat  de  op  elkander  volgende  vierkanten  voorgesteld  wor- 
den door: 

r*,  (r  +  1)*     en     (r  +  2)* , 
dan    wordt  de  rekenkunstige  reeks  verkregen  ,  door  van  de- 
ze  vierkanten   de    termen  der  harmonische  reeks  af  te  trek- 
ken; de  rekenkunstige  reeks  moet  das  sijn 

r3— s ,  (r+1)*  —  (2x— 1)    en     (r+2)a  —  (2xa—  x)  ; 
de  eenige  voorwaarde ,    waaraan  nog  voldaan  moet  worden 
is  alzoo 

=z{(r+2)*-(2x*-x))-{(r+l)*-(2x-l)y 

of  2r  +  2  —  x  =  2r  +  2  —  2*2  +  3* , 

nit    welke   vergelijking   men  vindt ,  dat  r  onbepaald  blijft  en 

dat  x  =  2  is. 

Daar  x  =  2  is ,  heeft  men  voor  de  harmonische  reeks 
de  getallen  2,  3  en  6;  en  daar  r  onbepaald  is,  kan  men 
drie  op  elkander  volgende  vierkanten  naar  welgevallen  ne- 
men en  daarvan  de  overeenkomstige  termen  der  harmoni- 
sche reeks  aftrekken,  om  de  rekenkunstige  reeks  te  bekomen* 
Vermindert  men ,  bij  voorbeeld  ,  term  voor  term 

de  op  elkander  volgende  vierkanten  .  .  225,  256  en  289 
met  de  harmonische  reeks  .  .  •  7  .  .  2  3  en  6 
dan  vindt  men  de  rekenkunstige  reeks      .     223,  253  en  283. 

LX1V.     Voorstel. 
Door  fi.  Lubbers. 

Het  jaartal  mijner  geboorte  wordt  met  vier  cijfer*  ge- 
achreven,  waarvan  de  beide  middelête  aan  elkander  gelijk 
*tjn.  Dit  getal  i$  het  kteinéte-,-  dat  met  die  vier  cijfer* 
geechreven  kan  worden;  zoo- men  hetzelve  aftrekt  van  het 
grootête  getal,  dat  men  met  die  vier  cijfer*  echrijven  kan 
en  de  reet  door  9  deelt,  komt  er  tot  quotiënt  een  getal  van 
drie  oijfere ,»  die  onderling  gelijk  en  gelijk  aan  de  middelête 
tijfer*  van  het  jaartal,  zijn.   In  welk  jaar  ben  ik  geboren  f 

G  5 
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Opgelost  door  J.  Bado*  GhijbutjM*  G.  Snoer,  J.  S. 
Speijer,  S.  T.  Boas.,  C  h  Boltxn,  Mr.  G.  W.  db  Bauiftf 
Kops,  D* -W.  Hinss,  L.  van  ds  Katselb,  G»  K.ostbb.j  -ft. 

LüBBERS,  J«  C»  ÜLIVIER,  F.  C.  RADIJS,  C.  VA*  SctfAIO* 
€fl  J.    SjOEMSr  •:. 

Opjumstno  wijt  J.  Badon  G&ijpbbnv 
Wij   stellen    ons   voor    hel   begeerde  getal  van  vier  cijfers 
te   vinden,   zonder   vooreerst  op  de  omstandigheid  te  lellen, 
•ddt  dit  getal  het  geboorte- jaar  van  den  opgever  des  voorstel* 
jnoet  aanduiden. 

Zij   daartoe  x  het  cijfer  der  duizendtallen. ,  y  dat  der  hon- 
derd-  en  tientallen,  z  dat  der  eenheden,  dan  is  het  negeer- 
de getal 

lOOOx  +  HOy  +  %\ 
zal    dit  getal  -werkelijk  uit  vier  cijfers  bestaan  ^  dan  kan  .het 
cijfer  der  duizend  tallen  geene  nul  zijn,  wij  moeien  dos  hebben 

x  >  0    ..........    .    (IJ»  5 

zal  dit  getal  verder  het  kleiuste  zijn ,  dat  met  deze  vier  cij- 
fers geschreven  'kan  worden,  dan  mag  geen  volgend  cijfer 
kleiner  dan  een  voorgaand  zijn,  wij  moeten  dus  ook  hebben 

y  =  of  >*....-....    (2) 

en  *  =  of  >  y (3). 

Wanneer  men  het  kleinste  getal  heeft,  dat  met  eenige  cij- 
fers geschreven  kan  worden,  wordt  het  grootste  getal,  dat 
men  met  diezelfde  cijfers  schrijven  kan,  gevonden,  door  de 
cijfers  van  dat  kleinste  getal  in  eene  omgekeerde  volgorde 
te  schrijven.     Het  hier  bedoelde  grootste  getal  is  das 

1000*  -f-  llOy  +  x 
en  wij  moeten  alzoo,  volgens  het  voorstel,  ook  nog  hebben: 
(1000s+110y+*)  —  (lUOte+llOy+s)  _ 

—  —9—;  —  "iy, 

999s  —  999*    lfl 
dat  is:         0 =  llly 

of  111*  —  111*  =  llly, 

waaruit  volgt  •    *  —  *  =  y 

of  *  =  M  +  y  .    .    .     •    (4)r 

.Behalve  de  reeds  uitgedrukte  voorwaarden,  vordert  liet 
voorstel  geene  andere  ,  .  dan  alleen ,  dat  s ,  y  en  *  geheele 
getallen  kleiner  dan  10 moeten* weaea ;  neemt  mail  echte*  slecht» 
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*<  10  •..»...  .  (5)^ 
4&n  volgt  uit  (2)  en  (3)  f  dat  ook  jr  en  y  kleiner  dan  10 
«uilen  zijn;  terwijl  de  voorwaarde  (3)  van  2elve  vervuld 
.wordt,  indien  men  aan  (1)  en  (4)  voldoet,  en  dus  niet 
verder  in  het  oog  behoeft  gehouden  te  worden. 
,  Om  het  begeerde  getal  te  vinden,,  hebben  wij  dos  voor 
'*,  y  en  t  slechts  zulke  geheele  'getallen  te  nemen,  dat 
*  >  0,  y  =:  of  >  x ,  x  =  -x  +  y  en  %  <  10 
«ij.  Neemt  men  voor  -x  een  willekeurig  getal,  vervolgens 
'voor  y  snik  een  getal,  dat  aan  de-  voorwaarde  y  =  of  > * 
voldoet,  en  daarna  %  ss  *  +•  y,  dan  zon  de  laatste 
•voorwaarde  «  <  10  welligt  niet  vervald  wezen ;  men  mer- 
ke  das  op ,  dat  nit  *  <  10  en  »  ss  x  -+-y  volgt  x  +  y  <  10 
of  y  <  10  — jp,  terwijl  nit  y  <  10  -^  jp  en  y  =  of  >  * 
'weder  volgt  ar  <  5 ;  neemt  men  das  jp  willekeurig  tasseben 
Den  5,  vervolgens  y  zoodanig  dat  y  =:  of  >  j  eü  tevens 
y  <  16  —  x  zij,  en  daarna  z  =  *  -+-  y ,  dan  zal  *  <  10 
wezen;  al  de  voorwaarden  zullen  dan  vervald  en  bij  gevolg 
1000*  +  HOy  •+•  z  een  getal  zijn,  4at  de  opgegevene  ei- 
genschappen  bezit*         '- 

-'  Om  al  deze  getallen  te  verkrijgen,  kan  men.  achtervol- 
gen» x  ss  1',  x  =r  2,  *=s3  en  x  ssi  4  nemen;  voorts 
kan  men  nemen  i  .  . 

x  as  1  zijnde,    y  =  1 ,  2 ,  3 ,  4,  5,  6,  7  en  8; 

x  s=  2  — ■•..,    y  x?2,  3,4,  5,  6  en  3,x 

x  =  3  -~*-  ,    y  =  3,  4,  5  «n  6;. 

jr  =  4  -^-7-  ,    y  Z3=4  en6j 
waardoor   pen   voor  ^  het   begeerde  getal  20  antwoorden  be- 
komt,  te  weten 

1112,  1223,  13^4>  1445,  J55£,  1667,  1378,  .1889, 2224,  2335, 
2446,  2557,  2668,  2779,  3336,  3447,'  3558,  3669, 4448  en  4559. 
Moet  na  het  begeerde  getal,  voldoen  aan  de  voorwaarde 
dat  het  een  jakrt^l  jfcr  gewone  jaartelling  is,*  dan  vervallen 
1889  en.  al  de  gittotere»  getallen  >  omdat  die  jaartallen  eerst 
tot  de  toekomst  zonden  behooren-f  moet  verder  dat  jaartal 
het  geboortejaar  van  iemand,  die  •  in  1837  nog.  leeft,  aas- 
duiden,  dan  vervallen  1667  en  alle  kleinere  getallen,  omdat 
de  menschelijke  leeftijd,  zelfs  in  de  meent  buitengewone 
gevallen ,   .  geen    170.  jaren   kan    zijn.      Derhalve  blijft  er 
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yoor  het  gevraagde  jaartal  'niet  anders  over  dan  177b* 
Aanmerking  van  M.  G.  Snoer.  Dit  voorstel  is  gemakke- 
lijk zonder  behulp  der  stelkunst  op  te  lossen.  Vooreerst  is 
het  duidelijk,  dat  het  jaartal  uit  de  vorige  eeuw  moet  zijn; 
want  de  leeftijd,  dien  men  iemand  kan  toeschrijven,  gedoogt 
niet,  dat  het  jaartal  tot  eene  vroegere  eenw  sou  -behooren, 
en  daar  de  honderd*  en  tientallen  gelijk  moeten  zijn,  kan 
het  jaartal  ook  niet  tot  de  tegenwoordige  eeuw  behooren , 
omdat  de  tientallen  der  tegenwoordige  eeuw  nog  beneden  de 
8  zijn.  De  drie  eerste  cijfer»  van  het  gevraagde  jaartal  zijn 
dus  177*  Ten  andere  moet  het  gevraagde  jaar  Lal  het  kleinst 
mogelijke  ziju  ,  dat  met  de  vier  cijfers,  waaruit  het  bestaat, 
geschreven  kan  worden;  het  cijfer  der  eenheden  kan  dos 
niet  kleiner  dan  de  -  andere  cijfers  zijn  erv  moet  bij  gevolg 
7  ,  8  of  9  weien.  Het  jaartal  moet  dus  1777 ,  1778  of  1779 
zijn.  Elk  de2er  jaartallen  aan  de  laatste  voorwaarde  des 
voorstels  loetsende.,  vindt  men  dadelijk,  dat  alleen  1778  het 
gevraagde  jaartal  kan  zijn. 

XLV.  Voorste  l. 
Door  A.  F.  van  de  Laar,  Junior. 
Men  verlangt  eene  rekenkunstige  reekê  te  vinden,  waar» 
van  de  som  .  gelijk  is  aan  t veemaal  het  vierkant  van  den 
tweeden  term;  terwijl  de  eerste  term  gelijk  aan  dén  vier» 
kantswortel  uit  den  derden ,  en  het  product  der  twee  eerste 
termen  gelijk  aan  den  voorlaateten  term  is  9 

Opgelost  door  A.  F.  vak  de  Laar  ,  Junior  ,  S.  T,  Boas, 
C.  J.   Bolten,  Mr.  G.  W.  de  Bruijn  Kops,  D.  W.  Hinse, 

L.    VAN    DB    KA8TEELE ,    G.    KOSTER  ,   F.   C.   R  AD  IJS  ,   S.   SjOE- 

nis  ,  H.  G.  Snoer  en  J.  S.  Speijer. 

Oplossing  van  A.  F.  van  de  Laar,  Junior. 
Stelt  men  den  eersten  term  der  reeks  door  jr,  het  ver- 
schil derzelve  door  y  en  het  aantal  termen  door  n  voor, 
dan  is  de  som  van  die  reeks  §it(2x  -f-  (n  —  l)y) ,  de 
tweede  term  x  -\-  y ,  de  derde  x  -f-  2y  en  de  voorlaatste 
term  is  jr  -J-  (»  —  2)y.  Ter  bepaling  der  drie  onbekenden 
xf  y  en  n9  heeft  men  dus,  volgens  het  voorstel,  de  ver- 
gelijkingen : 

|«(2*  +  («  -  i)y)  =  2(x  +  yy     .   .    .#  .   (1), 
*  =  »/(*  +  2?) (2) 
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«n  x(x  +  y)  =  x  ■+-  <*  —  2)y (3). 

Trekt  m$n  het  vierkant  der  tweede  vergelijking  van  de 
derde  af,  200  vindt  men 

xy  =  »y  —  4y, 
of  door  y  deelende,  hetgeen  daar  y  niet  gelijk  nol  kan  we- 
ien zonder  bezwaar  geschieden  kan , 

*  =  «  —  4of«  =  *-r-4 (4); 

voorts  volgt  uit  (2)  onmiddellijk 

2y  =  xa  —  x  of    y  ==  §(x*  —  *).....    (5). 
Brengt    men   na    de  waarden  van  n  en  y,  volgens  (4)  en 
(5) ,  in  (1)  over ,  dan  vindt  men 

§(*+4){2x+(*+3)X^=-*}  =  2(x+l(* *-*))'  , 

of  wederom ,  daar  x  niet  nnl  kan  wezen ,  omdat  voor  *=s0 
volgens  (5)  ook  2y  =  0  zon  worden  ,  door  x  deelende , 

|(r+4)(2+é(*+3)(*-i;)  -r  2*(l+J(*-l))» , 
welke  vergelijking  door  achtervolgende  herleiding  overgaat  in : 

(*+4)(4+(*+3X*--l))  =  2*(2+(*-l)}», 
(,+4)(*2+2*-t-l)  =  2*(*+l)* , 
2x(x+\)*-(x+k)(x+l)*  =0, 
of  (*+!)*(*— 4)  =0, 

waaraan    alleen   kan    voldaan    worden ,    door  x  =:  —  1  of 
x  =  4. 

Neemt  men  j?  ss  —  1 ,  dan  is  volgens  (5)  y  =  l  en 
volgens  (4)  ft  =  3 ,  waardoor  de  reeks  zon  worden  —  1 , 
0  en  1. 

Neemt    men    x  =  4 ,   dan  is   door    (5)  y  =  6   en  door 
(4)  ft  ~  8 ,  zoodat  alsdan  voor  de  reeks  gevonden  wordt 
4,  10,  16,  22,  28,  34,  40  en  46. 
LXVJ.    Voorste  ii* 
Door  C.  van  Scbaick. 
Men   vraagt   naar  een  derdemagtegetal ,  zoodat,  ah  nien 
lij   hetzelve  en    bij  deezel/e  wortel  een  zeker  getal  optelt , 
de  eerste   som   een    derdemagtegetal  en   de  andere  deezel/e 
wortel  ie?  (*) 

Opgelost  door  J.  Badon  Ghijben,  S.  T.  Boas  ,  C.  J. 
Bolten,  D.  W.  Hinse,  G.  Koster,  J.  C.  Olivier,  M.  G. 
Snoer,  J.  S.  Speijer  en  F.  C.  Radijs. 

(*)  P.  Haioui,  Zinnen  Confcct ,  tf°.  270. 
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O* lossing  van  J.  Badon  Ghijben. 
Stellen  wij  het  begeerde  derde  magtsgelal  en  deszelfs  wor- 
tel door  x3  en  x ,  het  bij  te  tellen  getal  door  y  en  het  der- 
demagtsgetal  en  deszelfs  wortel  ,  door  de  bijtelling  ontstaan- 
de, door  *3  en  *  voor,  dan  moeten  wij  voldoen  aan  de 
vergelijkingen 

x9  +  y  =  x* 
en  x  -+-  y  =  x , 

en  wel  door  rationale  waarden  voor  x,  y  en  *. 
Het  verschil  dezer  beide  vergelijkingen  geeft  terstond 

X3  —  x     =  *3  —  * 
of  jf3  !—  sp3  •—  x  —  *; 

deelen   wij    deze    vergelijking  door  x  —  z,  welke  factor  nit 
den  aard  der  zaak  niet  gelijk  nul  wezen  kan ,  dan  komt  er 

x2  +  xx  +  xa  =  1 , 
dat  is  t  xa  —  1  =  —  (xx  +  x2) 

of  {x  -  1)  (x  +  1)  =  -  x[x  +  x). 

Stellen  wij  nu 

x  —  1  =  —  nx 

l 

en  das  x  +  1  =  —  (x  +  x) , 

dan  volgt  nit  de  eerste  dezer  stellingen 

x  zzz  1  —  nx 
en  deze  waarde  in  de  tweede  overbrengende ,  komt  er 

waaruit  gevonden  wordt 

—       2n  ""  1 
n2  —  n  +~T 

Hierdoor  wordt  verder 

x  ==:  1  —  nx  =  —  .    . 

n*  —  n  +  1 

«a  +  2n  —  2 

en      y  r=  *  —    x  =  — — - r. 

na  —  »  +  1 

Neemt   men   nn    voor  n  eene  willekeurige  rationale  waar- 
de ,     dan     zullen    x ,    y  en    2  mede   rationaal    worden    en 
'aan     de    oorspronkelijke   vergelijkingen   voldoen.     Wil    men 
voor   n  znlk  eene  positieve  waarde  nemen ,  dat  ook  x  en  y 
beide  positief  zijn ,  dan  zal 
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—  na  +  1  >  0    en    k4  +  2*  —  2  >  0 
•    —  «a  >  —  1    en        (ii  +  lj«  >  3 
#*  <  1  en         *  +  1  >  |/3 

-  n  <  1  én  «  >  |/3  —  1 

moeten  wezen.  Voor  m  rr:  X*B  aal  men  verkrijgen  x  =  f , 
Jf  ±=  |  en  *  rr  |,  alsdan  is  (f)3  het  gevraagde  derdetóagts- 
getal  en  |  het  getal ,  dat  zoo  hierbij  als  bij  den  wortel  moet 
opgeteld  worden;  men  heeft  dan  ook 

(})»  +  f  =(*)3    en    J  +  |  =  f.- 
Voor  m  —  f $ ,  vindt  men  x  —  Jf  f  y  —  |$  en  s  =  JJ; 
alsdan    is    het  begeerde   derdemagtsgetal   (|fjs   en  het  bij  te 
lellen  getal  |$,  zoodat  men  heeft 

«!)•  + 1*  =  (*»•  •»  \%  +  h  =  «• 

LXV1I.    Voorstel. 

Door  G.  KOSTER. 

Toen  ds  sou  in  iet  begin  van  den  Ram  wae ,  waar  de- 
melve  geene  declinatie  hadf  werd  zij  de%  morgen»  te  7«  36' 
*enige  graden  koog. boven  den  horizon  bevonden  ;  daarna  te 
9"  36'  bevond  men  haar  24°  49' .  hooger  boven  den  horizon. 
Welke  ie  de  poolshoogte  van  de  plaats ,  waar  deze  waar- 
neming geschiedde/  (*) 

Opgelost  door  J.  S.  Speijer  ,  L.  J.  Ujlman  ,  D.  W.  Hin- 
as9  G.  Koster,  F.  C.  Radijs  en  5.  Sioekis. 

Oplossing  van  J.  S.  Speijer. 

Zi)  ZTPN  (lïg.  25)  de  middagcirkel ,  T  het  toppnnt  en 
ZON  de  horizon  van  de  plaats  der  waarneming;  zij  verder 
P  de  noordpool ,  EOE'  de  equator  en ,  omdat  de  zon  geene 
declinatie  had,  teven»  haar  dagcirkel;  laat  eindelijk  A  en  B 
de  ponten  zijn,  waar  de  zon  zich  bij  de  twee  waarnemin- 
gen bevond ,  dan  zijn  de  bogen  EA  en  EB  in  tijd  overge- 
brogt,  de  tijden,  die  van  de  oogenblikken  dér  waarnemin- 
gen nog  tot  den  middag  verloopen  moeten;  stellende  das 
EA  =  a  en  EB  -s  b,  dan  is  *  =  4«  24'  =  66°  en 
b  =  2»  24'  =  36°.  Brengen  wij  door  A  en  B  de  verti- 
cale bogen  TAH  en  TBI,  dan  zijn  AH  en  BI  de  waarge- 
nomene  hoogten;   het  gegeven  verschil  dezer  waargenomene 


(*)  P.  Huonv  f  Zinnen  Confeet ,  No.  568. 
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hoogten  e  noemende,  is  fil  -  AU  r:  e  =:  246.49',  en 
•tellen  wij  dus  AH  =  A,  dan  isBI  =  A+c,  AT  =  90°  —  A 
en  BT  =  90°  —  (A  +  c).  Stellen  wij  eindelijk  de  ge- 
vraagde poolshoogte  PN  =  0 »  dan  is  ook  ET  z=  0. 

Na  is  in  de  bolvormige  driehoeken  AET  en  BET,  die 
beide  regthoekig  zijn  in  E,  omdat  het  vlak  van  den  equator 
loodregt  op  dat  yan  den  middagcirkel  staat, 

/♦       ft-  C«-  AT  .     r       itt  -1  C6g'  fiT 

of   Co'-  *  =  c^r  en    Cot-  *  =    e»,.  *    •  w» 

derhalve  is  ook  , 

Sin.  k  __  Sin*  (h  +  c) 

»        ■     ^^ ^       ■      ■  — — ^^— » 

Cos.  a  Cos.  6 

en  na  ontwikkeling 

Sin.  k  Co».  6  =  &' *t.  A  Cos.  c  Cos.  a  -f-  Cos.  A  Sin.  e  Co»,  a. 

Omdat    de  eerste    waarneming    na    6  nre  is  gedaan,  kon 

op  dien  dag  A    en  dus  ook  Sin.k  niet  gelijk  nul  zijn;  deelen 

wij  dan  de  laatste  vergelijking  door  Sin.h ,  zoo  komt  er 

Cos. 6  =  Co$.a  Cos.c  -f-  Co».a  Sin.c  Cot.k9 

waaruit  volgt 

„       _  Co».b — Co8.aCog.c  'Co».b  „ 

Cot.  h  = j; = - Cot.c  (2); 

Cog.a&tn.c  Cog.a&tn.c  v 

hierdoor  A  bekend  wordende ,  zal  men  $.  door  eene  der  for- 

mulen  (1)  knnnen  berekenen. 

Om  echter  deze  berekening  gemakkelijker  te  maken,  stelle  men 

Co».b  „       . 

^ ^—  ==  Cotd, 

dan  geeft  (2)         Cot.h  =  Cotd  —  Cot.c  =  fl"'ftT^; 

bierdoor  heelt    men   na  het  volgende  stelsel  van  vergelijkin- 
gen:  a  =  66° ,  b  =  36° ,  c  =  24°  49' , 

^      .  Cös.o" 

Co/.rf  = - — , 

Coê.abin.o 


/*     r  _  Sin.(c — d) 
"""  Sin.cSin.d' 
„      ^         Sin.h      *    ~      *         SinJh+c) 

en   .  c-*  =  ëci  of  CM-*  =  -cb- 

De  berekening  komt  diensvolgens  op  deze.  wijze  te  staan: 
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Log.  Co*,  b  —  9,9079576  —  10 
Ar.  Camp.  Log.  Co$.  o  =  0,3906867 
Jrw  Comp.  Log.  Sin.  o  =  0,3770443 


Log.  Cot.  d  =  0,6756886. 


opgot. 


d  =r  11054'55',5 
*  =  24°49' 


e— «J  =  12°54'4',5. 


afget. 


Log.  Si*.(e—d)  =  9,3488331  —  10 
jtfr.  C*jwp.  Icy.  Sin.  c  =  0,3770443 
><r-  Camp.  I<^.  &'*.  <J  =  0,6851484 


Log.  Cot.  h  =  0,4110253. 


opget 


A  =  2l°12'45',3 
c  =  24°49' 


opget. 


h+e  =  46°  1'45',3. 


Log.  &*«.A=9,5585038— 10       Ifly.Si«.(AH-cJz=9,8571481— 10 
Xog.Co$.a=9,m3 1 33—10  Io$.Co*.fc=9,9079576— 1 0 

afget. afget 


Lo^.Cot.(|c=9,9491905— 10.  £*£r.C**4=9,9491905---10. 

<p  =z  27ö10'41*. 

Omdat  echter  bij  eiken  cosinus  een  eren  groote  negatieve 
als  positieve  boog  behoort ,  zal  ook  0  negatief  genomen  kan- 
nen worden ,  waaruit  volgt ,  dat  de  gevondene  poolshoogte 
zoowel  die  van  de  Zuid-  als  van  de  Noord- pool  kan  wezen  ; 
en  dat  das  de  waarnemingen  dezelfde  zonden  geweest  zijn , 
onverschillig  of  de  plaats  der  waarneming  op  27°  10'  41" 
Noorder-,  dan  wel  ZtiiTfer-breedte  ligt. 

Aimuebkimg  van  L.  J.  Ulkan.  Halcxzn  zegt  (met  ver- 
waarloozing  der  secnnden)  27°  10';  doch  in  zijne  567ste 
Traag,  waarin  dezelfde  elementen  na  den  middag  voorko- 
men, vindt  hij  27°  10§',  hetwelk  met  de  boven  gevondene 
waarde  van  $  slechts  11'  verschilt.  • 

L  J^bi..  H 
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LXVIII.    Voorst  m»u 
Door  S.  Dijt/'CoRffsz. 

Van  zeker  getal  van  drie  cijfere  ie  de  oom  der  cijfer* 
gelijk  aan  tweemaal  dat  der  honderdtallen;  wanneer  het 
getal  bij  deezelfe  omgekeerde  wordt  opgeteld,  komt  er  1170/ 
en  wanneer  men  het  cijfer  der  eenheden  met  4  vermindert 
en  deze  reet  tot  de  tweede  magt  verheft,  verkrijgt  men 
het  cijfer  der  honderdtallen.    Welk  ie  dit  getal  f 

Opgelost  door  D.  W.  Hinse,  J.  S.  Speijkr,  S.  T. 
Boas,  S.  Dik,  Cornsz,  G.  Koster,  F*  C.  Radijs,  C.  van 
Sobaick,  J.  Sjoenis  en  M.  G.  Snoer. 

I.  Oplossing  van  D.  W.  Hïnsb. 

Daar  het  cijfer  der  honderdtallen  eene  tweede  magt  moet  zijn, 
soo  stellen  wq  het  gevraagde  getal  door  100**  H-  lOy  +  s 
voor;  deszelfi  omgekeerde  is  dan  100*  +  lQy  +  xa,en 
na  geeft  de  eerste  voorwaarde 

x2  +  y  +  *  =  2** 

of  *  =  *a  —  y OJf 

terwijl  de  tweede  voorwaarde  geeft 

(100**  +  10y  +  %)  +  (100a  +  10y  +  **)  =  1170 
of  101  **  -+-  20y  +  101*  =  1170    ...    .    (2). 

Door  (1)  in  (2)  over  te  brengen ,  verkrijgen  wij 

202**  —  81y  =  1170 
0f  81y  =  202**  —  1170 (3), 

Nu  kan  **  geene  andere  waarden  hebben  dan  1 ,  4  of  9 , 
vermits  x*  <  10  moet  wezen ;  maar  **  rr  1  of  x2  =  4 
zon  volgens  (3) ,  y  negatief  maken ,  derhalve  is  x*  =  9 , 
alsdan  verkrijgen  wij  door  (3)  y  =  8  en  door  (1)  *  =  1. 
Het  gevraagde  getal  is  alzoo  981. 

Uit  dtze  oplossing  blijkt,  dat  van  de  laatste  voorwaarde, 
niet  meer  behoefde  gegeven  te  zijn ,  dan  dat  het  cijfer  der 
honderdtallen  een  vierkant  is.  • 

II.  OptossiKO  van  J.  S.  Spxijsr. 

Voor  het  begeerde-  getal  stellende.  100*  -+-  lOy  «+-  *,  is 
het  omgekeerde  100*  +  lOy  +  x,  en  das  volgens  de  twee- 
de voorwaarde 

101*  +  20y  +  101*  =  1170, 

1170  —  101(x  +  *) 
waarbit  volgt  y  =  ^jq \ 
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Daar  y  een  geheel  gelal  moet  zijn,  blijkt  uit  deze  formule,  dat 
x  +  z  door  10  deelbaar  moet  -wezen;  daar  Verder**1  ett"** 
ieder  op  zich  zelf  kleiner  dan  10  moeten  -wezen ,  moet  ook 
x  +  z  <  20  zijn;  dus  is  noodzakelijk  x  +  %  —  10,  waar- 
door volgens  de  bovenstaande  formule  jf  =  8  woqdt. 

Nu    volgt  uit   de   eerste  voorwaarde  x  -|-  y  «a-  «  —  ay 

of  y  +  a  =  4T ;    hierin  voor  y  de  reeds  gevondene  waarde 
stellende,  vindt  men 

jr  —  *  =    8  , 
maar  men  heeft  reeds     *  -f~  *  — :'  10,  .> 

zoodat  hieruit  onmiddellijk  volgt    jr  =  9  en  *  ~  1. 
*  Het   begeerde    getal  is  derhalve  981 ;  en  uit  deze  oplossing 
blijkt ,  dat  de  derde  voorwaarde  geheel  ontbeerd  kan  worden. 

LXIX.    Voorstel. 
Door  S.  Dik  ,  Cornsz. 
Wanneer  men ,  van  zeker  geèal  van  drie  cijfer* ,  den  der- 
demagtewortel    uit   het    cijfer  der  tientallen  met  5  vermin- 
dert  en    de    reet  tot  de  tweede  magt  verheft ,  verkrijgt  men 
het    cijfer  der  honderdtallen;  en  de* cijfers  der  honderdtal- 
len   en  eenheden  zijn  te  zamen  gelijk  aan  tweemaal  het  cij- 
fer der  tientallen.    Welk  ie  dit  getal? 

Opgelost  door  D.  W.  Hinse,  S.  T.  Boas,  C.  J.  Bol- 
ten,  S.  Dik,  Cornsz.,  G.  Koster,  J.  C.  Olivier,'  F.  C. 
Rxbijs ,  C.  van  Schaick  ,  J.  Sjoenis  ,  M.  <y.  Snoer  en  J. 
S.    Speijer.  'i 

Oplossing  van  D.  W.  Hinse. 
Stellende  hef  cijfer  der  tientallen  voor  door      .    .    .    x* 
dan  is ,  volgens  dfe  eerste  voorwaarde ,  hét  cij- 
fer der  honderdtallen  .    .'    •     .  -  .     .    <.    .    .    .    .    (x—h)*9 
terwijl  dan,  volgens  de  laatste  voorwaarde , het 
cijfer  der  eenheden  is    .    ....;...  2**-~(;r— *5)*. 
Daar  nu   al  deze   uitdrukkingen   geheele  getaHén,  ^kleiner 
dan   10,   möfeteh   wezen,  moet  rfeen  geheel  getal  en  kan  x  ' 
niet  anders  dan  2  zijn;  want  j?>2zon  x9  >  10 en  *  <2zou 
(*-— 5)a>  10  maken.  Hierdoor  wordt  het  gevraagde  getal  9G7. 

LXX.    Voorstel. 
Door  D.  van  Lankeren  Matthes. 
In   eiken    driehoek    ie  de  e  om  der  vierkanten  vatt  de  ao- 
aecanten    der    hoeken ,  verminderd  met  het  vierkant  van  de 

H  2 
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êfm    hunner     cotangonten,     gelijk   aan  do    eenheid.     Men 
■.  vraagt  hot  bewyê  hiervan? 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier,  D.  W. 
Hinse,  D.  van  Lankerbn  Matthes ,  J.  C.  Ou vi er,  J.  S. 
SrEijSR,  C.  J.  Bolten  en  F.  C.  Badijs. 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier* 
Indien    de    hoeken  van  eenen  driehoek    door    a,  b  en  • 
worden  voorgesteld ,  is 

a  +  b  +  e  =  180° 
of  a  +  *  ='  180°  —  e\ 

derhalve  is  ook    Cot(a+b)  —  Cot.(\8Q°—c) 

Cot.a  Cot.b—\  „ 

of  wel  — t; — r  =  —  C/of.c; 

Cot.a  +  Cö*.4  ' 

hieruit  volgt  door  verdrijving  van  den  noemer,  na  verplaat- 
sing der  termen 

Cot.a  Cot.b  +  Cot.a  Cotx  -f-  Cot.b  Cot.c  =  1 
en  IQoUa  Cot.b  +  ICot.a  Cot.e  -f-  ICoUb  Cot.c = 2. 

Deae  laatste  vergelijking  kan  men  aldus  schrijven : 
{CotM  +  CotJb  +  CW.c)9  —  (Cot.*o  +  CoU*b  -f-  Cot.*c)  =  2, 
of,    omdat    in   het    algemeen    Cot.2x  =  Co$ec.*x  —  1  ia  , 
ook  aldus: 

(Cof.*+€'oi.*+Co/.c)a— (Co$6c+*a+Cos6c.26+Cosec.*c—3)z=3, 
.  dat  is 

.  {Cot.a+Cot.b+Cot.cy-^(Cooec.*a+Co$oe.*b+Coooc.*c)+3=!Z , 
of  eindelijk 

(Coftc,aa+Cossc.a^+^s«c.9<?)—  (Cot.a+Cot.b+Cól.c)*=l , 
waardoor  de  opgegevene  stelling  bewezen  is. 

LXX1.    Voorstel. 
.Door.  D.  van  L ankeren  Matthes. 
Men  vraagt  do  mootkunotige  plaaU  te  vinden  van  do  top-' 
pon  dor  parabolen  f  die  hetzelfde  brandpunt  hebbon  on  door 
oon  gogovon  punt  gaan  f 

Opgelost   door  J.   Ba  don   Ghijben,    D.    van  Lanceren 
Mattbes,    W.   J.  C.  Rammelman  Elsevier,  J.  S.  Speijbr 
.  on  L.  J.  Ulman. 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghtjbbn. 
Laat   F  (Fig.  26)  het  gemeenschappelijk  brandpunt  der  pa- 
rabolen zijn,  A  het  gegeven  punt,  en  stollen  vrij  AF  zr  *; 
laat  verder  AP  een  der  bedoelde  parabolen  zijn,  P  tot  top 
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bobbende  t  dan  moet  de  meetknnstige  plaats  van  het  pont  P 
bepaald  worden.  Nemen  wij  daartoe.  F  als  pool  en  het  ver* 
lengde  FX  Tan  FA  als  oorsprong .  der  hoeken  aan ,  en  stellen, 
wij  alzoo  PF  r=  «  en  hoek  PFX  =  $;  laten  wij  verder 
uit  Aeene  loodlijn  AL  op  de  as  PL  der  parabool  AP  vallen, 
dan  is,  in  den  regthoekigen  driehoek  AFL ,  hoek  AFL  ssr  <p , 
dos  AL  — r  a&n.  Q  cn  FL  =  aCoe.  $;  wij  hebben  dos 
ook  PL  =  PF  +  FL  =  *  +  aCo$.  $. 
Nu  is ,  yolgens  de  hoofdeigenschap  der  parabool , 

AL*  =  4  PF  X  PL 
of,  hierin  voor  de  lijnen  de  bovenstaande  waarden  steHendev 

a*S*n.3(p  =  4*(*  -f.  aCo$4) , 
welke  vergelijking,   door  achtervolgende  herleidingen,   ver*- 
andert  in:        4s*  -+-  ha%Co*J$  =  a'&°it«8$, 
4s»  -h  ia*Co9.$  +  a2Co$.*<p  =  o*S*n**4>  +  #*Ga#.24>* 

(2«  -h  aCo$.(p)*  ==  a* , 
en  2a  +  aCoeUfr  =  ±  »i 

waarnit  volgt 

*  =  |o(l  —  C*s.$)  of  «  =  —  |a(ls  -+-  0ta$). 
Omdat  de  waarden,  die  s  verkrijgt,  door  in  de  eerste 
dezer  vorgelijkingen  $  sr  «  en  in  de  tweede  0  =.  180°  4»  a 
te  stellen,  even  groot  zijn,  maar  in  teeken  verschillen,  zoo 
is  de  meetkunstige  plaats  van  het  pnnt  P  geheel  in  ééne  de- 
zer vergelijkingen  begrepen.  Wij  hebben  alzoo  voor  de  po- 
laire vergelijking  der  gevraagde  meetknnstige  plaats         ..  . 

%  =  J«(l  —  Cos.0); 
dezelve  is  alzoo  eene  gewone  epicycloïde ,  (Zie  I.  R.  Scbmist/ 
Diff.  en  Int.  Rek.  §  162),  waarvan  het  keerpunt  in  F  ligt, 
waarvan  de  voortbrengende  cirkels  \a  tot  stralen  hebben  9 
terwijl  het  middelpunt  van  den  Tasten  cirkel  op  de- lijn  AF, 
op  den  afstand  OF  =  \a  van  het  pnnt  F,  ligt  en  de  ©pi* 
cycloïde  zelve  door  het  pnnt  A  gaat. 

Dewijl  het  pnnt  F  tot  de  gevondene  meetknnstige  plaats 
behoort,  moet  een  der  parabolen  den  top  in  F  hebben;  voor 
deze  parabool  is  PF  rs  0  en  dns  de  parabool  zelve  niet 
anders  dan  de  regte  lijn  FA. 

LXXIL    Voorstel* 
Door  D.  van  Lankxrsk  Mattbzs- 
Wannéér  «**  tenen  regten  hoek,  waarvan  hei  eene  leen* 
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6nbep*al4e&ijk  -verlengd ,  maar  iet  ander*  gelyk  aan  den 
êtraal  bene  'mrkele  ie ,  zoodanig  om  dien  cirkel  laat  bewe- 
gen, dat  het  onöepaaldeiijk  verlengde  been  +  zonder  lange 
den  cirkelomtrek  te  -  echuiten ,  denzelven  eteede  Uyft  ra- 
hen,  zal, het  uiteinde  van  het  andere  been  eene  kromme 
{$*  -bevchrifpén*  Jifen  vraagt  deze  kromwe  Ujn  te  bepalen  t 
.  Ofoslost  door  L.  J.  Ulman  ,  D.  mm  LA*uitB*t-MATTUEs. 
J.  S.  Sp-eijkr,  W,  J,  C.  .  Rahmi&mak  Elsevieit  en  F.  C. 
Radijs. 

Oplossen*  van  L<  i.  Ulman. 
.Laat  de  regte  hoek  OAB  (IFig.  27),  daarvan  het  been 
0\  =  a  gelijk  juinden  straal  tbs  gege  renen  cirkels  is, 
ziek  aanvankelijk .  in  dien  stand  bevinden,  dat  het  pont, 
waarin  het  o  rtbepaal  delijk ;  verlengde  Ijeeir  AB  den  cirkel 
raakt,  juist  het  fpunt  A  vaa,, dat  been  js  ^  dan  zal  het  punt 
O ,  dat  gedurende  de  -  opgegeveae  .beweging  van  den  hoek 
OAB  de  gevraagde  -  kromme-  lij*  beschrijft ,  zich  aanvanke- 
lijk   in  het  middelpunt  van  den  cirkel  bevinden ;  dit  middel* 

'  punt  zal  dus.  een  punt  der  kromme  zijn. 

Wanneer  nu  het  been  AB.  gedurende    deazelfs    beweging 

'ia    de    rigting,  A'B'   gekomen    ia>  en    alsdan  den  cirkel  in  C 
raakt,  hebben  •  al  de   punten   der  lijn   AC  achter  volgens  al 
•de  punten. van  den  boog' AC  geraakt,  derhalve  is 
-  ••  AC  ^  Boog»  AC     •  ..    •    .    .    •    (1), 

en  het  punt  O  xb  dan  in  denzelfden  t^jd  in  P  gekomen. 

Nemen  wij  nu ,  ter,  bepaling  van  «de  meelkunstige  plaats 
tvan  het  .{kuit .  1%  O  «Is  -pool  en  4e  lijn  OX ,  door  O  even- 
/vfijdig  met.AB  getrokken,  als  oorsprong  der  hoeken  aan, 
.•lellen  wg'ftlzoo  de  polairet  ordinaat OjP  =  zen  hoek  XOP  =  0 
én:  trekken  -wij  QC#  dan,  is  POCA,'  een  regthoek*  omdat  de 
Aoeken  PA'C  én  >OCA'  iegt  zgn  r  iernrijl  PA'  =.  OC  is. 
Hieruit  volgt  vooreerst  dat     / 

.  ■  A'C  s  OP  =*■.„....,    .    (2) 

is ,  /  en    ten  andere  dat   de   hoek  AOC  ,  zoowel  als  de  hoek 

•  XOP,    het  complement   is    van    den   hoek  AOP,  dat  alzoo 

hoek  AOC  =  hoek  XOP  =  0  Is,  en  dat  wij  bijgevolg ,  voor 

den  boog  AC  in  deelen  van  den  straal  uitgedrukt,  hebben 

Boog  ACrsa^    .    .  ■  ■ (3). 

Uit  het   verband  der  vergelijkingen  (1),*^2)  en  f 3}  volgt 
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onmiddellijk,  voor  de  vergelijking  der-  gezochte  kromme  lijn 

*  =  «0 •    *    •    •    Wi 

dezelve  is  dos  de  bekende  Spiraal  van  Archimkdes.  (Zie 
1.  R.  Schmidt,  piff.  en  Irit.  Rek.  §  163,  1°;  en  voor  de 
iuhoad  vinding  en  rectificatie  §  271,  5°  en  $  272,  9°.) 

Do  eerste  omwenteling  van  den  bewegenden  regten  boek 
volbragt '  zijnde , '  is  bet  onbepaaldelijk  -verlengde  been  weder 
in  de.  rigting  AB,  dat  is  in  den  stand  A'B',  en  bet  punt, 
waardoor  de  kroinme  lijn  beschreven  wordt,  in  Q  gekomen; 
van  dat  punt  Q  af ,  totdat  de  tweede  omwenteling  volbragt 
is,  is  PP'  overal  gelijk  aan  den  omtrek  des  cirkels  en  zoo« 
vervolgens» 

*  Laat   men  den  regten  beek,  uit  den  aanvankelijken  stand1 
0AB, -in   eene  tegengestelde  rigting    bewegen,  zoodat  bet 
verlengde  van  .  AB  den  cirkel  blijft  aanraken,  dan  wordt  <p 
negatief  en   hieruit  onittaat  een  tweede  tak  der  kromme, 
in 'tegengestelde  rigting  Joppende*. 

AANWEa&iüGBtf  van  1).  van  Lak^lersn  Matthxs,  J.  S. 
SrErjEtt  en  J«r  Badon  Ghijbw. 

1°.  Het  is  duidelijk  dal,  gedurende  de  beweging,  bet 
hoekpunt  A  van  den  regten  hoek  de  ontwindende  kromme 
hja  van  den  cirkel  beschrijft* 

2°.  In  bet  voorstel  ia  ni?t  opgegeven ,  of  bet  bepaalde 
been  van  den  regten  hoek,  gedurende  de  beweging,  naar 
den  cirkel  toegekeerd ,  dan  wel  van  den  cirkel  afgewend 
moet  wezen.  In  het  laatste  geval;  dat  in  Fig.27  door  de 
•landen  BA  o,  B' A' p,  B'A'q  van  den  bewegenden  hoek  is 
aangewezen ,  zal  de  kromme  lijn  eene  geheel  andere  gedaante 
hebben,  die;  in  de  figuur  almede  is  voorgesteld.  Om  de 
vergelijking  van  deze  kromme  lijn  te  vinden,  stelle  men 
Op  =  «',  hoek  XOp  :=;  0',  en  trekke  uit  den  regthoe- 
kigen  driehoek  OPp,  waarin  Pp  =  2a  en  hoek  POp  — 
Qf  —  0  ia, 

*  =  ±  Vtf*  —  *••)  «n  &*<$  —  Q)  =  ^?, 

nit  welke  laatste  vergelijking  volgt 

2a 
0'  —  0  =  Boog  Sin.  —7 

x 

2a 
of  0  =z  0'  —  Boog  &' ff»  — ;• 
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'  Deze  waarden  van  %  en  0  in  de  vergelijking  (^overbren- 
gende, komt  er        

2<t 

±  y/(z'*  _  4a2)  =  a<P'  —  a  Boog  Sin.  -^ 

of  na  herleiding 

<P'  =  ±  ty{{fcf-  l}  +  B-g  Sin.  ^  •     •    •    ?)• 

Uit  deze  vergelijking  volgt,  dat  de  laatst  bedoelde  krom- 
me lijn,  mede  éene  soort  van  spiraal  is,  die  nit  twee  ge- 
lijke en  gelijkvormige,  doch  in  tegengestelde  rigting  loopen- 
cle  takken  bestaat. 

3°.  Uit  het  aangevoerde  blijkt  na  gemakkelijk,  dat,  zoo 
men  aan  de  ontbindende  kromme  lijn  van  eenen  cirkel  raak* 
lijnen  trekt  en  op  deze  raaklijnen  ter  wederzijde  van  elk 
raakpunt  den  straal  des  cirkels  uitzet,  de  uileinden  van  de 
aJzoo  binnenwaarts  geplaatste  stralen  in  eene  spiraal  van 
abchimedes  en  die  van  de  buitenwaarts  geplaatste  stralen 
in  eene  andere  soort  van  spiraal  zullen  gelegen  zijn,  welke 
spiralen  respectievelijk  door  de  vergelijkingen  (4)  en  (5)  wor* 
den  uitgedrukt. 

46.  Beschouwen  wij  alleen  de  takken  der  beide  kromme 
lijnen,  die  in  de  figuur  zijn  voorgesteld,  en  stellen  wij  den 
straal  van  den  cirkel  a  =  1 ,  dan  hebben  wij  voor  de  api» 
ralen  de  vergelijkingen 

*  —  0    en    i/f*'*  —  4)  =  0'  -  Boog  Sin.  ^; 

geven  wij  nu  in  deze  beide  vergelijkingen  eene  zelfde  waarde 
aan  0  en  stellen  wij  het  verschil  der  polaire  ordinaten ,  die 
tot  deze  zelfde  waarde  van  0  behooren,  door  x  voor,  dan  is 

0  =  0'     en    «  =  **  —  x\ 
volgens  de  vergelijking  der  eerste  spiraal,  is  dan  0'  sz  s'  —  x9 
waardoor  de  vergelijking  der  tweede  spiraal  geeft 

ytf*  _  4)  =  *'  —  x  —  Boog  Sin.  —, , 

of        *  =  {*'  —  v/(*r*  —  4)}  —  Boog  Sin.  -^    .    (6). 

De  kleinste  waarde ,  die  men  aan  s*  geren  kan  is  *'  SS  2 
ahdan  wordt 

*  =  2  -  {», 
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hetwelk  de  waarde  van  liet  lijntje  o  S  in  de  figuur  is ;  men 
heeft  namelijk!  omdat  a  =  1  genomen  is  geworden, 

o  S  =  (2  —  j?r)  X  OA. 
'Door  de  vergelijking  (6)    te  differentieren,  vindt  men  na 

de  noodige  herleidingen 

•ntwikkelt  mennu  i/(l--— )=fl — — J    ,  dan  verkrijgt  men 


^^-^(t)4-'"*- 


de   noemer  van  .dit  laatste  gebroken  is  blijkbaar  altijd  kleiner 

dan   de  teller,   het  gebroken    zelf  is  das  altijd  grooter  dan 

Tfx 
1  en  bijgevolg  — ,    altijd   negatief,    waaruit  blijkt,  dat  met 

eene  aangroeijing  van  %  altijd  eene  afneming  van  x  gepaard 
gaat.  '  Het  verschil  der  polaire  ordinaten ,  die  in  de  beide 
kromme  lijnen  tot  eene  zelfde  waarde  van  <p  behooren ,  wordt 
dos  hoe  langer  hoe  kleiner,  zoodat  deze  kromme  lijnen  el- 
kander meer  en  meer  naderen. 

Voor  s*  =r  4£,  vindt  men  door  (6)  nagenoeg 
x  =  i  —  «oog  Sin.  Te7  =  0,  01 ; 
trekt  men  dns  eene  voerstraal  .OR  =  4|  X  OA  tot  de  bui- 
tenste spiraal  behoorende,  dan  zal  de  langs  OR  liggende 
Toerstraal  der  binnenste  spiraal,  van  OR  in  lengte  niet  meer 
dan  T5a  OA  verschillen.  Zonder  das  de  figuren  op  een  on- 
geboord  groote  schaal  te  teekenen,  is  hel  onmogelijk  de  bei- 
de spiralen  verder  dan  voor  het  aanvankelijk  gedeelte  af- 
zonderlijk voor  te  stellen.  Van  hier  dan  ook ,  dat  het  pont 
q,  tot  de  tweede  spiraal  behoorende,  in  de  fignar  tevens 
een  punt  der  eerste  spiraal  is  geworden. 

Door  ontwikkeling  zal  men  vinden 


^„.-^.(dv.g)'^)' 


+  «**• 


in  welke  reeks    de    coëfficiënten  het   dobbel  zijn  van  de  bi- 

H5 
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nomiaal   coëfficiënten ,    tot   de  magt  §  behoorende;  tootU  i* 

en    in    deze   laatste  reeks  nemen  de  coëfficiënten  sterker  af, 

dan  in  de  eerste;  daar  na  de  beide  reeksen  wegens  z    >  2 

convergeren,     is    altijd     a'    —    j/(*'a    —    4)    grooter     dan 

2 
Hoog  Sin.  -7.    Volgens    (6)    is   das   x  altijd  positief,  zoodat 

de  tweede  spiraal  altijd  buiten  de  eerste  omloopt,  hoewel 
zij ,  wegens  de  bijzondere  kleinheid  van  * ,  al  spoedig  kan- 
nen geacht  worden*  in  elkander  te  Tallen* 

Voor  «'=oo,  is  *'  —  t/(*'fl—  4)  =  0,  Boog  Sin.— ;    =  0 

en  dus  ook  xr  0,  zoodat  eerst  na  oneindig  Teel  omwen- 
telingen de  spiralen  werkelijk  in  elkander  vallen ;  de  eene  i» 
dus  eene  asymptote  van  de  andere. 

LXX11I.  V  o  o  B  5  v  e-  &» 
Door  D.  tan  Lan keren  Mattües. 
Men  laat  een9  gegeven*  hoek  zoodanig  bewegen,  dat  het 
sent  been  altijd  door  het  middelpunt  eens  gegeven  cirkel* 
gaat ,  terwijl,  het  andere  been  bestendig  de  ontwindénde  vam 
dien  cirkel  blijft  raken.  Welke  is  dan  fa  meet  kunstige 
plaats  van  het  bewogen  hoekpunt  f 

Opgelost    door   D.  tan    La* keren    Matthes^  W*  J.  C 
Rammelman  Elsevier  sn  F.  C.  Radijs.  •  _  »P 

Oplossing,  van  D.  van  Lanejsben  Matthes. 
•  Laat  O  (Fig*  28)  het  middelpunt  en  OA  de  straal  des  op- 
gegeven cirkels  zijn ;  zij  verder  AB  een  gedeelte  Tan  deszelfs 
ontwindénde  kromme ,  BPO  de  bewegende  hoek  in  een  Tan 
zijne  standen,,  het  been  PB  de  ontwindénde  in  B  rakende 
en  het  been  PO  door  het  middelpunt  gaande ,  dan  moet  de 
meetkunstige  plaats  Tan  het  pont  P  bepaald  worden.  Nemen 
wij  daartoe  O  als  pool,  OAX  als  oorsprong  der  hoeken  aan, 
stellen  wij 

OP  =  *,  hoek  XOP  =  (J,OA=acn  hoek  BPO  =  *, 
en  trekken  wij  eerst  uit  B  eene  raaklijn  BC  aan  den  cirkel, 
daarna  den  straal  OC  en.  eindelijk  uit  O  eene  lijn  OD  even- 
wijdig met  BC,  dan  is  ODBC  een  reglhoek,  omdat,  vol- 
gens  de  eigenschappen    der  ontwindénde  kromme  lijnen ,  de 
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hoek  PBC  regt  is ;  volgens  diezelfde  eigenschappen  is  BC  = 
Boog  AC  en  das  ook  , 

OD  =  Boog  AC .    (IJ. 

Yerder  is,  uit  den  regthoekigeu  driehoek  OPD, 

OD  =  OP  x  Sin.  BPO  =  %  Sin.  «     ...    (2), 
alsmede  hoek  POD  =  90°  —  a'f 

maar  uit  de  figuur  volgt 

hoek  AOC-=  hoek  XOP  +  hoek  POP  +  hoek  DOCf 
dm  is  ook 

hoek  AOC  =,0  +  90*  —  «  4-  30°  =p  1B0°—  «  +  <p; 
voor    den    boog   AC,   in    deelen  van  den  straal  uitgedrukt, 
hebben  -wij  dien  ien  gevolge 

//ooj  AC  =  tffT  —  «  +  <J)>    .    .    - . . .    (3). 
Uit  het  verband  .  der  vergejijkiugeu  (1) ,  (2)  en  (3)  volgt 
na  onmiddellijk,    voor  de   polaire    vergelijking    van    de  ge* 
vraagde  meetkunstige  plaats, 

*  Sin.  *  =  afa  —  *  «+■  0) 

of  *  =  ^L-  (*  —  «  +  <f>)  .    .    .    .    (4), 

welke  vergelijking  .  aanwijst ,  dat  -  die  meetkonslige  plaats  de 
Spiraal  van  Archimedes  is. 

Aaxverkino  van  J.  Badon  Ghijbbn.  Verbeeldt  men  zich 
den  bejegenden  hoek  in  dien  stand  j  dat  het  raakpunt ,  van 
het  eene  been  met  de  ontwindende ,  in  het  beginpunt  A  der 
ontbinding  zij ,  dan  zal  dat  been  langs  XO  liggen ;  het  an- 
dere been  altijd  door  het  middelpunt  gaande,  zal  (fan  het 
hoekpunt  in  O  sijn,  zoodat  XOE  =  as,  den  hoek  in  dien 
stand  zal  voorstellen.  Nemen  wij  nu  het  verlengde  van  QEt 
dat  is  OF,  tot  nieuwen  oorsprong  der  hoeken  aan,  en  stek 
len  wij  alzoo  hoek  FOP  =  Q',  alujd  OP  =  s  blijvende 
stellen ,  dan  is  hoek  FOX  =  180°  —  a  en  dus 
#  —  hoek  FOP  =  Aos*  FOX  +  hoek  XOP  =  180°  —  «  +  0 ; 
nierdoor"" verandert  de  vergelijking  (4)  in 

r  Al».* 

Trekken  wij  verder,  evenwijdig  niet  XO,  aan  den  cirkel 
eene  r  aaklijn  HG,  die  OE.in  G  snijdt,  dan  is  Ao«£OGH=r« 
en  OH  ==  OG  Sin.  OGH  ,  of  a  =  OG  &«.  «;  zoo  wij  dus 

OG  =  d  stellen,  is  ^ —  zzz  a' ,  waardoor  de  laatste  polaire 
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vergelijking  verandert  in 

«  =  «'$* (5)j 

hetwelk  de  gewone  vorm  voor  de  polaire  vergelijking  Tan 
de  Spiraal  van  Arob  wed  es  is. 

LXX1V.    Voorstel* 

Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

De  waarde  van  x  te  vinden  uit  de  vergelijking 

x*  =  x*-*    +  *"-*    +  **-*    +  jr"-4    +  «iis., 

waarin   men  n    oneindig  groot  neemt,    terwijl  het   tweede 

lid  der  vergelijking  tot  in  het  oneindige  voortloopt  f 

Opgelost  door  J.  Bad  om  Ghijbbn,  D.W.Hinsb,  J.  8. 
Sfsjjer,  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier,  M.  G.  Snoer/ 
J.  C.  Ouvier.  en  F.  C.  Radijs. 

Oplossing  van  J.  Badom  Ghijben. 
Laat  m   bet  oneindig  groote  getal  zijn,  waardoor  het  aan- 
tal termen   van  het  tweede  lid  der  vergelijking  wordt  uitge- 
drukt, dan  is  die  vergelijking 

je»  =:  x»-1  +  *"-*  -f-  *«-»  -f-  en* -4.  x"-*+1  +  *■-*  ; .  (IJ 

dezelve  met  x  — -  1  vermenigvuldigende,  komt  er 

x»(x  —  1}  =  x*  —  x—m (2) 

en  vervolgens  door  x*  deelende 

*  —  1  =  1  —  *-» 

(t)"=2-* «• 

*  Aan  deze  laatsfe  vergelijking  wordt  vooreerst  voldaan  door 
4  =  1,  maar  deze  waarde  voldoet  aan  de  oorspronkelijke 
vergelijking  niet  en  is  door  de  plaats  gehad  hebbende  ver* 
tnenigvnldiging  met  x  — *  1  ingevoerd  geworden;  deze  waarde 
vtoor  x  moet  das  verworpen  worden.  Door  voor  *  positieve 
of  negatieve  waarden  kleiner  dan  1  te  nemen,  kan  aan  de 
vergelijking    mede    niet  voldaan  worden,  omdat  in  (3)  voor 

zulke   waarden,   uit  hoofde  van  m  =  00,  f — )  =  00  zon 

worden ,  terwijl  2  —  s  eene  eindige  waarde  zon  verkrijgen. 

Hieruit  volgt  dat  x  >  l  moet  wezen  ;  alsdan  is  f — )  =  0, 

dus  volgens  (3)  ook  2  —  x  =  0  en  bijgevolg  x  =  2. 

Ten  gevolge  der  plaats  gehad  hebbende  deeling  door  x"  , 
kunnen  waarden   van  x,  die  aan  de  oorspronkelijke  vergelij- 


of 
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Jriog  voldoen ,  verdonkerd  geworden  zijn.  Dit  heeft  plaats  , 
indien  n  >  v%  is,  want  dan  is  elk  lid  der  vergelijking  (2) 
door  eene  positieve  magt  van  x ,  dat  is  door  xn~m  deelbaar , 
zonder  dat  men  tot  negatieve  exponenten  vervalt.  De  waar- 
den die  dan  x"~m  =  0  maken  voldoen  aan  (2)  en  das  ook 
aan  (I).  Hebben  hierbij  *  en  m  een  eindig  verschil,  dan 
kan  alleen  x  —  0  aan  de  vergelijking  xH"m  =  0  voldoen. 
Is  echter  n  —  tn  rzs  oo  ,  dan  wordt  aan  de  vergelijking 
MUmm  zin  0  voldaan ,  door  alle  positieve  of  negatieve  waar* 
den  van  x,  die  kleiner  ^ian  eenheid  zijn. 

Aan  de  opgegevene  vergelijking  wordt  dus  in  alle  geval- 
len voldaan  door  x  — 2;  indien  het  oneindig  aantal  termen 
van  het  tweede  lid  grooter  is  dan  het  oneindig  getal  *,vol~ 

» 

doet  ook  x  zzz  Oj  en  indien  dat  oneindig  aanlal  termen 
oneindig  veel  grooter  is  dan  n,  voldoet  bovendien  elke  po- 
sitieve of  negatieve  waarde  voor  x ,  die  kleiner  dan  de  een- 
beid  is. 

LXXV.    Vootstxfc. 
Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevieh. 

Wanneer  men ,  op  de  règthoekezijden  AB  en  AC  (Fig.  29) 
van  tenen  regthoekigen  driehoek  ABC,  vierkanten  AE  en 
AF  beschrijft  èn  de  iijnen  EC  en  FB  trekt,  eikander  in  O 
enijdende }  dan  zal  de  lijn,  die  uit  den  regten  hoek  A  door 
het  punt  O  getrokken  wordt,  loodregt  op  de  hypothenuem 
ataan*    Men  vraagt  het  bewijs  hiervan? 

Opgelost  door  D.  W.  Hinse,  J.  S.  Speijer,  F.  C.  Ra- 
dijs,  W.  J.  C.    Rammelman   Elsevier  ,    L.  J.  Ulman  en 

G»   KOSTBB. 

I.    Oplossing  van  D.  W.  Hinsb. 

Volgens  eene  bekende  stelling  (Zie  J.  de  Gelde*  ,  Beg. 
der  Meetk.  Derde  Druk,  §  346)  is 

AG  X  BD  X  CH  -s  BG  X  CD  X  AH 
of      BD  :  CD  =  BG  X  AH  :  AG  X  CH  .  .  .  (I). 

De  driehoeken   ABH  en  CFH  zijn  gelijkvormig,  even  zoo 
de  driehoeken  BEG  en  ACG;  hieruit  volgen  de  evenredighe- 
den AH  :  CH  =  AB  :  CF 
en  BG  :  AG  =  BE  :  AC, 
of,  dewijl  CF  =  AC  en  BE  =  AB  is , 
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AH  :  CFT  =  AB  :  AC (2) 

en  BG  :  AG  =  AB  :  AC    .    .    .    .    .    (3j. 

De  overeenkomstige  termen  der  evenredigbeden  (ij  '2) 
en  (3)  met  elkander  vermenigvuldigende,  komt  er,  na  weg* 
lating  der  gelijke  factoren, 

BD  :  CD  =  AB2  :  ACa; 
dus  is  ook        BD  +  CD  :  BD  =  ABa  -f-  ACa  :  AB4 
of  BC  :  BD  =  BC*  :  AB2/ 

waaruit  verder  volgt        AB2  —  BC  X  BD 
«n  BC  :  AB  =  AB  :  BD. 

De  driehoeken  ABC  en  ABD  hebben  dus,  om  den  ge- 
meenschappelijken  hoek  B,  evenredige  zijden;  zij  zijn  der- 
halve gelijkvormig  en  hebben  over  de  gelijkstandige  zijden 
BC  en  AB  gelijke  hoeken ;  alzoo  is  hoek  ADB  =  hoek  BAC 
eên'regte  hoek,  en  de  lijn  AD,  door  O  getrokken  staat 
loodregt  op  BC. 

II.  Oplossing  van  J.  S.  Spetter. 
Nemen  wij  de  beide  regthoetszijden  AB  en  AC  respectie- 
Tehjk  tot  assen  der  x  en  y  aan,  atellen  wij  AB  —  p  en 
AC  =  q  en  honden  wij  in  het  oog,  dat  eene  regte  lijn, 
gaande  door  twee  ponten  p  waarvan  «,  0  en  *',  ff  de  coör- 
dinaten zijn ,  tot  vergelijking  heeft 

'-•■*  =  irzrf  (*- •)  •  •  •  •  (i), 

dan  vinden  wij,  omdat    - 

p  en  0    de    coördinaten  van  hel  punt  B , 

0  en      q  —    - —    _    wmm    c , 

•  —  q  en      q  —    —    —     _    F 

en  p  en  — p  —     ■■■■  —    —    —    E 

zijn :   1°.  door  a  =  py  0  =  0,  U  =  0,  ff  =  q  te  stellen, 

▼oor  de  vergelijking  der  lijn  BC:  J  =  —  — (*rj*)  . . .  (ï) ; 
2*.  door  tf=jn,/3=r0,tf'=—  qy  ff  =  q   te  stellen , 

voor  de  vergelgking  der  lijn .  BF :  y  =r ?-  (*— p)  . . .  (3J ; 

3*.  door  et  =  0,  0  =  q,  «'=ƒ>,  ff  =  —  p  te  stellen 

voor  de  vergelijking  der  lijn  C  E :  y—q  -zz. — ^t£jp  ......  (4)# 

Stellen  wij   nn  m  en  n  voor  de  coördinaten  van  het  snij- 
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pant  O  der  lijnen  BF  en  CE ,  dan  moeten  deze  coördinaten 
aan  de  beide  vergelijkingen  (3)  en  (4)  voldoen;  hieruit  volgt 

*  =  —    -~  (w— p)     en     n  —  q  =  —  £ti  », 

P+7  *  p         ' 

en  deze  vergelijkingen  ten  opzigte  van  m  en  n  oplossende , 
zal  men  gemakkelijk  vinden 

m  =  — -^ en    n  = £■£ — -     ....    (5). 

P2+P9+9*  P*+P9+9* 

De    coördinaten   van   het   pont .  A    beide  gelijk  nul  en  die 

van  het  pont  O  »  en  n  zijnde,  vindt  men,  door  in  (l) 
a  zz:  0,  f$  z=z  0 ,  a  z=z  m ,  ff  =  n  te  stellen,  voor  de  ver- 
gelijking der  lijn  door  A  en  O  gaande 

it 
•  y  =  —  x, 

«n,  hierin  voor  m  en  *  de  waarden  (5)  substituerende, 
heeft  men 

voor  de  vergelijking  van  AO :     y  zn  — .  x .  . '    .    .     (6). 

Daar  na  in  de  vergelijkingen  (2)  en  (6}  tasschen  de  coëf- 
ficiënten van  x ,  dit  verband  bestaat ,  dat  den  eenen  gelijk  * 

«tellende  de  andere  —  —  is,  zoo  staan  de  Innen  BC  en  AO. 

a  ' 

waartoe  die  vergelijkingen  behooren,  regthoekig  op  elkander. 

Aanmerking.    Indien  de  vierkanten  op  de  regthoekszijden 

binnenwaarts   geplaatst   worden ,   zoo  als    in  de  figuur  door 

AE'    en  AF'  is  voorgesteld,  zal  het  gestelde  niettemin  -waar 

blijven.    Want  alsdan  heeft  men: 

voor  de  coördinaten  van  het  pant   F' :     q  en  q ;  n   ' 

—     mmm        —    _ .      _     £'  .     p  en  p.f 

—    —     vergelijking  van  BF  ;  y  = —   (XmmmP)  i 


-     CE';  y-q  —  ?=?*; 

P 


,2 


—   —  coördiiH  van  O':     m'zz: ÏÏÊ -• ,  a'rs —  *  f      : 

p*-pq+q*  P*—pq+q* 

en  eindelijk  voor  de  vergelijking  van  AO' 

*  P 

y —— *  =  —  *  > 

welke  vergelijking  dezelfde  is,  die  voor  AO  is  gevonden. 
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LXXVI*    Voorstel* 

Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

Voor  welke  waarde  van  0  is  Sin.Q  -+-  Co*j$  een  maxi* 
mum  f 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier,  D.  W. 
Hxnse,  J.  S.  Speijer,  L.  J.  Ulman  ,  L.  van  ds  Kastse* 
le  ,   G.  Koster  ,  F.  C.  Radijs  ,  «n  J.  Sioenis. 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 
Wanneer  wij  stellen 

z  =:  StJi.^)  4-  Co$.Q , 
▼inden  wij  door  achtervolgend  te  differentiëren 

—  =  C09.Q  —  &*it.0    en     — —  —  —  (&'«•$  +•  Coe.0). 

Stellen  wij  na  —  m  0,  dan  vinden  wij 

Sin.Q  ==  Co$(pp 
of  door  Ce*.$  deelende 

Ta»^  =  1; 
ons  bepalende   tot  bogen,   die   kleiner    dan   de  omtrek   des 
geheelen    cirkels    zijn,    wordt   hieraan  alleen  voldaan 9  door 
<p  =s  45°  of  =  225*    te    nemen.      Voor    <p  =r  45°    wordt 

—  =r   —    }/2  f     welke    negatieve    waarde  aantoont ,    dat 

Q  r=  45°  voor  z  een  maximum  geeft.  Voor  0  rr  225°  wordt 

X2z 
- —  —  4-  j/2 ,  en  blijkens  deze  positieve  waarde  is  dan  % 

een  minimam.  AIzoo  is  0  rr:  45°  of  algemeener  $  ~ 
«  X  360°  +  45°  de  waarde  van  (j>,  die  Sin^>  +  Coê.0  tot 
een  maximum  maakt 

LXXVII.     Voorstel. 

Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 
Men  vraagt  de  integraal  van 

Z,  =  **x  Nep.  Log.  '  +  **  +  **> 

X 

»  • 

te  vinden  f 

Opgelost  cfoor  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier,  L.  J. 
Vxman,  C.  J.  Bolten  >  D.  W.  Hxnse,  J.  S.  Speijer  en  F. 
Cv  Radijs. 
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W 

Oplossing  eau  W.  J,  C.  Rammelman  Elseyiea. 
Schrijven   wij   de  opgegevene  formule  vooreerst  in  de  ges 
daante 

passen   wij  nu  hier  op  de  gewone  herleidingsförmule  der  in- 
tegraalrekening toe ,  dan  Tinden  wij 

X  X 

Nu  is 
Nep.Log.  ^v  K     ^  '=Nep.Log.(a+i/(a*+x*))—Nep.Log.x; 

do.    ^y.Io^+^'+^y^^^'+'.lI)-  !f 
-  *  a+V/(a»-Hr*)        * 

__  ty(**+x*)       tx xXx Xx 

~~  «+!/(••+*)       *  ~  (*+l/(«a+*a))l/(aa+*a)       *  f 
of  na  de  noodige  herleidingen 

door  substitutie  hierran  gaat  y  over  in  * 

,SSfj|rx« - +  *«ƒ___ 

en  deze  laatste  integraal  algemeen  bekend  zijnde ,  hebben  wij 
terstond 

LXXVIIÏ.    V  O  O  R  S  T  E  Ii. 
Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

Den  loop  on  do  voornaamste  eigenschappen  op  té  sporen 
der  kromme  lijn ,  waarvan  s  rz  a  -K"6  Tang.  $  de  pool- 
vergelijking  t*  f 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rak  helman  Elseviee,  J.  S. 
Seejjbh  en  F.  C.  Radijs.     < 

Oplqssiko  van  W.  J.  C.  RammelmanvElsbvieh. 

Nemen  wij  O  (Fig.  30)  als  pool  en  de  lijn  OX  als  oor- 
sprong der  hoeken  aan ,  en  laat  OA  ir  a  en  OB  =  b  gijn, 

J.  Deel.  I 
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dan   ü  omdat,    voor  0  =  0,  *=  «  wordt,  A  een  punt 

der  kromme  lijn. 

Van  0  =  0  tot  0  =  90°  «al  *  Ta*£.  0  en  das  ook  * 
onophoudelgk  aangroeien ,  daardoor  zal  het  gedeelte  APQ 
der  kromme  lijn  ontstaan,  dat  kinnen  den  regten  hoek 
XOY  valt.  Om  dit  gedeelte  te  construeren ,  trekke  men 
door  B  eene  lijn  CBC'  loodregt  op  OX,  beschrgve  uit  O 
met  OA  als  straal  eenen  cirkel ,  trekke  uit  O  eene  willekeu- 
rige lijn  OS,  die  BC  in  M  en  den  cirkel  in  N  siujdt,  en 
make  vervolgens  NP  =  BM ,  dan  «al  P  een  punt  der  krom- 
me zijn;  want  hoek  XOS  =  0  stellende ,  is  volgens  deze 
constructie  BM  =  b  Tang.  0  en  dus  OP  =r  ON  +  NP 
=  OA  +  BM  =  a  +  b  Tang.  0  =  *. 

Voor  0  =  90°  wordt  s  =  oo  ;  het  is  dus  mogelijk ,  dat 
de  kromme  lijn  eene  regtlijnige  asymptoot  evenwijdig  met 
OY  hebbe.  Stellen  wij  den  afstand  PE ,  van  een  willekeurig 
punt  P  der  kromme -tot  aan  de  lijn  OY,  door  x  voor,  dan  is 
x  =s  zCo$4f>  ^.  (a-\-bTang.0)  Cos.0  =  aCo»^+bSinj0\ 
voor  0  =  90°  wordt  x  =  b ,  derhalve  is  de  lijn  CBC 
werkelijk  eene  asymptoot. 

Van  0  =  90°  tot  0  =  180° ,  is  altijd  b  Tang.  0  nega- 
tief; is  nn  0  slechts  weinig  grooter  dan  90°,  zoo  is  de  ne- 
gatieve waarde  van  b  Tang.  0  zeer  groot,  weshalve  dan 
ook  *  rs  a  -+»  l  Tang.  0  eene  zeer  groote  negatieve  waarde 
verkrijgt ;  groeit  0  verder  aan »  dan  wordt  de  negatieve  waarde 
van  b  Tang.  0  en  dus  ook  de  negatieve  waarde  van   *  klei* 

ner,  totdat,  voor  Tang4  = j  of  0=BoogTang.—  y,  x=0 

wordt;  de  kromme  lijn  gaat  dan  door  het  pnnt  O  en  wordt 
in  dat  punt  geraakt ,  door  eene  lijn  OF  evenwijdig  met  BD 
getrokken ,  -want  men  heeft 

Tang.  XOF  =s  -   Tang.  OBD  =  -  ^  =  —  -J- 

en   dus    is    XOF    de   waarde    van  0 ,  die  met  *  =r  0  over- 
eenstemt. 

Van  0  =  90°  tot  0  =  Boog  Tang. j   ontstaat  het 

gedeelte  Q'P'0  der  kromme;    dit   gedeelte  wordt   even  als 
vroeger  geconstrueerd,   alleen   met   dit   verschil,    dat   men 
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na ,  eene  willekeurige  lijn  OS'  getrokken  hebbende ,  de  lijn 
BC'  in  M'  en  den  cirkel  in  IS'  snijdende,  N'P'  =  BM'  uit 
N'  op  N'S'  naar  de  andere  zijde  moet  uitzetten. 

Van  0  =  Boog  Tang.  —  ~  tot  0  =  180ó  ia  wel  b  Tang.  0 

negatief,  maar  deze  negatieve  waarde  is  kleiner  dan  a  en 
neemt  voortdurend  af,  zoodat  dan  *  positief  is  en  met  0 
gelijktijdig  aangroeit;  alsdan  ontstaat  het  gedeelte  O  HA'  der 
kromme ,  dat  even  als  boven  geconstrueerd  kan  worden , 
totdat  voor  0  =  180°  2  =  0  wordt  en  das  de  kromme 
door  het  punt  A'  gaat,  waar  de  cirkel  door  het  verlengde 
van  OX  gesneden  wordt* 

Dewijl  0  =r  *  en  0  =■  1806  +  *  dezelfde  waarde  voor 
%  geven ,  zal  van  0  =  180°  tot  0  =  270°  een  gedeelte 
A'KTB.  der  kromme  lijn  ontstaan,  in  den  hoek  X'OY' 
gelegen,  dat  gelijk  en  gelijkvormig  is  met  het  gedeelte 
AKiQ,  dat  in    den    hoek  XOY  ligt     Even  zoo  zullen  van 

0  =  270°  tot  0  =  180°  +  Boog  Tang.  —  y  en  Tan  0 

=r  180°  +  Boog  Tang.  —  -|-  tot  0  =  360°    de  gedeelten 

ifLO  en  OH'A  der  kromme  ontstaan ,  die  respectievelijk 
gelijk  en  gelijkvormig  met  de  gedeelten  Q'L'O  en  OHA'  zijn. 
Neemt  men  dus  ook  OB'  =  b  en  trekt  men  C'B'C"  lood- 
regt  door  XX',  dan  zal  C'B'C"  mede  eene  asymptoot  wezen; 
en  OF  zal  het  gedeelte  R'OA  even  als  het  gedeelte  Q'OA' 
in  O  raken. 

Van  0  =  0  tot  0  =  360°  voortgaande ,  is  dus  de  loop 
der  kromme  lijn  als  volgt :  zij  begint  in  A ,  verwijdert  zich 
-van  den  cirkel  en  verliest  zich  langs  BC  in  het  oneindige, 
komt  aan  de  andere  zijde  langs  C'B  uit  het  oneindige  terug, 
gaat  door  O  en  A'  en  verliest  zich  andermaal  in  het  oneindige 
langs  B'O",  komt  vervolgens  aan  de  andere  zijde  van  B'C' 
uit  het  oneindige  terug ,  gaat  andermaal  door  O  en  komt 
eindelijk  in  het  beginpunt  A  terug. 

Door  de  gegevene  vergelijking  twee  achtervolgende  malen 
te  differentiëren,  vindt  men 


t%  b  #*% 

10  C*9.*0  Z0*    ~       Co$.*0 

I  2 


t%%         U  Sin.  0 
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daar  na  In  bet  algemeen   de  hoek  f,  dien  de  raaklijn  vu 
eenig  punt   eener  kromme  lijn   met  den  Toerttraal  Tan  dat 

pont  maakt,  door  de  formule  Tang.  }  =  -—  wordt  uitge- 
drukt, zoo  is  bij  onze  kromme  lijn 
Tang.)  =  i-^- — ^-^ £  =  —3  (aCot^+töm^J. 

Voor  ^r=Oen  voor  0  =  180°  vindt  men  Tang.}  r=  —j 

o 

de  raakhjnen  AV  en  A'V'  in  A  en  A'  loopen  dos  evenwg- 

n 
dig.    Daar  verder  Tang.  OAV  =:  —  en  volgens  het  vroeger 

gevondene  ook   Tang»  AOV  =:  Tang.  OBD  rr  -7-  is,  zijn 

o 

de  hoeken  OAV  en  AOV  aan  elkander  gelijk,  zoodat  door 
de  onderlinge  snijding  van  XX'  en  de  raaklijnen  der  ponten 
O,  A  en  A'  twee  gelijkbeenige  driehoeken  OVA  en  OVA' 
gevormd  worden. 

Om  de  raaklijn  aan  een  willekeurig  pont  P  der  kromme 
te  construeren,  late  men,  na  PE  evenwijdig  met  OX  getrok- 
ken te  hebben,  uit  E  eene  loodüjn  EZ  op  den  voerstraal 
OP  van  dat  pont  vallen ,  make  UZ  =  OB  =  è,  trekke  UP 
en  stelle  PG  loodregt  op  UP,  dan  zal  PG  de  raaklijn  zijn; 
want  vroeger  is  reeds  gevonden  PE==x  =  aCo*.$-t-ISfta4; 
volgens  de  constructie  is  koek  OPG  =  hoek  PUZ ,  omdat 
béide  deze  hoeken  het  complement  van  den  hoek  UPZ  zgn, 
terwijl  uit   de  regthoelrige   driehoeken   PEZ   en   PUZ   volgt 

ZP  * 

Tang.  PUZ  =  ^   cn  ZP  =  PE  Co8'  £PZ'    derhalve   » 

haar  behooren 
'ft*  OPG  =  Tang.  PCZ  =  ^  =  ™  C^EFZ 

(•  Co»4 1 +  *  &**•$)  CotJp 
— 1 • 

Voor   de  ponten  der  kromme ,  waar  de  raaklijn  evenwij- 
dig met   OT  loopt ,  moet  0  -+.  ^  —  90* ,  en  dus  TangJfy 

:=  y        «  «9»  f  in  verband  met  de  boven  gevondene  waar- 
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de  voor   Tang.ty ,   heeft  men   das  voor  de  bedoelde  punten 

TmmmA  z=  * *fcft*0 

waaruit  achtervolgen*  gevonden  wordt 

a  Tang.  0  +  b  Tang.2<p  —  i  Scc.2$ 

a  Tang*  <p  +  6  TangSQ  =  *(1  +  Tang*Q) 

a  Tang*  $  zzz  6 

6 
en  Taft#  $  =  — ; 

a 

daar    nu    vroeger   gevonden  is    Tang  XOF  =z  —   ~,  zoo 

blijkt  hieruit ,  dat  de  voerstralen  der  punten  K  en  K',  waar 
de  raaklijnen  evenwijdig  met  OY  loopen ,  loodregt  op  OF 
staan. 

Voor  de  punten  der  kromme ,  waar  de  raaklijn  evenwij- 
dig niet  OX  loopt,  moet  0  +  4/=  180°  [zijn  en  dus 
Tang.  0  =  —  Tang.  \J/J  volgens  de  gevondene  waarde 
▼oor  Tang.  4*j  moet  men  das  voor  deze  punten  hebben 

(a+6Tang4)CoB.* <p  a+bTang4 

Tang4  = -b —  — ïsZJQT' 

waaruit  achtervolgens  wordt  afgeleid 

Tang4  Sec2<p  =  —  ~  —  Tang4 , 

Tang.(p  {\+Tang.*$)  +  Tang4  +  ~  —  0, 

o 

en  Tang.*Q  -f-  2  Tang4  +  ~  =  0; 

het  vinden  dezer  punten  hangt  dus  van  de  oplossing  eener 
derdemagtsvergehjking  af.  Nemen  wij,  zoo  als  nagenoeg 
met  de  figuur  overeenkomt ,  dat  6  ss  fa  gegeven  is ,  dan 
wordt  de  vergelijking 

Tang.*$  +  2  Tang4  «+-  §  =  0; 

hieraan  voldoet    nagenoeg    Tang4  =   —   fé   = 0  66 

en  dus  0  =  146°§.  Makende  alzoo  in  de  figuur  XOH  =  146°|, 
dan  zullen  OU  en  OH'  de  voerstralen  zijn ,  waarop  de  pun- 
ten H  en  H'  liggen ,  in  welke  de  raaklijnen  evenwijdig  met 
OX  zijn. 

Voor  de  punten,  in  welke  de  kromme  lijn  door  den  cir- 
kel gesneden  wordt ,  moet  ±  s  — :  a  zijn ;  hierin  voor  z  de 

13 
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waarde  a  +  è  Tang4>  stellende,  komt  er 

a  +  b  Ta*g4  =  «    of    —  a  —  b  Tangjp  =  a, 

waaruit  volgt 

2a 

Tang.<p  =  0    of        Tang4  =  —  y; 

de  eerste  waarde  van  TangJp  wijst  de  piraten  A  en  A'  aan; 
de  tweede  leert,  dat  de  ponten  L  en  V  zullen  gevonden 
worden,  zoo  men  BC'  =  2a  neemt  en  OC'  trekt,  den 
cirkel  in  L  en  L'  snijdende. 

Voor  de  punten,  in  welke  de  kromme  lijn  door  de 
asymptoten  gesneden  wordt ,  moet  *  Co$4  =  ±  *  >  <*ua 
x*Co*.*Q  =  £a  of  *a  =:  b*Sëo.*Q  zijnj  daar  na  uit 
*  —  a  +  b  Tang.tp  volgt , 

« a  b24-(% — a)a 

Tnng4=  -y-  en  &c.*$  =  l+Tang.*<p  = ^T-^' 

zal  men  voor  de  bedoelde  snijpunten  moeten  Lebben , 

,  *a  =  *a  +  (*  —  a)«, 

waaruit  gemakkelijk  gevonden  wordt 

ga  -f-  *a 


*-       2a 


*  —  a aa  —  b* 

en  T«v4  =  —j—  — ^—  i 

plaatst  men  dus  in  den  cirkel  eene  koorde  D'W'  —  BD 
—  |/(aa  -|-  fla)  en  trekt  men  uit  Wr  eene  lijn,  evenwijdig 
met  OX,  BC'  in  T'  snijdende,  dan  zal  T'  tevens  het  punt 
zijn,  waarin  de  kromme  door  de  asymptoot  BC'  gesneden 
wordt.    Uit  de  constructie  namelijk  volgt 

uvr—  D'D  2a     ' 

BT' =  OW  =  OD' -  D'W  =  a-^±L  =  ^— i-, 

Aa  m 

Tang .  XOT  =  -  Tang.  XOT'  =  -  ^-  =  _  £_£- , 

en  dit  is  juist  de  waarde  van  Tang.0,  die  zoo  even  voor 
de  snijpunten  T  en  T'  gevonden  is. 

De  kromtestraal  r  van  een  willekeurig  punt  eener  krom- 
me lijn,  in  het  algemeen  voorgesteld  wordende  dooF  de 
formule 
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_W--®T 

zoo  hebben  wij ,  door  hierin  de  bovengevondene  waarden 
der  differentiaal  quotiënten  over  te  brengen ,  yoor  onze  krom- 
me lijn 

|/(g»  +  t2S*c.+Q)* 

r         *2  +  2b2Seo.+(f>  —  26*  Tang4  Sterf 

In   het   pont    O   is    *  —   0,   Tang.<p   =r  —  — -  en  das 

a*  4-  6a 

£ec.2d=- — ~- — ;   hierdoor  wordt  de  kromtestraal  van  dat 

o2 

pnnt  gevonden  te  zijn 

•*    -+•  0* 

r=-2*— 
In  de  punten  A  en  A'  is  *  ss  a  en  0  =  0  of^=rl80°, 
dna    Tai^g.  0  =  0,    Sac$  =±  1   en   Sec.20  r=r  1 ;  hier- 
door vindt  men,  dat  in  elke  dezer  ponten  de  kromtestraal  is 

_  y{a*  +  b*y 

*2  +  26* 
Uit   de  gedaante   der   kromme   lijn,    zoo  als  die  door  de 
constructie   verkregen    is,    ziet   men    ligtelijk,    dat  zij  in  de 
takken   AKQ  en  A'K'R  baigpunten  moet  hebben.    De  plaats 
dezer   buigpunten   wordt  het   gemakkelijkst  gevonden,  door 
op   te   merken,  dat  in  zulke  punten  de  kromtestralen  nol  of 
oneindig  groot ,  en  wel  in  de  meeste  gevallen  oneindig  groot 
zijn.     Daar  nu  in  óns  geval,  voor  deze  punten,  *,  Tang.Q 
en    $ec$   geen  van   allen    nu}  of  oneindig  zijn ,  knnnen  in 
de  formnle  voor  den  kromtestraal  teller  of  noemer  geen  van 
heide    oneindig  worden   en   de   teller    kan ,  als  de  som  van 
twee  vierkanten    bevattende,   ook  niet  nul  zijn.    De  eenige 
omstandigheid,     die    er    tot   het   aanwezen   der   buigpunten 
overblijft ,    is    alzoo  dat   de  noemer  nnl  zij ;  stellen  wij  der- 
halve      *a  +  2b*  Sec.+Q  —  26*  Tang$  Sec.*<p  =  0, 
dan   vinden   wij,  *  =  a  +  b  Tang.  $  en  SêcSQ  =  1  -f- 
Tang.7$  substituerende, 
(trïb7*ng4)*+2b*(l+Tang.*<p)*—2bTang-fa 
en  na  behoorlijke  herleiding 
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_  34  _  o*  -t-  24* 

T"***  -  ü  Ta**a<p  -  -Sr1  =  °' 

zoodat  de  bepaling  der  buigptuiten  van  eene  derdemagtsver» 
gelijking  afhangt.  Nemen  wij  even  als  boven  aan,  dat 
6  zzz  f «  gegeven  is ,  dan  wordt  deze  vergelijking 
Tang*<p  —  ff  Tang.*<t>  —  |f  =  0; 
hieraan  voldoet  nagenoeg  Tang  (f)  :z='  JJ  —  1*&4,  en  dos 
0  —  57°.  Makende  alzoo  in  de  figuur  XOI  =  57°,  dan 
zullen  daardoor  de  voerstralen  01  en  01'  gevonden  zijn, 
waarop  de  bnigpunten  I  en  1'  liggen. 

De  inhoud  van  eenen  polairen  sector  eener  kromme  lijn 
in  het  algemeen  door  de  formule  I  es  §  J*z*X$  uitgedrukt 
wordende,  hebben  wij  voor  onze  kromme 

I  =r  ïf(a  +  b  T*ng4)VtQ9 
of  door  ontwikkeling  van  (a  -f-  b  Tang.Q)*  , 

I  =  §aa$  +  abfTangtyQ  +  *b*  fTang.'QHQ. 

Na  is 

hierdoor  wordt 

I  =  §<**$  —  ö*  £<>£.  Ctot.0  -f-  §**  T«i^0  —  JJ*$  +  C 
of    I  =  §(a2— b*)Q  +  \b*  Tang4  —  ab  Log.  Co*.<p  +  C. 

Stelt  men  in  deze  integraal  $  =  180°  =r  *>,  als  wanneer 
Tangjp  =  0  en  Co8$  =:  —  1  wordt,  dan  komt  er 
§(a2— b*)x  —  ab  Log.  (—1)  +  C; 

stelt  men  in  dezelve  <p  =  Boog  Tang.  f  —  TV'  *k   wan- 

Tang.<p  =-jen    Co*4  —  —  -——-  wordt,  dan 
komt  er 

om  nn  de.  integraal  van  0  =  Boog  Tang.  f  —  — )  tot  0  — 180° 

te    verkregen ,   moet  men  de  laatste  uitdrukking  van  de  vo- 
rige aftrekken,  en  daardoor  vindt  men 
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ling  gegeven*  platte    verticale    vlakken  gebotst,  te  heiden, 
wederom,  door  dat  zelfde  punt  gaat?  (*) 

Opgelost    door    L.  van  de   Kasteele  ,  G.  Koster,  F»  C 

Radijs,   en  J.  Sjoenis. 

I.    Oplossing-  van  L.  van  de  Kasteele. 

Laat  AB  en  CD  (Fig.  31)  de  in  stelling  gegevene  vlakken, 
E  het  punt  waar  de  bol  ligt ,  .voorstellen ,  en  laat  de  bol , 
uit  E  in  de  rigting  EF  voortgeworpen  ,  het  vlak  AB  in  F 
botsen ,  daarna  de  rigting  FG  volgen ,  verder  het  vlak  CD 
in  G  botsen  en  eindelijk  de  rigting  GE,  door  het  punt  E 
gaande,  aannemen,  dan  zal  het  er  slechts  op  aankomen, 
uit  den  betrekkelijke n  stand  van  AB,  CD  en  E,  den  hoek 
AFE  te  bepalen. 

Zij  alzoo  gegeven  de  hoek,  waaronder  de  vlakken  elkan- 
der snijden  ASD  =  *,  alsmede  de  loodregte  afstanden,  van 
het  punt  E  tot  aan  de  vlakken  ,  EH  =  a  en  EI  =  b  ,  en 
stellen  wij  hoek  AFE  =  0,  dan  is,  volgens  de  theorie  van 
de  botsing  der  veerkrachtige  ligchatnen,  ook  hoek  AFE  zzz  Cp'y 
uit  den  driehoek  SFG  is  alzoo  hoek  SGF  =  180°  —  («-+-$) 
en ,     volgens     de   theorie   der    botsing ,  mede  hoek  EGD  = 

180°  (a  +  <p )  j  hieruit  volgt  verder 

Aoe*EFG=l80°— hoekAYE— Aoe*SFG=180°— 2<p 
en   AoaAEGF=180o— hoekEGD— hoekSGFz=2>(x+<p)— 1806, 
terwijl  uk  de  regthoekige  driehoeken  EFH  en  EGI  volgt: 
EH  a  F_  El       _         b 


Sin.  \FE~  Sin.<p  SiikEG  D       Sin.(*+(p) 

Nu  is  ,  nit  den  driehoek  EFG , 

EF  :  EG  =  Sin.  EGF  :  Sin.  EFG 
of     door  substitutie  van  boveii3laande  waarden, 

Sin4      bin.{a+<p) 
hiervoor  kan  men  ach  Ier  volgens  schrijven  : 
aSinSa+<p)  :  bSin4  z=z  —  2Sin.(tt-\-(p)Cos.(a+<t>) :  2Sin4Co$.fa 

a  :  b  r=  —  Co8.(a +<p)  :  Cos.Q , 
aCos><P  =  —  bCoe.(a-\-(P) , 
aCos.tp  =  —  bCos  ctCo8.<p-\-bSin.xSin.<p , 
a    =  —  bCoe.x+bSin.aTang.(p ; 

(*)  I,  K.  Schkidt  ,  Dynamica ,  pag.  165.  No.  3. 
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en  na  volgt  uit  de  laatste  vergelijking  onmiddellijk 
_,        .         a+bCos.a         a   „  _, 

Tans4  =     bSin*  '  =  T  Cotec"  +  Cot~> 
weshalve   de    rigting,   waaronder    de  bol  tegen  het  vlak  AB 
moet  worden  geworpen,  gevonden  is. 

II.    Oplossing  van  G.  Koster. 

Laat  wederom  AB  en  CD  (Fig.  31)  de  vlakken,  alsmede  E 
het  pont  zijn.,  indien  men  dan  uit  E  de  loodlijnen  EU  en  EI 
op  AB  en  CD  laat  vallen,  vervolgens  op  de  verlengden 
dier  loodlijnen,  aan  de  andere  zijden  der  vlakken,  E'H  =  EU 
en  E'I  =  EI  neemt,  en  eindelijk  de  lijn  E'E"  trekt,  zal 
deze  laatste  lijn  de  lijnen  AB  en  CD  snijden  in  de  ponten 
F  en  G,  waar  de  botsing  moet  plaats  hebben.  Want  uit 
deze  cons  tractie  volgt ,  dat  de  driehoeken  E  HF  en  E' HF  'ge- 
lijk en  gelijkvormig  zijn,  dat  alzoo  hoek  EFH  =  hoek  E'FH  = 
koek  SFG  is ;  dat  de  driehoeken  EIG  en  E'IG  mede  gelijk 
en  gelijkvormig  zijn  en  derhalve  koek  EGI  =  hoek  E'GI  = 
hoek  SGF  is ;  derhalve  zal  de  bol ,  door  het  volgen  van  de 
rigtingen  EF,  FG  en  GE,  aan  de  wetten  der  botsing  vol- 
doen en  na  de  beide  botsingen  door  het  aanvankelijke  punt 
£  gaan. 

Uit  deze  constructie  volgt  nog,  dat,  zoo  de  vlakken  eenen 
regten  hoek  met  elkander  maken,  het  punt  waar  de  botsing 
moet  plaats  hebben,  op  elk  der  vlakken,  juist  in  het  hoek- 
punt zal  gelegen  zijn ;  en  dat ,  zoo  de  vlakken  eenen  stom- 
pen hoek  vormen ,  aan  het  voorstel  niet  regtstreeks  voldaan 
kan    worden,    omdat    alsdan    de    lijn    E'E' buiten  den  hoek 

ASD  blijft. 

LXXX.  Voorstel. 
Door  J.  Badon  Ghjjben. 
Onder  alle  trapeziums,  die,  zonder  de  langste  evenwij* 
digo  zijde  mede  te  rekenen,  denzelfden  omtrek  hebben,  en 
waarvan  de  schuinsche  zijden  gelijke  hoeken  met  de  lang' 
ste  evenwijdige  zijde  maken,  begeert  men  datgene  té  vin- 
den, waarvan  de  inhoud  het  grootst  is  f 

Opgelost  door  J.  S.  Speijer,  D.  W.  Uinse,  F.  C.  Ra- 
djjs  en  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

I.    Oplossing  van  J.  S.  Spbijer. 
Zij  ABCD   (Fig.  32)    een  trapezium ,  waarvan  standvastig 
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■ 

AB  +  BC  -+-  CD  =  a  is,  terwijl  de  hoeken  DAB  en  ADC 
onderling  gelijk  zijn;  trekken  wij  in  hetzelve  BE  evenwijdig 
met  CD,  dan  is ,  wegens  de  gelijkheid  der  hoeken  BAE  en  BEA , 
AB  =  BE.  Stellen  wij  nu  hoek  DAB  =  hoek  ADC  =  0, 
AB  =  BE  =  CD  =  x  en  laat  1  de  inhoud  van  het  tra- 
pezium voorstellen  ,  dan  is  : 

ED==BC=a— (AB+CD)=a-2ir , 
Inh.   Par.  BD=EDxCD5i«.EDC=(fl-2x)*Sin.0, 
J«A.DrteAABE==§ABxBE^Ï»ABE=|xa5iii.20==^aStii4rot^, 

en  dus  door  optellirig 

I  —  (a—2xjxSin.<P+x2Sin.(pCo8$. 

Om  nu  I ,  die  eene  functie  van  de  twee  onafhankelijk 
veranderlijke  grootheden  x  en  0  is ,  tot  een  maximum  te 
maken,  zoo  differentiëren  wij  deze  functie,  beurtelings  in 
de  onderstelling ,  dat  óf  Q  óf  x  alleen  veranderlijk  zij,  waar- 
door wij  vinden 

?L  =  (a— Zx)  xCo*4  +  x2(Co*.a<J>— &'n.*(p) 

en         xr  =  C«— **)  *"* 4  +  ï*S*"4Co*4  '> 
ex 

vervolgens  stellen  wij  eik  dezer  difterentiaalquotieuten  gelijk 
nul  en  verkrijgen  hierdoor ,  ter  bepaling  van  x  en  0  9  de 
twee  vergelijkingen 

(a  —  2x)  x  Co*4  +  x*(Co*.*<p  —  Sin.*(p)  =  0 
en  (a  —  kx)  Sin.0  -J-  2x  Sin.<p  Cos0  =s  0. 

Omdat    uit  den    aard  der  aaak  noch  x ,  noch  Sin.Q  gelijk 
nul  kan   wezen  ,  deèlen  wij  de  eerste  vergelijking  door  x  en 
de  tweede  door  Sin.Q,  dan  verkrijgen  wij 
(<*— 2x)Co8.(p+x(Co8.2Q—  Stir.a^)=0  en  a— kx+2xCo$4=fy 
uit  de  laatste  vergelijking  volgt  nu  terstond 

^     ^         bx  —  a  _  a 

derhalve  is 

en   nu  deze  waarden  in  de  eerste  onzer  beide  vergelijkingen 

overbrengende ,  komt  er 

(g—  2jp)(4g— q)        l»ga— 8ay+«2 

2T  +  2Ï  _  ° 
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of  na  herleiding  3*— a  =  0, 

waaruit  volgt  x  =  |a. 

Hierdoor   vinden   wij  verder   £7o*.<J>  =2  —  —  =  \  en 

dus  0  =  60°;  BC  =  a  —  2*  =  §  <*,  AE  =  2*  Cos.0 
=  fa,  AD  =  BC  +  AE  =  fa  en  I  =  TX3«V3-  Men 
ziet  hieruit ,  dat  het  trapezium  een  halve  regelmatige  zeshoek 

moet  wezen. 

IL    Oplossing  van  D.  W.  Hinsf. 

Plaatsen  wij  tegen  het  trapezium  ABCD  (Fig.  32),  waar- 
van de  hoeken  DAB  en  ADC  onderling  gelijk  zijn,  een  an- 
der trapezium  AB' CD  gelijk  en  gelijkvormig  aan  het  eerste, 
zoo,  dat  deze  trapeziums  met  de  langste  evenwijdige  zijden 
tegen  elkander  liggen ,  dan  ontstaat  er  een  zeshoek  ABCDC'B'  A, 
die  den  dubbelen  inhoud  van  het  trapezium  en  ook,  indien 
men  de  langste  evenwijdige  zijde  niet  mede  rekent,  den  dub- 
belen omtrek  van  het  trapezium  heeft.  Daar  nu  onder  alle 
zeshoeken,  die  denzelfden  omtrek  hebben,  de  regelmatige 
den  grootsten  inhoud  heeft,  (Zie  J.  de  Gelder.  Beg.  der 
Meetk.  3de  Druk.  J  513.),  zal  ook  onder  al  de  bedoelde 
trapeziums,  waarin  de  som  der  zijden  AB  -f-  BC  -f-  CD 
«ven  groot  is ,  da  f  gene  den  grootsten  inhoud  hebben ,  dat 
de  gedaante  van  eenen  halven  regel  matigen  zeshoek  heeft. 

Is  alzoo  AB  4-  BC  -f>  CD  =  a  gegeven,  dan  zal  men 
slechts  met  \a  als  straal  eenen  halven  cirkel  moeten  be- 
schrijven, en  in  dien  balven  cirkel,  op  deszelfs  middejlijn 
eenen  halven  regelmatigen  zeshoek  moeten  plaatsen;  deze 
halve  zeshoek  zal  dan  het  begeerde  grootste  trapezium  zijn. 

LXXXL  Voorstel. 
Door  H.  W.  Bloem. 
•  Een  der  belangrijkste  jaartallen  in  de  Vaderlandsche 
Geeehiedenie  kan  aldus  bepaald  worden*  Wanneer  men  da 
vier  cijfert,  waarmede  dit  jaartal  geschreven  wordt,  door 
de  lettere  a,  b ,  e  en  d  voorstelt,  en  gemakshalve  aan  het 
naast  elkander  plaatsen  dezer  letters  (in  plaats  van  daar- 
door eene  stelkunstige  vermenigvuldiging  te  verstaan)  de* 
xelfde  beteekenis  hecht,  die  in  de  cij/erkunst  het  naast 
elkander  plaatsen  van  cijfers  heeft,  dan  is:  1°.  Indien 
abcd  gedeeld  door   ab,   verminderd  wordt  met  abd  gedeeld 
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door  c ,  de  reet  gelijk  aan  da  ;  2*.  indien  de  eem  van  b , 
e  en  d  door  b  gedeeld  wordt,  het  quotiënt  gelijk  aan  het 
quotiënt  van  ed  gedeeld  door  ab  ;  en  3°.  c,  ab  en  bc  een» 
meetkunetiae  reeke.    Welk  ie  het  bedoelde  jaartal? 

Opgelost  door  H.  W.  Bloem,  M.  G.  Snoer,  G.  Kos- 
ter, J.  C.  Olivier,  F.  C.  Radijs  en  J-  S.  Speijer. 

I.    Oplossing  van  H.  W.  Bloem. 

Het  is  uit  den  aard  der  zaak  klaar ,  dat  liet  cijfer  der 
duizendtallen  1  moet  wezen;  wij  bebben  dus  slechts  de  drie 
andere  cijfers  te  bepalen ,  waartoe  dan  ook  de  drie  opgege- 
vene  eigenschappen  genoegzaam  zijn. 

Stellende  het  cijfer  der  honderdtallen  door  x  —  10,  dat 
der  tientallen  door  y  en  dat  der  eenheden  door  z  voor,  zoo 
geeft  het  voorstel  de  drie  volgende  vergelijkingen : 

1000+100(*--10)+10y+*  100-j-10(*^10)+a  . 
l0+(x_l0)  ■                            —             _IÜ(*-1UJ+1, 

(x— 10)+y+g  lOy+g 

*—  io       —  io-h*— io; 

en  y{l0(*-10)+y}  =  {l0+(*-10)}a- 

Deze  vergelijkingen  gaan  ,  na  verdrijving  der  breukeu  en 
behoorlijke  herleiding ,  over  in 

10*ay— 199-ry-r-lO*2— 10ya— yx+xz=0     ....    (IJ, 

*a_9xy— 10jr-r-100y+10s=0% (2) 

en  *a— 10;ry-ya-|-100y=0     .    %. (3). 

Uit  (1)  volgt 

10*ay— 199*y+10.ra— 10ya  /M 

%  ^z  •  •    •         v*) 

y— x 

en  deze  waarde  in  (2)  stellende ,  komt  er 

,~       ,/w,        100*ay— 1990*y+100xa— 100ya       A 

*a_9xy—10*+100yH Z *3- *.  =0 

y— x 

of,  na  verdrijving  der  breuk ,  behoorlijke  herleiding  en  dee- 
ling doop  * , 

xa— 110*y-+-9ya— 110*+21OOy=O ; 

deze  vergelijking   van   (3)    aftrekkende  en  de   rest  door  10 

deelende ,  viodt  men 

10*y— ya+ll*— 200y=0 , 

_  ya-r-200y 
waaruit  volgt  x  =  ^r^Jf 00» 

deze   waarde  voor  x  in  (3)  sabstttuerenda ,  komt  er  na  her- 
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leiding  en  deeling  door  y , 

199y3+9930ya—39879y— 12100=0. 
De    eenige  naar    den    aard  des  voorstels  bruikbare  wortel 
dezer  vergelijking  is  y  =  4;    alzoo  is  volgens  (5)  *  =  J6 
en  volgens  (4)  *  ==  8  J  en  hierdoor  verkrijgt  men ,  «voor  net 
gevraagde  jaartal,  1648. 

II.    Oplossing  van  M.  G.  Snoer.*4 
De  onbekende  cijfers  door  de  letters  voorstellende  ,  dié  in 
de    opgave  genoemd   zijn,    heeft  men   de   volgende  vergelij- 
kingen : 

lOOQq+lOOS+lOc+i  —   103g+10*+tf  _  K6+a 
lQa+b  c 

^-l-c-r-rf lQc+d 

l  lOa+b 

<m  c(10*+c)  =  (10a+*)3. 

Dewijl    men    nn   vier  onbekenden  en  slechts  drie  vergelij- 
kingen  heeft ,    zoo  behoort  het   voorstel  tot  de  onbepaalde ; 
men   zou,    de  jaartelling   in   aanmerking  nemende,  terstond 
a  —  i  kunnen  stellen    en    daardoor    zon   het   voorstel  dan 
bepaald    worden.     Wg   willen  echter  liever  aanloonen,  dat 
de  laatste   der  drie  vergehjkingen ,  indien  men  er  bij  in  aan- 
merking   neemt,    dat    de    onbekenden   slechts   enkele    cijfers 
verbeelden ,   genoegzaam   is ,    om  de  drie  daarin  voorkomen- 
de   onbekenden    a,   b   en   c  volkomen  te  bepalen.    Men  kan 
naraehjk  voor  die  vergelgking  schrijven 
103c  =  (10a  +  b)*  —  c* 
0f  103c  =  (10*  +  b  +  c)  (10a  +  b  —  c)  .    (A). 

Het  eerste  lid  nu  van  deze  vergehjking  is  door  2  deel- 
baar, dus  moet  ook  het  tweede  lid,  en  bij  gevolg  een  der 
factoren  10a  +#+cofl0«  +  *-'•,  *>or  2  deelbaar 
wezen  5  maar  omdat  in  het  algemeen ,  zoo  b  en  e  geheele 
getallen  zijn ,  *  +  o.  en  *  —  e  gelijktijdig  evene  of  gelijk- 
tijdig  onevene  gelallen  voorstellen,  kan  een  der  „factoren 
van  het  tweede  lid  van  (A)  niet  oneven  zijn,  terwijl  de  an- 
dere  even    is ;  alzoo  moeten  die  factoren  elk  op  zich  zelven 

door  2  deelbaar  zijn. 

Daar  het  •  eerste  lid  van  de  vergelijking  ( A)  door  5  deel- 
baar is ,  moet  ook  een  der  factoren  van  het  tweede  lid  door 
5  deelbaar    zgn  •,   dcwgl  reeds  aangetoond  is ,  dat  elk  dezer 
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factoren  even  is,  moet  dus  ook  een  derzelve  door  10  deel* 
.baar  wezen.  Neemt  men  na  ia  aanmerking,  dat  6  en  o 
geheele  positieve  getallen  kleiner  dan  10  verbeelden,  dan 
kan  10  -f-  b  —  e  niet  door  10  deelbaar  zijn ,  ten  zij  men 
hebbe  b  z=.  c\  en  de  deelbaarheid  van  10a  •+-  b  -f-  c  kan 
geen  plaats  hebben ,  ten  zij  b  +  c  =  0  of  b  -+-  c  =  10 
worde  genomen* 

Stelt  men  b  =  e,  dan  verandert  (A)  in 

10ca  =  (10a  +  2c)  10a, 
waaruit  volgt  e  =  a  ±  a\/\\ 

en  hieraan  kan  door  geene  rationale  waarden  voor  a  en  c 
voldaan  worden,  terwijl  a  zz:  0,  onbestaanbaar  is  met  de 
voorwaarde,  dat  het  jaartal  een  getal  van  vier  cijfers  zijn 
moet* 

Stelt  men  b  4-  o  ~  0,  dan  moeten  afzonderlijk  b  =  0 
en  c  =  0  zijn;  hierdoor  zou  dan  volgens  (A)  ook  a  =  O 
worden,  hetgeen  even  zoo  met  de  genoemde  voorwaarde 
niet  kan  overeenkomen. 

Derhalve  moet  men  wel  hebben 

b  +  c  =  10    of    b  =  10  —  c; 
hierdoor  verandert  (A)  in 

10  (10  —  e)  c  =  (10a  +  10)  (10a  +  10  —  2c), 
(10  —  c] )  c  =  2(a  +  1)  (5a  +  5  —  e) 
of  ca  —  2(6  -f-  a)  c  +  10(1  +  a)*  =  0, 

waaruit  men  op  de  gewone  wijze  vindt 

€  =  6  +  a  ±  |/{26  —  8a  —  9a*}. 

Hieruit  blijkt  terstond,  dat  a  =  1  moet  wezen,  omdat 
a  >  1  zijnde  c  onbestaanbaar  zou  worden ;  voor  s  =  1, 
wordt  c  =  7  ±  3,  waarin  echter,  omdat  e  <  10  moet 
zijn ,  het  bovenste  teeken  niet  bruikbaar  is ,  dus  is  c  =  4 ; 
hierdoor  wordt  na  b  =  10  —  c  =  6j  en  derhalve  is  al- 
leen de  derde  vergelijking,  waartoe  de  vraag  aanleiding  gaf, 
genoegzaam  geweest,  om  te  vinden,  dat  a  szr  1,  b  zrz  6 
en  er  4  moet  zijn.  Substitueert  men  deze  waarden  in 
een  der  beide  eerste  vergelijkingen ,  dan  vindt  men  dadelijk 
d  zrz  8  en  het  jaartal  is  bijgevolg  1648* 

Uit  deze  oplossing  blijkt ,  dat  ter  bepaling  van  het  jaartal 
eene  van  de  beide  eerste  voorwaarden  des  vooistels  gemist 
kan    worden    en    dat  bovendien  de  opmerking ,  dat  het  cij- 
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fer    der  duizendtallen   uit    den  aard   der  zaak   1   moet  zijn , 

niet  volstrekt  noodig  is. 

LXXX1I.    Voorstel. 

Door  H.  tan  Blanken. 

1  ' 
Wanneer  men    het  gebroken  —   in  eene  tiendeelige  breuk 

ontwikkelt,  dan  zal,  indien  a  een  ondeelbaar  getal  van  eene 

der    vormen  40*  +  1 ,  40*  -f-  3 ,    40*  +  9 ,    40*  -f-  13 , 

40*  +  27 ,  40*  H-  31 »  40*  -f-  37    of  40*  -+-  39   ie ,    het 

a  —  1 
aantal   cijfer  e   in   het   repetendum   of  — - —    of  een  even- 

a  —  1  ' 

matig  doel  van    — - —  zijn*    Men  vraagt  naar  het  bewijs  t 

2 

Opgelost  door  H.  tan  Blanken  en  J.  S.  Sfeijer. 

I.    Oplossing  van  H.  tan  Blanken. 

Men  heeft  hier  twee  gevallen  1e  onderscheiden;  ten  eerste, 

wanneer   het   ondeelbare   getal  a   begrepen   is    in    eene  der 

vormen   40*  +  1 ,  40*  +  9 ,  40*  +  31  of  40*  +  39  j  en 

ten     tweede,     wanneer    hetzelve    Tan    eene     der    Tormen 

40*  +  3 ;  40*  +  13,  40*  -+-  27 ,  40*  +37  is. 

.  In   het  eerste  geTal  bestaan  er  (Zie  Legendre  ,  Essai  sur 

la    Theorie  des   Nombree,   pag.  260)  zulte  ge  nee  Ie  waarden 

toot  y  en  *,  dat  men  heeft 

a  =  y2  —  10*2 

of  10*a  =  y2  —  a. 

Verheft  men  de  beide  leden  dezer  vergelijking  tot  de  magt 

ran  — r — ,  dan  komt  er 


2 


•-1                             a— 1 
10T  *«-*  =  y*-1 s-ya"s  *  +  onz. 


a  — •  1 
Tan   welke  *  vergelijking ,  omdat  — - —  noodzakelijk  een  ge* 

2 

heel   getal    is ,  het  tweede  lid  nit  een  bepaald  aantal  termen 
bestaat,  die  alle,  op  den  eersten  na,  door  a  deelbaar  zijn. 

De  deeling  van  dien  eersten  term  nn  door  a ,  laat ,  vol- 
gens het  Theorema  van  Fer  mat,  (Zie  Legendrk  ,  u.  e. 
pag.  166)  1  tot  rest  over;  het  geheele  tweede  lid  der  laatste 
vergelijking  is  dus  van  den  vorm  ma  +  1 ,  alzoo  moet 
ook    het     eerste    lid    dier  vergelijking,   dat   is   het  product 

K5 
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10  a  za'x  t  denzelfden  vorm  hebben.  Maar  een.  der  factoren 
van  dit  product  t.  w.  z*~l  heeft,  wederom  volgens  het  Theo- 
rema   van    Febmat  ,    almede  den  vorm  ma  +  1 ;  de  andere 

a-l 

factor  van  dat  product  t  w.  10T  moet   dus   insgelijks    den* 

o-l 

zelfden  vorm  hebben;  10~T,  door  a  gedeeld  wordende,  laat 

dus    1    lot    rest   over,    en  bijgevolg  zullen  de  eerste  — — — 

2    < 

cijfers ,    die    men    bij    de   ontwikkeling  van  het  gebroken  — 

a 

verkrijgt,   bij  eene  verdere  ontwikkeling  telkens  op  nieuw  te 

voorschijn  komen. 

In  het  tweede  geval  bestaan  er  (Zie  Lbgebdhe  ,  w.  «.  pag. 
260)  zoodanige  geheele  waarden  voor  y  en  a,  dat  men  heeft 

a  =  2ya  —  5*a 
of  10a2  =  (2y)2  —  2a. 

Verheft  men  na  weder  de  leden  dezer  vergelijking  tot  de 

a  —  1     ,       _ 

magt  van  — - — ,  dan  komt  er 

2 

«-i  «— 1 

10T  *•-*  =  (2y)-1 — -  (2y)«-*  2a  +  enz., 

2 

uit  welke  vergelijking,  even  als  in  het  vorige  geval,  volgt  dat 

a-l 

10T"   den  vorm    ma   -+-  1  moet  hebben,  en  dat  dus,  bij  de 

ï  'i 

ontwikkeling  van  het  gebroken  — ,  de  eerste  — - —  cijfers , 

a  2 

die  men  verkrijgt,  voortdurend  zullen  terugkeeren. 

In    beide    deze    gevallen    zal  dus  het  repetendum  óf  al  die 

telkens    terugkeerende    — - —  cijfers  bevatten,  óf  uit  minder 

M 

cijfers   bestaan,   zoodanig,    dat  na   twee*   of  meermalen  die 
cijfers   in   de    ontwikkeling  te    hebben    verkregen ,    het  getal 

cijfers   juist  tot  — ^—    zal  zijn  aangegroeid,  als  wanneer  het 

'getal   cijfers    van    het    eigenlijke    repetendum    een  evenmatig 

deel  van  — - —  zal  wezen. 
2 

II.    Oplossing-  van  J,  S.  Speijer. 
Het   gestelde  zal   bewezen    zijn ,   indien   men  kan  aanloo- 
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nen ,    dat ,    zoo   a  ondeelbaar  is  en  de  in  het  yoorstel  opge- 

gevene  vormen  heeft,  KTT —  1  door  a  deelbaar  is. 

Volgens  het  Theorema  van  Fermat,  (waarvan  onder  an- 

deren  het  bewijs  gevonden  wordt  in  het  II.  Dbel  der  Verxam. 

van    Wisk.  Voorst,  des  Genootschaps  CC1 V.  Voohstei)  zal , 

N*-1  —  1 

a  ondeelbaar  en  geen  deeler  van  N  zijnde,         ■ een  ge- 

o, 

heel  getal  zijn.  Daar  a  —  1  noodzakelijk  een  even  gelal  is, 
zal    men    de    uitdrukking   Na_I  — •  1  kannen  ontbinden  in  de 

a-1  o-l 

twee  factoren  NT"  +  1  en  N  j  —  1 ;  een  van  deze  beide  zal 
das  door  a  deelbaar  moeten  wezen. 

Nemen    wij  nu  de  door  Legendre  opgegevene  notatie  aan 
(Zie    Essai  sur  la  Theorie  des  Nomères ,  pag.  170),  dat  is, 

stellen'  wij  door  het  teeken  (— 1  de  rest  voor  der  deeling  van 

KT  door  a ,  dan  kan ,  zoo  als  ter  aangehaalde  plaats  geble- 
ken is ,  deze  rest  niet  anders  dan  -f-  1  of  —  1  zijn ,  zoo- 
dat altijd  I — 1  =:  ±  1  i»«    Ia  ons  geval  hebben  wij  dan  te 

bewijzen  ,  dat  zoo  a  de  opgegevene  vormen  heeft  I  —  \  zzz  + 1 

zijn  zal* 

Volgens  de  aangenomene  notatie  is: 

(— 1  =  ±  1 ,  naar  gelang-  KTT  de  vormen  ma  ±  1  , 

-  \  =  ±  1 , 2T ma±l, 

tl\  —  ±  1 5T ma  ±  1 

heeft;  men  zal  dus  altijd  hebben 

(t)  -  (4)  ><  G> 

Is   nn   a  van  de  vormen  40*  ±  *  >  Wjt  ±  7 ,  40*  ±  9 
en    40*   ±    17,   dat  ia,  van   den  vorm  8ft  ±  1 ,    dan  zal 

/ — ^  =  +1    zijn  ;    maar   is    a  van  de  vormen  40a?  ±  3 , 

40*  ±  H  >  40*  ±  13  en  40*  ±  19,  dat  ia,  van  den  vorm 
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8*  ±  3,  dan  zal  f  —  )  =  —    1    wezen,     (Zie    Leoendrs  7 

u.  s.  pag.  181). 

Om  de  waarde  van  f  —  )  Ie  bepalen ,  maken  wij  gebruik 

yan  de  door  Legendre  (Zie  Essai ,  p.  198)  gevondene  we- 
derkerigheid der  ondeelbare  getallen,  volgens  welke,  omdat 
er  onder  de  ondeelbare  getallen  5  en  a  zeker  één  is,  dat 
niet  den  vorm  4*  +  3  heeft, 

GWf) 

moet    wezen.     Omdat   na  \-r)    de    rest   voorstelt,    die   er 

5-1 

overblijft  als  men  aT  of  a%  door  5  deelt,  zoo  is  klaarblijke- 
lijk,  indien    a    de  vormen  40*  ±  1,  40*  ±  9,  40*  ±  H 

40*  ±  19  9   dat  is  den  vorm  5»  ±  1  heeft ,  (  — J  r=  -f-  1 

en  das  ook  f — )    =   -f-   1.     Maar   is    a  van   de   vormen 

40*  ±  3,  40*  ±  7,  40*  ±  13  en  40*  ±  17,  dat  is,  van 
den  vorm    5n  rfc  3,   dan  is  even  klaarblijkelijk  —  1  de  rest 

der   deeling    van   aa    door  5 ,  en'  das  f  —  J  =  —  1  of  ook 

(4) = -  '• 

Derhalve  hebben  wij; 

voor  de  vormen  a  —  40*  ±  1  en  40*  ±  9> 

voor  de  vormen  a  =  40*  ±  3  en  40*  ±  13, 

C4)=-';(t)=-m«(^)=(4)xO=+.j 

en  hierdoor  is  het  gestelde  bewezen* 

*  a        1 

Aanmerkingen.     1°.   Het  geval,   dat   niet   al    de    — - — 

terugkeerende    cijfers     het   repetendum   uitmaken  >   kan    zich 

a  —  1 
slechts  dan  voordoen,  als  — - —  een  deelbaar  getal  is»    Als- 

dan  zal  namelijk  de  uitdrukking  10~T  —  1 ,  in  twee  factoren 
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kannen   ontbonden  worden ,  waarvan  (r  een  evenmatig  deel 

van  — - —  zijnde)   de  eene  door  ÏO' —  1  kan  worden  voor- 

gesteld*  Ia  nu  101"  —  1  door  o  deelbaar ,  dan  is  klaarblijke- 
lijk het  aantal  cijfers  in  het  re  peten  dam  ook  slechts  r.  Zoo 
is,  bij  voorbeeld,  voor  o  z=  41 ,  als  wanneer  a  een  ondeel- 

baar   getal   van   den   vorm  40x  +  1  is ,  — - —   =z  20  \  nu 

ét 

heeft  10ao  —  1,  tot  factor  105  —  1;  105  —  1  =99999  is 
door  41  deelbaar;  derhalve  zijn  er  5  cijfers  yi  het  repeten- 
dum   van  7TT  =  0,  0243902439 en    dit  getal  5  is  een 

evenmatig  deel  van  — — —  =:  20. 

JU 

2Ö.  Volgens  hetgeen  ten  bewijze  der  opgegevene  stelling  ia 
bijgebragt ,  hebben  wij  ook  nog  : 

voor  de  vormen  a  =z  40*  ±  7  en  40*  dt  17 , 

(1)  =+  <1)=-M«  O  =  Ci)x(i)=- * 

en         voor  de  vormen  a  =  40*  ±-  11  en  40*  ±19, 

alsdan  is  niet  10l~ —  1»  maar  wel  10 1  +  1  en  dus  in  allen  ge» 
valle  100-1— 1=  (lOT*  —  l)    (l0T+l)    door    a    deelbaar. 

Omdat  lOlT—  1  nu  niet  door  a  deelbaar  is  ,  is  het  aantal 
cijfers   in  het  repelend am    noch    — - — ,  noch  een  evenma- 

a 1 

tig  deel  van ;  maar  omdat  10*~*  —  1  wel  door  a  deel* 

baar  ia ,  is  dit  aantal  cijfers  of  a  —  1 ,  of  een  evenmatig 
deel  van  a  —  1  ^  dit  aantal  moet  das  noodwendig  een  even 
getal  zijn.  Hieruit  volgt  de  belangrijke  stelling,  dat,  zoo  m 
een    ondeelbaar   getal   van  de  laatstgenoemde  vormen  is,  het 

aantal    cijfers   in  het  re  peten dum  van  —  voorkomende  altijd 

even  zal  zijn,  en  das  op  de  ontwikkeling  van  dat  repeten- 
dom  altijd  de  eigenschap  kan  toegepast  worden,  die  in  de 
Aakujuxing  op  het  XVI.  Voobstsl  is  bewezen* 


150  NIEUWE    WISKUNDIGE 

3°.  Zoo  a  de  vormen  heeft  in  de  vorige  aanmerking  op- 
gegeven ,  kan  het  geval ,  dat  het  repetendum  niet  al  de 
steeds  terugkeerende  a  —  1  cijfers  bevat ,  zich  slechts  voor- 

•  —  1 
doen,  indien  — ^ —  een  factor  r  hebbende,  die  een  oneven 

2 

ff  —  1 
aantal   malen   in   — — -    begrepen   is,    ook   de  uitdrukking 

2 

10  2  +  I  eenen  factor  \Qr  -+- 1  heeft  en  tevens  10r  -f- 1  door 
0  deelbaar  is ;  alsdan  zal  het  repe  ten  duin  2r  cijfers  bevat- 
ten ,  omdat  10r-|-l  door  a  deelbaar  zijnde,  ook  10*r—  1 
door  a  deelbaar  is.  Zoo  is,  bij  voorbeeld,  voor  a  =  73,  als 
wanneer  a  een  ondeelbaar  getal  van  den  vorm  40x  —  7  is, 

*  ~      =  36;  nu  heeft  10a*  + 1  tot  factor  104  +  1 ;  104+ 1 
2 

=    10001   is    door  73  deelbaar,  derhalve  zijn  er  8  cijfers  in 

het    repetendam    van    ^  =  0,0136986301369863 ;    en 

dit   aantal  8  is  een  even  getal   en  een  evenmatig  deel  van 

73  —  1  =  72. 

4Ö.   Omdat,    na    ontwikkeling    van    het   repetendam   der 

break  — ,  de  rest  der  deeling  1  wordt,  zoo  ral ,  als  de  lel- 

Ier  der  break  6  is  (6  <  a  zijnde) ,  de  rest  der  deeling  b 
zijn;  zoodat  de  bewezene  eigenschappen  evenzeer  zullen  gel- 
den ,    voor   alle    eigenlijke    breuken  — ,    al   is  de  teller  niet 

a 

gelijk  1 ,  mits  slechts  o  een  ondeelbaar  getal  van  de  opgege- 
vene  vormen  zij. 

LXXXIIL    Voorstel. 

Door  L.  van  dk  Kasteele. 

1  Vit  het  middelpunt  M  {Fig.  33)  van  eenen  cirkel ,  en  uit 
een  standvastig  punt  A  van  zijnen  omtrek ,  worden  lijnen 
Mfi  en  AB,  naar  een  willekeurig  punt  B  van  den  omtrek 
getrokken;  en  daarna  wordt  op  den  straal  MB,  van  M. 
naar  B,  een  stuk  MP  gelijk  aan  do  koorde  AB  uitgezet* 
Men  vraagt  de  vergelijking  en  de  voornaamste  eigenschap- 
pen  te  vinden  van  de  kromme  lijn,  waarin  al  de  op  deze 
wijze  verkregene  punten  P  gelegen  zijn  t 
Opoelost    door   J.  Badok  Ghijben,  D.  W.  Hinsb,  W.  J. 
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C.    RiMiiïiMAN   Elsevier,  J.   S.  Spbïjeh   en   L.  van  djt 
Kastkele. 

Oplossing  van  J.  Bajdon  Ghjjben. 
Laat  het  punt  P  (Fig.  33)  volgens  de  opgave  geconstru- 
eerd zijn,  zoodanig,  dat  MP  =  AB  is,  en  nemen  wij  M 
als  pool  en  MA  als  oorsprong  der  hoeken  aan;  stellen  wij 
alzoo  hoek  AMP  =  Q,  MP  =  z  en  AM  =  r,  dan  i* 
AB  =  r  koorde  0  =  Ir  Sin.ty  en  dus,  omdat  MP  =  AB 
is,  ook 

s  =  2r  Sin.l<p (I)  , 

hetwelk    na    de    polaire   vergelijking  is    der    bedoelde  krom- 
me lijn. 

Voor   <P  =  0,   wordt    ook   s  =  0,    derhalve   is    M  een 
punt  der  kromme  en  de  lijn  AM  raakt  haar  in  (lil  punt. 

Groeit  <p ,  van  nul  af  beginnende ,  langzamerhand  aan , 
dan  zal  ook  z  aanvankelijk  aangroeijen;  voor  0  =  60° 
wordt  z  =  r;  voor  <p  =  90°  wordt  s  r=  r\/2)  voor 
(p  s=  120°  wordt  z  =  rv/3}  en  voor  0  =s  180°  wordt 
%  =  2r.  Laat  dus  AMQ  =  60°,  AMR  =  90*,  AMS  =  120° 
worden  genomen ,  en  laat  AM  aan  den  kant  van  M  ver- 
lengd worden ,  dan  zal  men  MQ  gelijk  aan  den  straal  des 
cirkels,  MR  gelijk  aan  de  zijde  des  ingeschreven  vierkants, 
MS  gelijk  aan  de  zijde  des  ingeschreven  regelmatigen  drie* 
hoeks,  en  MT  gelijk  aan  de  middellijn. moeien  nemen,  om 
de  pnnlen  Q,  R,  S  en  T  der  kromme  lijn  te  verkrijgen; 
hetgeen  *  trouwens  even  gemakkelijk  uit  de  constructie ,  die 
ter  bepaling  der  kromme  •  is  opgegeven ,  kan  afgeleid  wor- 
den. Van  4>  =  0  tot  0  s=  180°  verkrijgt  men  alzoo  het 
gedeelte  MPQRST  der  kromme  lijn,  den  cirkel  in  Q  snij- 
dende. 

Het  aangroeijen  van  x  duurt  niet  verder  voort,  dan  tot* 
dat  0  r=  180°  is;  want,  zoodra  0  >  180°  wordt,  zal 
Sin.lQ  <  1  en  dus  z  <  2r  worden ;  voor  0  =:  180°  is 
dus  z  =  2r  een   maximum. 

Stelt  men  0  =  180°  —  a  of  <p  =  180°  +  a ,  zoo  vindt 
men  in  heide  gevallen  z  =  2r  Cos.^x*  Hieruit  volgt,  dat 
men" van  <p  =  180°  tot  <p  =  360°  een  gedeelte  TS'R'Q'M 
der  [kromme  lijn  verkrijgt,  bij  tegenoverstand  gelijk  en  ge- 
lijkvormig   met  het   gedeelte   TSRQM   zijnde,   totdat,  voor 
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0  =  360ó ,    s  =  O   wordt  en    de   kromme    weder   in   het 
punt  M  komt. 

Groeit  0  verder  dan  360°  aan,  zoo  wordt  %  negatief- 
voor  0  =  360°  +  a  wordt  z  =  —  2r  &*!.§«;  deze  nega- 
tieve waarde  van  *  is,  even  groot  als  de  positieve  waarde,  die 
%  voor  0  =  a  verkrijgt.  Is  dns  P  het  pont  der  kromme  lijn, 
dat  door  0  =  «  bepaald  wordt ,  dan  zal ,  als  men ,  op  het 
verlengde  van  MB,  Mp  =  MP  neemt,  p  het  pnnt  zijn  , 
dat  door  0  =  360°  +  et  wordt  bepaald.  Hieruit  volgt 
verder ,  dat  van  0  =  360°  tot  0  =  540°  een  gedeelte 
Mpqst  der  kromme  lijn  ontstaat ,  dat  gelijk  en  gelijkvormig 
is  met  het  gedeelte  MPQST;  en  dat  van  0  :=  540°  tot 
0  =  720°  een  gedeelte  t  s'  q'  M  geboren  wordt ,  dat  gelijk 
en  gelijkvormig  is  met  het  gedeelte  TS'Q'M  en  bij  tegen- 
overstand gelijk  en  gelijkvormig  met  elk  der  gedeelten  tsqM 
en  TSQM. 

Laat  men  0  verder  dan  tot  720°  aangroeijen  ,  zoo  komt 
men  achtervolgens  op  de  reeds  vroeger  verkregene  punten 
der  kromme  lijn  terug;  haar  loop  strekt  zich  dus  van  ft— Q 
tot  0  =  720®  uit  en  wordt  in  de  figuur  aangewezen  door 
de  letters  MPQRSTS'R'Q'Mpq  R'  sts'  Rq'  M.  Men  ziet 
hieruit,  dat  de  kromme  lijn  in  M  geen  keerpunt  heeft,  het- 
geen men  ligtelijk  zou  kunnen  vermoeden,  indien  men 
slechts  het  gedeelte ,  dat  van  0  =  0  tot  0  =  360°  ont- 
staat, geconstrueerd  had;  in  M  gekomen  zijnde,  keert  de 
kromme  lijn  niet  terug ,  maar  vervolgt  zij  haren  loop',  na  de 
lijn  AMT  in  M  geraakt  te  hebben. 

Om  de  voornaamste  eigenschappen  der  kromme  lijn  op 
te  sporen,  kunnen  wij  ons,  daar  zij  uit  vier  gelijke  en 
gelijkvormige  deelen  bestaat,  tot  het  gedeelte  MPQRST  be- 
palen. 

De  vergelijking  (1)  differentiërende ,  vindt  men  terstond 

.       ^  =  rCos.l0 (2) 

De  hoek  +,  dien  de  raaklijn  van  eenig  punt  eener  krom- 
me lijn  met  den  voerstraal  van  dat  punt  maakt ,  wordt  in 
het  algemeen  uitgedrukt  door  de  formule 


v:  <y  Ó  R  S  t  &  L  L  Ë  ft    N»«'  &  i  ;        15*  i 

•  ■   Ta**  +  —  ir  =  * -:  &  •■■■•' 

hierin    de   waarden   (1)    en    (2)    substituerende,  vinden  wjj  - 
▼oor  onze  kromme  lijn 

Voor  $  =  0,  wordt  Tang.  ifr  r=Öen^=:0;  de'  lijs 
AM  is  dtfs  de  raaklgn  van  hel  pont  M. 

Voor  0  =  180°,  wordt  Tang.  $  =  aö  én  $  '-=  '90»;  4e 
raaklijn  in  T  staat  dos  loodregt  op  MTJ     ; 

Voor  <p  =3-90°,  wordt  Tang.  ifr  :=  2;  makende  dus 
MC  =  2  MR    en  trekkende  RC,  zoo  is  ftC  de  lijn,  die  de 

MG 

kromme   in  R  raakt,  want  na  is  Tang.  MRC  =  %T^  =  2. 

MR 
Deze  hoek  MRC    dobbel  genomen  wordende,  verkrijgt  men 
klaarblijkelijk  den  hoek ,  waaronder  de  kromme  zich  zelve  in 
R  snijdt. 

Voor  de  punten,  welker  raakhjnen  evenwijdig  met  AMIóó4 
pen,  moet  men  hebben  iH-  $  =  1806  of  Tang.  <p=  —  Tang.  4. 
Dit  met  de  waarde  (4)  verbindende  en  in  aanmerking  nemen- 
de ,    dat  in  het  algemeen  Tang.  0  z=r  = n&I$L-.  jg 

l—Tang.*$Q 

verkrijgt  men       ^^«^  =  — 2  Tang.^ ; 

aan  deze  vergelijking'  voldoet  vooreerst  Tang.{Q  —  0  of 
Q  z=z  0,  waardoor1  het  punt  M  *wordt  aangewezen  ;  verder 
komt  er,  na  deeling  door  2Tong%<p , 

1  ' 

1—  Tang.*%$  »  V 

waaruit  volgt:  ™    .   '  . 

Tdng.lQ  =  |/2, 


ver- 


■ «    .  < 


;      .Tang.  ««,-23^  -_  2^, <(  ,    , 

".  'V  *  »  • 

.«•••'-.  i  >  .        .  i      .  *        J  •       ■  '  ""f-.  I 

neemt   men  dus    ME^  =rr  f  MA',   stelt  mep   vervelens  oit 
F/   eene  loodhjn  op  MA', 'den  cirkel  in  F'  snijdende,  trekt 
I.  Deel.  L 


154         HIJS  UWE    WISKUNDIGE 

men  AF  en  MF  en  maakt  men  eindelijk  HG'  =  AF,  dan 
sal  G'  het  punt  der  kromme  sija,  waar  de  raaklijn  even- 
wijdig met  AM  loopt. 

De  afstand  van  dit  pnnt  G'  tot  de  lijn  MR  wordt  gevon- 
den ^  indien  men  toot  de  bovenstaande  waarde  van  0,  de 
overeenkomstige  waarde  der  uitdrukking  %  Coê.  $  opmaakt; 
man  heeft  dan  .voor  het  punt  G', 

%  Coê.  $  =  Ir  Sin.\$  Coê.  $  =  —  \W\* 

Voor  de. punten,  welke?  raaklijnen  loodregt  op.  AM  staan, 
moet  men  hebben  +  -+-#  =  90°  of  CoU  $  =  Tang.  <p. 

'  •     ,  1 

Daar  na  volgens    (4J    Coi.   j*  [=  2T     •  i^  ~  *CêU*$  en 

in-  het  algemeen  Tsng4  ^z  r        'f^.  ia ,  200  volgt  hieruit 

aan  deze  vergelijking  voldoet  vooreerst  CoL\$  =0  of 
<P  =180°,  waardoor.  h$t  pont  T  wordt  aangewezen;  ver- 
der  komt  .er.,  na  deeling  door  iCot.fö  .    . 

4 

waaruit  volgt: 

c*t.i4>  =  |/* , 

neemt  men  dus  ME  =  f  MA,  stelt  men  daarna,  op  MA  uit 
het  punt  E  eene  loodlijn,  die  den  cirkel  in  F  snijdt,  trekt  men 
AF  en  MF  en  maakt  men  eindelijk  MG  =  AF,  dan  aal  G 
het  pont  zijn ,  waar  de  raaklipi  evenwijdig  met  MR  loopt. 

De  afstand  •  van  dit  pont  G  tot  de  lijn  MR  wordt  weder* 
om  gevonden,'  indien  men.  voor  de  laatste  waarde  van  0 
de  overeenkomstige  waarde  der  uitdrukking  x  Coê.  $  op- 
maakt ;  men  vindt  dus  voor  het  pnnt  G ' 

*«  Coê.  0  =  2r  Sin^(p  Co$.-Q=  f')/?; 
vergelgkt  men   deze   waarde  yan  %Cqê.  0  met  die,  welke 
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vroeger  voor  het  punt  G'  is  gevonden ,  dan  ziet  men  dab  de 
ponten  G  en  G'  op  gelijke  afstanden  ter  wederzijde  van  de 
lijn  MR  gelegen  rijn. 

Om  door  een  willekeurig  punt  P  der  kromme  eene  raak- 
lijn  aan  dezelve  te  trekken,  trekke  men  uit  A'  eene  lijn 
A'H,  die  in  1  regthoekig  door  den  Voerstraal  van  bét  pont 
P  of  haar  verlengde  gaat ;  op  die  hjn  make  men  1H  =2  A'l 
en  vereenige  het  punt  H  met  het  punt  B ,  waarin  de  cir- 
kel door  den  voerstraal  van  het  punt  P  gesneden»  wordt; 
dan  zal  de  lijn  PK,  door  P  evenwijdig  met  BH  getrokken, 
de  hegeerde  raaklijn  wezen.  Want  stellende  hoek  K  MP  r=$, 
dan  ia  volgens  deze  constructie: 

MI  =  MA    Cos.  A'MI  =  r  Co*.  <p, 
AI  =  MA'  Sin.  AM  f  —  r  Sin.  <p , 
BI  =  BM  +  MI  ra  r  +  p  Co*.  <p  =  2t€W§$, 
Hl  =  2 AI  =  2rSin4  =  4rSt*.§4  Co*.\<p, 

en    Ï^Mfed^IHbgril^U^, 

en  deze  waarde  is  volgens  (4)  juist  die,  welke  gevonden  is 
voor  de  Tangens  van  den  hoek ,  dien  de  raaklijn  vfen  eenig 
punt  met  den  voerstraal  maakt. 

Om  den  kromtestraal  voor  eenig  punt  onzer  kromme  te 
vinden,  brengen  wij  de  waarden  (1) ,  (2)  en  (3)  over  in  de 
algemeene  formule 

{*+©■}• 


R  = 


z 


+.»©'- 


$<pl  t$* 

dan  komt  er  na  behoorlijke  herleiding 

H/(l+3&-n.»éfl)». 
~  2+3K».2  |<p  ' 
nu  is  er  klaarblijkelijk  geene  waarde  voor  $  mogelijk ,  die 
R  =  0  of  R  =  oo  zou  geven,  én  daar  voor  buig.  en  keer- 
punten de  kromtestralen  in'  het  algemeen'  nul  of  oneindig 
moeten  wezen ,  zoo  blijkt  hieruit  ten  overvloede ,  dat  de 
kromme  lijn  geene  buig-  of  keer-punten  heeft. 

Voor  <p  =  0  is  R  =  §r;voor  0  =  180°  is  R  =  $r,  in 
het  punt  M  is  dus  de  kromtestraal  geluk  aan  de  helft,  en  in 
het  pont  T  is  dezelre  -gelijk  f  Van  den  straal  des  cirkels. 

L2 
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*  Om   den  *  inhoud  van  eenen  ppl*iren  sector  eener  krotnme 
lijn  te  vinden ,  hebben  wg  de  algemeene  formule 

I  =  §  /i»^;  . 
hierin    voor   *   de   waarde  .(l)    sleüende,  .hebben  bijvoor 

onze  kromme  lijn 
d^r*S&in.H<pfy=r*f(\-CQê4)Z<P=r\Q-Sin4)..{5), 

hij    welke   integraal,   zoo    wij   de  inhouden   van  $  =  0  af 
willen  beginnen  te  rekenen,  ge*ne  standvastige  moét  gevoegd 

.worden.    ' 

Dewijl   de    inhoud    van   een  cirkelsegment ,  waarvan  <J>  de 

boog  en  r   de  straal  is  ,  door  §r*($  —  SinQ)  wordl  uitge- 
drukt,   is    de  inhoud  van  eenen  polairen  sector  der  kromme 
lijn   het   dobbel  van.  den 'inhoud    van   bet  overeenkomstige 
cirkelsegment;  wij  hebben  dud,,  bij  voorbeeld-, 
Inh.  pol.  $eeC  MPM    •=  2  Inh.  cirk  segnt.  ABAr, 
Inh.  pol.  sept.  MPQM  :=;  2  J»A*  cirk.  sognu  ABQA, 
/»A.^o/.^cr.MPQRM=^/iiA.eir^Mg^-ABQDA=5ra5r-ra. 
Door  verdubbeling  yan  dezen  laats  ten  inhoud,  hebben  wij 

Inh.  knoop  =  rasr .—  2ra;  . 
de   inhoud,  van    elk    der  knoopen  43  dus  gelijk  aan  dien  van 
den    cirkel,   verminderd   met    het  in    den    cirkel  beschreven 
vierkant, 

S.lellen  wij  in  (5)  Q  =  2ar>  dan  komt  er 

Inh.  MPQRSTS'R'Q'M  =  2ra*j 
deze  inhoud  is  dus  het  0ubbel  van  dien  des  cirkels. 

Verminderen    wij   dealen  laalsten  gnhoud  met  dien  der  bei- 
de knoopen ,  dan  komt  er 

Inh.  Mq'RSTS'R'qpM  -=  4r* ; 
deze    inhoud    is   dus  gelijk  aan  dien  van  het  vierkant  op  de 
middellijn  des  cirkels  beschreven. 

Tellen  wij  eindelijk  de  beide  laatatgevöndene  inhouden  bij 
elkander  op,  dan  komt  er  voor  den  inhoud  van  het  geheele 
Üguur,  door  den  buitenaten  omtrek  van  de  kromme  ingesloten  , 
;  JjiA.^STS'ft'stsïR  =  2ra(*  +  2}. 
Laat  men  eene  kromme  lijn  om  den  oorsprong  der  hoeken 
om  wentelen,  dan  wordt  de  inhoud  van  het  pmwentelings- 
ligchaain,  door  eenen  .polaire/i. sector  voortgehragt ,  gevon- 
den door  de  algcmeene  formule 

V  =  |*  JV&'n.  (pr<p ; 


V  O  ORS  T  £  t  L  E  N.    N°.  83.  15Ï 

hierin  4*  waarde  (1)  overbrengende,  komt  et  voor  onze 
kromme  lijn 

bij  welke  integraal  wederom  geen  e  standvastige  moet  gevoegd 
worden ,  indien  men  de  omwentelende  seclonen  bil1 0  zzz  ft 
laat  beginnen* 

Stelt  men  in  (6)  0  =  90° ,  dan  komt  er 

Inh.  om».  MPQRM  =s  AtfY*»- 
en  door  verdubbeling  hiervan  vindt  men' 

Inh.  emw.  knoop  =  {f9r?3|/2«.  . 
Stek  men   in    (6)  $  =£  180°,   dan  vindt   men-  voov   Int 
«umvenletingsligckaam,  waaraan  MPQRSTS'R'Q'&L.  de  door~ 
snede  ia, 

Inh.  omv.  MPQRSTM  =  Zfrr*, 
dat  is  3|  maal  den  bol,  die  r  tot  straal  heeft. 

Trekt    men    hiervan    den  inhoud  af,  die  door  de  omwen- 
teling van   den  knoop  wordt  voortgebragt ,  dan  bekomt  men 
Inh.  4*1».  Mq'RSTM  — :  }?*r*   (4— \/V). 
Voegt   men   de    beide   laatstge  vondene  inhouden  bij  elkan* 
«der , ,  xlan   komt   er   eindelijk,    voor  den*  inhoud  van  het  ge- 
lieele  om wentelingsligctoam  f 

Inh.  omw.  Kgch*  s»  f#rr »  (8— 1/2), 
Aanmerking  tra*  J.  S.  5*ejjeb.  ,  Beschrijft  men  eene  ge- 
wone epicycloide ,  in.  M  haar  keerpunt  hebbende ,  .en  welks 
vaste  cirkel  het  middelpunt  in  A'  en  A'  M  tot  straal  heeft , 
dan  is  ée  vergelijking  van  die  epicycloide ,  altijd  M  de  pool 
en  AM  de  oorsprong  der  hoeken  zijnde,  .  .  .  .    u 

...  *'  =a'4r.AVj^.j        » 

daar  nn  *   =  Ir  Sin'.ty         ..  ..  it  ... 

de  vergelijking  der 'behandelde  kromme  Ujn  is ,  heeft  men 
door  de  eerste  vergelijking  met  r  te  vermejnigvurdigeh  en 
de  tweede  in  het  vierkant  te  brengen, 

%'r  =r  Ar*Sih.*l#  'en  %*  <zs~Kr*Sii.*\Q~l 
zoodat  voor  gelijke  waarden  van  0  en  01    '■  .  ;.*:♦!.,.' 

is.  De  voérstraal  varn  eeltig  punt  onzer  Kram  me  is  dus  rnid- 
denevenredig ,  tasschen  den  overeenkomstigen  v^ersli^^1  .de 

L  3 
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genoemde  epieycloide   en  denëtraal  van  den  voortbrengen* 
den  cirkel. 

Daar  verdet  ty 

...  x  =  2r  SinJ$  =r  ±  l/*'* 
positief  of  negatief  is ,  naar  gelang  lp  kleiner  of  grooter  dan 
360°  genomen  wordt,  «on  onze  geheele  kromme  lijn  kan- 
nen geconstrueerd  worden ,  door  op  eiken  voerstraal  eener 
epicycloide,  de  genoemde  middenevenredige  tér  wederzijde 
ran  de  pool  uil  te  zetten. 

Vergelijkt  men   alleen  het  gedeelte  MPQRSTS'R'Q'll  der 

behandelde  kromme  lijn  met  de  epicycloide,  dan  vindt  men, 

dat   de    as,  de  inbond  en  het  omweriteKngsligchaam  Tan  de 

laatste ,    respectievelijk    tweemaal ,     driemaal  en  vijfmaal  zoo 

groot   zijn ,    als    de    as ,    de    inhond  en  het  omwentelingslig* 

chaan\  tot  het  genoemde  gedeelte  behoovênde* 

LXXXIV.     V  o  o  a  s  t  b  r. 

Door  L.  vak  de  Kasteele. 

ïx 
Men   begeert   de   uitdrukking  \\^0X*\*/ii^x*\  u  ini*~ 

greren  9 

Opgelost  •  door  J.  Badon  Ghtjöek,  J.  S.  Speijeu,  W. 
J.  C.  Rammel* a-n  Elsevier,  J.  Bassan,  L.  vam  i>e  Kas- 
teele ,  F.  C.  Radijs  en  D.  W,  Hinsb. 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghijmn. 

Laat  y  de  te  vindene  integraal  zijn ,  dan  is 

v 

stellen  wij  nu 

l/(l-*»)  =  *)/(t~ax*) (2) » 

dan  wordt  hieruit  gevdfcden 

—  >  *'~!     *   _  («-!)  «ar» 

*  ~~  V  «*»— l  '      i —  («*»— IJ  i/(«wa— 1)  (**— 1) ' 

5.         «J8a-i-l        r*  «     /   .     ^/(a**— 1) 
door  substitutie  dezqr  waadden  verandert  (1)  in 

.  *y  =  »/(— l)  <«•-!) (3)' 

ls  nu  <i  >  1 ,  dan  schrijft  men  voor  (3) 


V  O  OASTËtLEtt.    N*,^  ifc» 

waaruit  volgt 

_        1  r     ** 

'  —  t/(«-l)  V(*»-l)' 
is  echter  •  <  1 ,  dan  schrift  men  voor  (3)-  — 

waaruit  volgt 

—      *       r    **  ' 

*  —  i/o-.)  «V(i-«a)' 

daar  na,  zoo  als   algemeen  bekend  is,  (Zie  onder  anderen 
I.  R.  Sohkidt  ,  Diff.  «»  ImU  fyi.  Tweede  Druk.  $  186.) 


is ,  hébben  wij : 


en    voor  a<l,y==-^r— -r  .«Böflör  &*.«  •+•  C'  .    •    .    (5). 
Verder  is  volgens  (2) 

en   door   snbstitatie  dezer  waarden,  vertederen  de  vergelij- 
kingen (4)  en  (5) ,  na  herleiding ,  in 


y— «7(5=15  ^ Io*         t/0-r**a) +c"(6) 

Indien  «  =  1  is ,  "kannen  deze  formaten1  'geen  Van'  beide 
gebruikt  worden ,  maar  dan  is  •    ....    .hu* 

*»  —  (l-**)|*        '  •;  '     •     ; 

waarnit  men  (Zie  I.  R.  Sohkidt  ,  Diff.  •«  laW'jRï*.  S^èè) 
terstond  vindt 

y=V(U*»)  +  °'  *•'•"  ^$}' 

L  4 
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Willen    wij  de  stapifvastigen  zoodanig  bepalen ,  dat  de  in* 
tegralen    voor   if~r=  0    verdwijnen,,  üan. vinden    wij,    dat 

C  =  0,  C'  z=  0  en  C'  nr  — — - — :  moet genonie'n  worden; 

honden    wij  data  rvwdflr  Bfj  (7}-iO;  liet  oog ,  dat  Boog  Sin.  p 
—  ï*  =  -»•  ^«^  <?*#•  jp  * ,  dan  komt  er  ten  laatote: 

voor  a  <  1,  y  =  ~  — L_ }  *oo*  Co.,  v/^ 
en  voorarr  1,  v=r — ; — • . 


*  *      * 
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j    '---.'    ?  -Door  S.  Dik,.Co*nsz.  :  \ 

«'  ...  •*"„. 

Men  vraagt  de  uitdrukking  Si».s|0  Co$.Q  Sin$  %<p  te 
integreren?  -  -  • '"   ™    .  I  ; 

Opgelost  tf*oor  W.  J.  C,  Rammelman  Elsêvieb,  F.  C. 
Radijs,  J.  S.  Spe  ij  er,  J.  Bassan,  S.  Dik,  Cornsz.,  D.  W. 
(i'H.ft^E  eti  -L-.r.fAO*,  *£  £a&te£lb.  —  *    I  .... 

Oplossing  van   W.  J.  C.  Rammelman  Elsêvieb. 

f  ■ >  '"•-..•'' 

"    •  Omdat  Sin  p  =  2&ft.J$  Cff  4$~ëa  Co*  $  ^  1—2  5i*.*|£ 
is,  hebben  wij  dadelijk: 


■  ..\ 


—  * 

as  4j/TS»«.«{$'  ft  £ï».§4  v/-r  8 ƒ&*»# <V.  Sin.fö     . 
=sf  &«.'-#  -  grAfeft*  *;C*:.  ,  \y  .  .  ;:-, 
(3)  . .  •) .;.  <li- '  tXX*H.  >;*»  p,,  s.»  B  ^     '  _. 

^   'ffoöri.  Dik,  Cornsz.  ' 

C  T 

-IS) Er   zifn  drie  g*t&en]J^ 

«laait,  a/«  125  tot  216;  </<*/■,  a/«  me»  de  beide  laatste,  elk 
mof  2  vermeerdert,  de  t^t kom  eten  tot  elkander  etaan ,  die 
288  /o*  445;  «ft  daty  als^m^i  in  ri  re  te  en  laatste  elk  mei 
,$  cermf&rdtrlj  de . töikmen  diih  als  369  tpt78k  verhouden. 
Welke  zijn  die  getallen  f 

,     Opgelost    door  S.  Di*;#,  Cornsz.,  G.  Kosteb,  F.  C.  Ra- 
KótJ8f  "•  C.  "Snoer  >it vJa.  5w  SpxijiR. 
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Oplossing  van  S.  Dik  ,  Cornsz. 
De   getallen  door   x  9  y  en  *  voorstellende,  lieefl  men  de 
evenredigheden : 

.        *  -f  1  :  y  +  1  =  125  :  216, 
y  +  2  :  *  +  2  ==  288  :  445     '  ■ 
en  x  -f-  3  :  *,  +  3  =  369  :  784» 

Door  de  producten  van  de  uiterste  en  middelste  termen 
dezer  evenredigbeden  aan  elkander  gelijk  te  «tellen ,  verkrijgt 
uien  na  herleiding  de  vergelijkingen: 

•    ■    '        216  *  +      91  =.  125  y  .    .    .    .    .    .    (1), 

445  y  +    314  =  288  * (2) 

en  784  x  +  1245  =  369  * (3). 

üit  (IJ  volgt. 

lJ5y-91        125y_91 

216       -~     8X27  W 

ednit(3)        x  =  36^^  _  369^^5 

W  784         —       8X98^    '    #    '    W' 

,    •••- ,      .                   125y— 91        369*— 1245 
derhalve  \%  ;  _  _ ,  — £■■    i    =  — , s — _ 

27    i    •'  98  ~ 

of  na  herleiding 

12^50y+24697  =  9963*, 


t  waaruit  Volgt  -         :  (   "       '."-'•-'.-       -  .   '■—      ,  •  *#  -        j 
^.  12250y-fr£4697  _  12250y+24697 
*  .    . ,  9963"^-,~-  ^  9X1107"''  ^    -    '  ■  W* 

nit  (2)  volgt  verder . ,'    s 

_  4^_+3j4  "J_  44 jjy+31 4      < 
*"""        238       :~      9x32         •    •    •    •    Oh 
das  is  ook  ;7 .  "  ~"    '.  #  .  ' 

:  ,  445y+314  j_  12250y+24697  , 
32         —  1107         ' 

waarait  dadelijk  volgt  . 

-  _  24697x32-1107x314  _ 
9  ~  1107x*45^12230x32  ~  4?'    ' 
Deze   waarde   van   y   in_(*)   en  (1)  substituerende,  vindt  . 
men     ook    onmiddellijk   x~j=s  2\  en  *  =  7| ;    de    begeerde 
getallen  zijn  derhalve. 2$,  4|  en  7|. ... 

LXXXVTI.  -V'o  o  a_a  Tiri. 
Jf**   vraagt    de   waarden   van   x  en  y  te  vinden ,  uit  de 
vergelijkingen  : 

L  5 
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(x  +  y)c  —  (x  —  y)df=:2«     ên     (x  +  y)  a—  (*  —  y)  6 
•2c(«*— b*) 


O 


8 J2 


Opgelost   door  S.    Dik,    Coakmt.,    M.   G.    Snoer,  J.  S- 
Speijee,  J.  C.  Olitceh,  F.  C.  Radijs  en  (k  Ko&ter. 

Oplossing-  van  S.  Dik  ,  Cornhz. 
Voor  de  gegevene  vergelijkingen  kan  men  schrijven 

(o—d)  x  +  (e+d)  y  —  %a (I) 

«       (—f)  x  +  (a+b)  y  =  *«£=£    .    .    .    .    (2); 


ea — ja 

vermenigvuldigt  men  na  (1)  mei  a—b  en  (2)  met  c~-d,  dan 
komt  er 


{a—b)  (c—d)  x  +  (a-b)  (e+d)  y  =  2a(a—b) 

*n      (—b)  (0-d)  x  +  (a+b)  (c-d)  y  =  M«a-*»). 

e+a 

de    beide  laatste   vergelijkingen   van  elkander    aftrekkende, 

vindt  men 

{(«-*)(c+rf)-(H-«J(«>-0  }y=2«(«-*)-  %£=p , 

ot,  door  achtervolgende  herleidingen, 
f  (ao—6c+ad—6d)—(ac+ic~»d—td)]y^l(a—6)(a—  ^^) , 

<2«rf-2*<0,  =  2(«-*)  «°-W-«*-+i)  f 
(ad-^6ojy  =  (o—*)   -^rj» 


Brengt    men    nu  deze  waarde   voor  y  in  (Ij  over,  dan 
vindt  men  verder 

(e— dfx  +  a — b  zzzla, 
waarait  volgt 

(c—d)x  =  a+b 

a+b 

en  *  :=:  — —.* 

e—d 

Alzoo  zijn  x  r=  — 5  en  y  = .  de  waarden  van  x  en 

c— d        *         c+d 

y ,  waarnaar  gevraagd  ia. 
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LXXXVIII.    Voorstel. 
Door  G.  Koster. 
In  tenen   gelijkbeenigen    driehoek,  waarvan   de  baziê  10 
mtten  ie,   heeft  men    eenen  cirkel  beschreven  en  bevonden, 
dat  deêzelfê   middelNjn   6f  ellen  lang  is.    Men  vraagt  hoe 
lang  de -boenen  van  dezen  driehoek  zijn  f 

Opgelost  door  J.  C.  Olivier,  W.  J.  C.  Rammelkan 
Elsevier,  J.  S.  Speijer,  J.  Bassan,  G.  Koster ,  F,  C. 
Radijs  mM.G,  Snoer. 

I.  Oplossing  van  J.  C.  Olivier. 
Laat  ABC  (Fig.  34)  de  bedoelde  gelijkbeenige  driehoek  en 
E  bet  middelpnnt  van  den  daarin  beschreven'  cirkel  zijn , 
dan  deelen  de  fijnen,  uit  A  en  C  naar  E  getrokken,  de 
hoeken  A  en  C  midden  door;  bet  verlengde  van  CE  deelt 
almede  de  bazis  AB  in  twee  gelijke  deelen  AD  en  BD,  en 
bet  gedeelte  ED  van  die  deelhjn  is  tevens  de  straal  van  den 
ingeschreven  cirkel.  Zij  nu  gegeven  AB  ss  2a  of  AD  := 
BA  =  a  en  ED  2=  r ,  dan  is  in  den  regthoekigen  drie- 
hoek CAD 

CD  =  AD  Tang.  CAD  =  a  Tang.  2  EAD 

of,  daar  in  het  algemeen  Tang*  2a  =  z — ~,         »  is. 

°  1 — Tang.2»     ' 

1— Tang.*EAB' 
maar  uit  den  regthoekigen  driehoek  EAD  volgt 

Tan,.  EAD  =  j-  =  -. 

en  hierdoor  verandert  de  laatstgevondene  waarde  voor  CD  in 

r 
~a  2a3  r 


CD  =  1* 


1  —  — 


r*        a» 


a* 


Stelt  men  nu  hierin  de  gegevene  getallenwaarden ,  0=5 
ellen  en  r  '=  3|  ellen ,  dan  vindt  men  dadelijk 

CD  =  12  ellen 
en  verder        AC  =  BC  =  j/fAD*  -f-  CDa)  =  13  ellen. 
IJ.    Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 
Stellen    wij   alles  als  in  de  vori|l  oplossing  en  zij  AC  ^ 
BC  rs  x ,  dan  hebben  wij 
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//fA.i)ri>A-ABC=ir(AB-j-BC-hAC)=5re2a+2jr)=r(tfH-jr) 
eai«A-/)rwA.ABC=i:VBxCD=iABv/(ACa-ADa)=aï/(*a— aa); 

hieruit  volgt . 

"      ay/{x*—a*)  ;=  r(«+*)>  "    t 

aa(jra— fl)  —  ra(jr+aj9  =  0 

of  .  .  (*+«).  {«*(*— •)  -  *"a(*+*)}  =  °- 

Aan    deze  vergelijking  na  wordt  voldaan  >  door  te  «tellen 

x+a  =  0    of    fla(jr-fl)  —  ra(*-Hi)  —  0,   : 
waaruit  men. vindt, 

*  =  -  o   of  *  =  »^^r2> 

daar  nu  dé  waarde  x  =  —  «  klaarblijkelijk  geen  eigenlek 
antwoord  op  de  vraag  kan  geven  ,  bepalen  wij  on»  tot  <Je 
andere  waarde  van  x  en  vinden  dan,  door  «•=  5  en 
r  =r  3J  te  substitueren ,  *  =  13;  derhalve  is 

AC  =  BC  =  13  ellen. 
LXXX1X.     Voorstel. 

Door   D.   VAN    L ANKEREN   MaTTHES. 

Wanneer ,  ««tl  dis  hoekpunten  een»  driehoek»,  lijnen  ge- 
trokken zfjn ,  die  elkander  in  één  punt  enijden  ,  zoodat  de 
drie  hoeken,  die  deze  drie  lijnen,  in  de  hoekpunten  de» 
driehoek»,  ieder  met  eene  verechillende  zijde  maken,  on- 
derling gelijk  zijn  ,  dan  zal  de  cotangen»  van  een9  dezer 
gelijke  hoeken ,  gelijk  zijn  aan  de  »om  der  cotangenten  van 
de  hoeken  den  driehoek».    Men  vraagt  het  bewijê  hiervan  t 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier,  D.  van 
Lanurxn    Matthes  ,  J.   S.   Speijeb  ,    J.    Bassan  en  F.  C. 

Radijs* 

Oplossing  .pan  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 
Zij    ABC    (Fig.  35)  een  driehoek ,  waarin  het  punt  D  zoo- 
danig   gelegen   is ,    dat  de  boeken  DAB  ,  DBC  en  DCA  on- 
derling gelijk  zijn  en  stellen  wij 

hoek  DAB  =  hoek  DBC  =  hoek  DCA  =  <p, 
hoek  BAC  =  a,  hoek  ABC  =  0  en  hoek  BCA  =  y, 
dan  is 

"  hoekDAC  —  *  — #,  hoek  DBA  =(3— 0en  hoek  DC0  =  y  — 0. 

Omdat   in  eiken    vie^oek,    die    etnen  inspringenden  hoek 

heeft ,    deze  inspringende  hoek  gelijk  is  aan  de  som  der  drie 
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overige  hoekeu,  zoo  is  in  den  vierhoek  A  DB  C 

hoek  ADfi  =  hoek  DfiC  +  hoek  fiCA  +  hoek  CAD 
of     hoek  ADB  =  0  •+  7  +  *  — '  $  r:  *  -f  y', 
«ven  200  vindt  men 

&oe£  BDC  ==  *  +  0  en  Ao*&  ADC  =  fi  +  y, 
hieruit  volgt ,  dat  het  pont  0 ,  waarin  de  drie  bedoelde  lij- 
nen elkander  moeten  snijden ,  om  gelijke  hoeken  met  de 
zijden  eens  gegeven  driehoeks  ABC  te  maken,  kan  gecon* 
strueerd  worden,  door  op  AC  en  BC  als  koorden  cirkel- 
segmenten  te  beschrijven,  die  respectievelijk  de  hoeken 
fi  -f.  y  eui-f-p  bevatten;  het  snijpunt  van  de  boogen  de- 
zer segmenten  zal  dan  het  punt  D  zijn. 

Tot  het  bewijs  der  opgegevene  stelling,  trekken  wij,  uit 
de  driehoeken  ABD,  DBC  eu  ABC,  respectievelijk  de  even. 
redigheden 

AB:BDz=Sin.AT)B:Sin.D\Bzz:Sin.(*+y):Sin4 , 
ED:BC=Sin.DCB:SinSDC=Sin.(y^(p):Sin.(a+p) 
en  &C:\Bz=&n.b\C:Sin.BCA=Sin.m:Sin.y', 

door  de  overeenkomstige  termen  dezer  evenredigheden  met 
elkander  te  vermenigvuldigen,  geraakt  men  terstond  tot  de 
vergelijking 

Sin.*  $in.(a+y)  Sin.(y—Q)  =r  Sin.y  Sin.(*+fi)  Sin$  , 
of,  omdat  *-f-y  z=  180°— fi  en  dus  Sin.(*+y)  =  Sin.fi  is,   ' 

Sin*  Sin.fi  Sin.(y — 0)  zzz  Sin.y  Sin.0  Sin.(m+fi) ; 
ontwikkelen  wi|  nu  Sin.(y — 0)  en  Sin/x+fi)  9  dan  komt  er 
Sin.*  Sin.fi  (Sin y  Co» (p  —'Cos  y  Sin  4)  = 

Sin.y  Sin,Q  {Sin.*  Coefi  -f-  Coe^t  Sin^fi)  ^ 
en  na  deeling  door  Sin.*  Sin.fi  Sinsy  Sin.<p 

CotJp  —  Cotsy  =  Cot.fi  +  Cot  « 
of  Cot.$  =  Cot.x  +    Cot\fi  +  Cot.y  , 

waardoor  het  gestelde  bewezen  is. 

Aanmerking   van    D.   vak  .  Laj*kjbren   Matthes.     Uit  de 
driehoeken    ADB,  BDC  eji.  CDA  volgen  de  evenredigheden: 
AD;BD=iV».ABD:k»,BAD==&>,(j3^)^  , 

BD  :  CD  =  Sin.  B V< D :.  Sin?  CB D  =  Sin  (yh-fa :  $in4 ,     . , 
C D  :  A D  =  Sin.  C A  l)  :  Sin.  A  C D  =  Sin.{4-<p).j  &*$. 
De   overeenkomstige  termen    dezer  evenredigheden  met  el- 
kauder  vermenigvuldigende,  komt  men  'ot  de  vergelijking 
Sin(x—(p)  Sin.(fi~<p)  Sin.(y—<p)  =  Sin*<p, 
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waarvoor  men  ook  schrijven  kan 

&W«— 0)    Sin.(fi— <P)    Si*.(y—4>)  _ 


Sin.aS*n.<p'  Sin.fiSin^*'  Sin*y$in/p  .       Sin^tSin^Sin.y1 
neemt    men    voorts    in    aanmerking,   dat   in  het    algemeen 

g=fcg  =  Of*  -  Cot.p  en  ^  =   C*„c*  i.,   <Un 

kan  men  de  laatste  vergelijking  veranderen  in 
(Cot4h-Cot<$)(C*44>—Cot.p)(Cot4h-Cot.y)=:Co$ec4iCo9ec£Co$ecy, 
ontwikkelt  men  verder  het  eerste  lid,  dan  verkrijgt  men 


Cot.*Q 


L 


-(Coi.*+Cot.fi+Cot.y)Cot.*<f>  -CocecaCoeecJfiCoeecy. 

+(Cot*Cot.fi+Cot.fiCot.y+CotyCot*)Cot4>( 
—Cot.*Cot.fiCot.y  ) 

Substitueert  men  na  in  den  tweeden  term ,  volgens  de  be* 
wetene  stelling ,  Cot*a  -+-  Cot.fi  -f-  Cot.y  —  Cot.Q ,  en  in  den 
derden  term ,  volgerts  eene  bekende  eigenschap  van  de  hoeken 
eens  driehoeks,  Cotx  Cot.fi  +  Cot.fi  Cot.y  +  Cot.y  Cot.a 
=  1  (Zie  h  ds  Gelder  ,  Beg*  der  Meetk.  Derde  Druk  • 
§  959),  dan  verandert  de  laatste  vergelijking  in 

CotJp  —  Cota  CotJfi  Cot.y  =  Coteca  Coeecf  Cotecy 
of  Cet.Cp  =  CoUt  Cot.fi  Cot.y  -f.  Coteca  Cotec.fi  Cotecy ; 
dit  met  de  bewezené  stelling  weder  in  verband  brengende, 
komt  er  c 

Cot&+Cot.fi+Cot.yz=:Cot.e*Cot.fiCot.y-{-Co$êc.ttCo$ec*fiCoêecjy, 
en  men  heeft  dn»  de  algeraeene  stelling:  dat  dê  f  om  van  dé 
cotangenten   der   hoeken   eene    driehoekt   gelijk  ie  aan  het 
product  van   die  cotangenten  opgeteld  bij  het  product  van 
de  coeeeanten. 
Voor   de  laatste  waarde  van  Cet.0  kan  men  ook  schrijven 

'  .  CotccCot.fiCot.y  ' 1 

0t^  "~  Sin.tSin.fiSÏ^y  +  SinaSin^Sin.y 

^  2Sin*Sin.fiSituy     ' 

daar  nn  2Cotx  Coe.fi  Cot.y  =1  —  Cot.**  —  Cvt.2fi  —  Cot.2y 
ie,  (Zie  J.  de  Gelde*  ,  Beg.  der  Meetk.  Derde  Druk.  J  959) 
heeft  men  almede 

3— Cot.**—  Cet.*fi—  Co  e.  *y 

Cotup  _  2Sin.*Sin.pSix.y 
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en         Cot4  =  *"->*+**>(>+**->* 

""V  —         2Sin.*Sin.pS*n.y       > 
waaruit  in  verband  met  de  beweaene  stelling  volgt 
**  4     .*>«»';*>*  Sin.**+Sin.*p+Sin*r 

2&i».a5iJI.|3iSlfl.y 

dos  is:  da  «om  van  de  eotangenten  der  hoeken  eene  drie- 
hoek* golfjk  uan  de  eom  van  de  vierkanten  der  einueeen 
gedeeld  deer  het  dubbele  product  der  einueeen* 

XC.       VoOHSTEL. 

Door  D.  tak  LArttsHEN  Matthes- 

Men  vraagt  almede  te  bewijzen ,  dat  het  vierkant  van  de 
oomeeane  van  een'  der  gelijke  hoeken ,  in  het  voorgaand* 
vooretel  omechreven,  gelijk  ie  aan  de  eom  van  de  vierkan- 
ten der  eoeeeanien  van  de  hoeken  dee  driehoekef 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier  ,  D.  van 
Lanxjbeen  Matthes,  J.  S.  Sfeijeii,  J.  Bassan  en  F.  C. 
Badijs. 

Oplossing  van  W.  J.  C  Rammelman  Elsbvibb. 
Verheffen  wij  de  vergelijking 

CqLQ  =  Cot+  +  Cot-P  +  Cot.y, 
die  in  bet  vorige  voorstel  gevonden  is,  tot  de  tweede  magt, 
dan  komt  er 
Cot.*Q=Cot.2a+Cot.2p+Cot.*y+2(Cot*Cot^Cot.pCot.y+fa^ 
daar   nu    Cot^a  Cot.fi  +  Cot.fi  CoUy  +  Coty  CoUa  =  1  is, 
hebben  wij  ook 

Cot.*Q  =  Cot.*a  +  Cot.*fi  +  Cot.*y  +  2 
en    bij   elk   lid    dezer   vergelijking  1  optellende,  kunnen  wij 
voor  dezelve  schrijven 

1  +  cot.*0=  1  -+-  Cot.*u+ 1  +  Cot.2fi+  1  +  CotSy  , 
waaruit  ,    omdat  in    het   algemeen    1  -f-  Cot.*p  =  Co$ec.2p 
is  ,  terstond  volgt 

Coeec.*(p  =  Coeec.2*  +  Co$ec.afi  -+-  Co$ec.*y. 
Hierdoor  is  alzoo  bet  gestelde  Jbe wezen. 

XCL    Voorstel. 

Door  D.  van  Lamuben  Matthes. 

Men   verlangt  ook   nog  het  bewije ,  dat  de  cotangens  van 

elk  der,   in   de   twee  laatete  vooretellen  genoemde ,  gelijke 

hoeken ,  grf«;£  it -«««  A«*  quotiënt,  dat  er  komt,  %oo  men 
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viermaal  den   inhoud  des  drtehoehê  in  de  bom  van  de  vier* 
kanten  der  zijden  deelt? 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier  , .  D. 
tan  Lankbeen  Matthes  ,  J.  5.  Sfei jer  ,  J.  Bassan  en  F. 
C.  Radijs. 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier* 
-  Laten   vrij    in   Fig.    35 ,  uit  de  hoekpunten  des  driehoek» , 
de  loodlijnea  AM,  fiM  en  CP  op  de  overslaande  egden  val-, 
len,  dan  is,  nit  de  regthoekige  driehoeken- A PC  en  BPC, 

Cou  PAC  —  ^  eri  Cot.  PBC  =  J~, 

AP  BP 

dat  is  Cot.cc  =  —  en  Cot.   fi  =z  — , 

hieruit  volgt  door  optelling 

"„         AP+BP         AB  AB* 

Cot&  -J-  CotS  =:  — — —  —  —   z= • 

1-  ^-P  —        CP  CP  —  ABxCP1 

•tellen   wij    dus  den  inhoud  des  driehoeks  door  I  voor ,'  dan 

is  AB  X  CP  =  2  I  en  alzoo  l 

ABa 
Cot.»  -+-  Cot#  =  -— . 

Uil    de    regthoekige  driehoeken  BMA  en  CMA,  vindt  men 
even  zoo 

x  y     r  t-      .    r  2  1' 

en,  itit  dé  regthoekige  driehoeken  ANB  en  CNB , 

ACa 

Cot.y  +  Cot&  — r- 

'  2  1 

De  halve  som  der  drie  laatste  vergelijkingen  nemende,' 
vindt  men 

,  .'  "c,^  +  Cot#  +  C«,  =  A*±BCVfc*£ 

en  das  is,  volgens  het  LXXXIX  Voorstel  , 

*  "  '_'    *         AB*+BC*+AC« 

hetwelk  gevraagd  was  te  bewijzen. 
Aanmerking.    Dit  de  voorlaatste  vergelijking  volgt 
I—       AB*+BC«+AC» 

k(Cot.a+Cot.p+Cet.yy 
in   het  algemeen  is    das ;  de  inhoud  eené  driehoeh  gelijk 
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wn  de  oom  van   de  vierkanten  der  zijden  gedeeld  door  de 
vierdubbele  eom  van  de  eotangenten  der  hoeken* 

Men  kan  aan  de  gevondene  formulen  ligtelijk  nog  andere 
gedaanten  geven;  zoo  is,  bij  voorbeeld,  indien  o,  b  en  e 
de  lijnen  voorstellen,  uit  de  hoekpunten  naar  het  midden 
der  overstaande  zijden  getrokken, 

AB»  -f-  BC*  -f-  AC*  =  |(«a  +  b*  +  oa)j 
(Zie  het  bewijs  hiervan  in  het  II  Deel  der  Vers.  vanWiek* 
Voor  et.  IX  Voorstel.)  hierdoor  vindt  men  das,  uit  de  vo- 
rige formulen, 

a*  +  b*  +  e2 
-en  i  rr 


Z(Cot.a  -h  €ot#  -J~  Cot7y 
XCIL     Voorstel. 
Door  K.  Smit. 
£s»  getal  ie  vinden  zoodanig ,  dar ,  »*aÏ6M  *t«»  hetzelve 
tot   de  derdo  magt  verheft,  het  getal ,  dat  door  de  laatete 
cijfers  van  dit  deriemagtegetal  uitgedrukt  wordt ,  gelijk  xtp 
aem  het  te  vindene  getal;  terwijl  ook  het  dubbel  van  het  te 
vindene  getal  plue  of  min  de  eenheid,  en  deezelfe  viervoud 
plue  of  min  de  eenheid,  aan  dezelfde  voorwaarde  voldoet  f 
Opoelost  door  J.  S.  Speijer  en  F.  C.  Radijs.  ' 
Oplossing  van  J.  S.  Speijer. 
Zij   het   bedoelde   getal  x  en  Iaat  hetzelve  nit  n  cijfers  be- 
staan ,.  dan  zal  x*  —  x  door  10"  deelbaar  moeten  zijn.  Welk 
getal    men  ook   voor   x  neme ,  zullen  de  getallen  2x  +  1 , 
2x  —  1 ,  4r  +  1  en  4*  —  1,  ieder  in  het  bijzonder,  of  nit 
even  veel  cijfers  als  het  getal  x,  of  uit  ééne  cijfer  meer  be- 
staan ;  naar  gelang    nu  2x  +  1  nit  n  of  n  ■+-  1  cijfers  be- 
staat,  «al   ook   (2x  +  IJ3  —  (2*  +  1)    door  10»  of  door 
10"+*  deelbaar  moeten  wezen  en  even  zoo  is  het  met2x«—  1, 
kx  +  1  en  ix  —  1    gelegen ;    derhalve   zullen    de  vijf  uit- 
drukkingen 

x>-*  =  *(*-l)  (M+l)  (A), 
(2*+!)*  —  (2x+\)  =  4*(2*+l)  (x+\)  (B), 
(2*-l)*  -  <2*-l)  =  4*(2*-l)  (x-l)  (CJ, 
(4*+l)9  -  (4*+l)  =  8*(4*+i;  (2*+lj  (D), 
(4*_j)3  _  (4x-lJ  =  8jt(4*— 1)  (2*-I)  (E), 
I.  Deel.  M 
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atle  ten  minste  door  19*  os  dot  ook  door  5*  moeten  knor 
nen  gedeeld  -worden. 

De  drie  factoren  ,  waaruit  elk  dezer  vijf  uitdrukkingen  be- 
staat ,  zijn  van  dien  aard ,  dat ,  indien  ééne  van  drieën  door 
5  deelbaar  is,  zulks  met  geen  der  beide  overige  bet  gevalkan 
wezen ;  zullen  dns  al  die  uitdrukkingen  door  5*  kannen  ge* 
deeld  worden ,  dan  moet  5"  deelbaar  zijn  in  den  factor  x , 
die  aan  alle  gemeen  is ;  en  de  overige  factoren  zijn  dan  nie* 
door  S  deelbaar. 

Voorts  kan  bet  getal  x  niet  op  ééne  of  meer  nollen  einr 
digen ,  want  was  dit  het  geval,  dan  zou  x*  op  driemaal 
zoo  veel  nullen  eindigen  en  dus  zou  dan  het  getal  x  niet 
door  de  laatste  cijfers  van  het  getal  x*  kunnen  uitgedrukt 
worden.     Het  getal  x  kan  dus  niet  door  10  deelbaar  wezen. 

Brengt  men  nn  de  voorwaarden ,  dat  x  wel  door  5*,  maar 
niet  door  10  deelbaar  moet  wezen ,  met  elkander  in  ver- 
band, dan  volgt  daaruit,  dat  jr  een  oneven  getal  van  den 
vorm  (2a  -f-  1)5»  zal  moeten  zijn  en  wi)  hebben  alzoo  . 

x  r=  (2a  H-  1)5* , 
Waarin   n  het  getal  cijfers  verbeeldt,  waaruit  x  bestaat,  ter- 
wijl a  een  onbepaald  geheel  getal  voorstelt 

Daar  alzoo  de  uitdrukking  (D) ,  behalve  den  coëfficiënt  8, 
slechts  onevene  factoren  bevat,  zal  zij  door  geene  hoogere 
magt  van  2  dan  28 ,  en  bij  gevolg  door  geene  hoogere 
magt  van  10  dan  109 ,  deelbaar  kunnen  zijn;  4x  +  1  zal 
dus  uit  niet  meer  dan  3  cijfers  kunnen  bestaan,  waaruit 
volgt  hx  +  1  <  1000  of 

x  <250. 

Wij  hebben  reeds  gezegd ,  dat ,  voor  eene  Willekeurige 
waarde  van  xf  kx  +  1  of  uit  evenveel  cijfers  als  sf  of 
uit  ééne  cijfer  meer  bestaat;  dit.  laatste  kan  echter,  voor  do 
waarde  die  x  in  ons  geval  hebben  moet,  geen  plaats  heb- 
ben. Want  onderstellen  wij,  terwijl  x  uit  n  cijfers  bestaat, 
dat  4x  +  1  uit  *  -f-  1  cijfers  bestaan  zou,  dan  zon  (IX) 
door  10*+x  en  alzoo ,  in  verband  met  het  reeds  aangevoer- 
de ,  x  door  5*+*  moeten  kunnen  gedeeld  worden;  maar  het 
kleinste  getal  van  n  cijfers,  dat  door  5""  deelbaar  is,  is 
625  en  dus  zou  de  gemaakte  onderstelling  vorderen,  dat  x 
ten    minste    625  ware,    hetgeen  met  de    reeds   gevondene 


VOORSTELLEN.    N*«  92  en  «3.         171 

voorwaarde  x  «<  250  zon  strijden.  De  getallen  x  en  4*  -f-  * 
bestaan  das  uit  evenveel  cijfers  en  wel  uit  niet  meer  dan  3, 
zoodat  n  geene  andere  Waarden  dan  r ,  2  of  3  hebben  kan. 
Stellen  wij  n  r=  1 ,  als  wanneer  x  en  dus  4*  -f-  1  een 
getal  van  ééne  cijfer  is ,  dan  moeten  wij  gelijktijdig  hebben 

kx  +  1  <  10,  dat  is  x  <  3  en  x  =  (2<*  +  1)5  w 
waaraan  door  geene  waarde  van  a  voldaan  kan  worden. 

Stelleu  wij  n  sü  2,  als  wanneer  M  en-  du»  ook  kx  +  1 
een  getal  van  twee  cijfers  is,  dan  moeten  wij  gelijktijdig 
hebben 

jr>10,  4*+l<100,  dat  is  *<25  en  *  =  (2«+l)5a, 
waaraan  mede  geene  waarde  voor  a  voldoen  kan. 

Stellen  wij  n  r^  Z,  al*  wanneer  x  en  doe  ook  kx  ■+■  1 
een  getal  van  drie  cijfer*  is,  dan  moeten  wij  gelijktijdig 
hebben 

x  >  100,    x  <  250    en    *  ss  (2*  +  1)5% 
waaraan  alleen  tfrcO  voldoet. 

De  waarde  ar  :=  125 ,  die  met  a  =r  0  overeenstemt ,  is 
dus  de  eenige  mogelijke  waarde ,  die  het  begeerde  getal  kan 
hebben,  en  daar  dezelve  wezenlijk  aan  al  de  gestelde  voor- 
waarden voldoet*  is  125  het  begeerde  getal.  Wij  hebben 
das  ook: 

*  =  125    en  **  =      1953125, 

2*— 1  r=  249    en    (2*— IJ*  =3    15438249, 
2*+l  =  251    en    (2*-H)8  — r    15813251, 
4*— 1  =  499    en    (4*— 1)*  =  124251499,    . 
4jr+l  =  501    en    (4ar+l)»  =2=  125751501 ; 
wordende,    door  de  laatste  cijfers  van  elk  dezer  derde  mag- 
ten,    respectievelijk  de  getallen  uitgedrukt  $  die  tot  de  derde 
magt  verheven  zijn  geworden. 

XCIlf.    Voorstel. 

Boer  K.  Smit.  '! 

Drie  ierdmaagtegetallen  te  vinden,  van  zoodanige  eigen- 
echap,  dat  de  getallen,  die  door  de.r#elver  laatjtte  cyfere 
worden  uitgedrukt,  de  derdemagteuortele  uit  de  gevraagde 
getallen,  zijn,  en  eene  rekenkunetige  reeke  uitmaken? 

0*öblost  door  J.  S.  Sprijkr,  F.  O.  Radijs,  J.  Bas*ak, 
G.  Kostsa  en  M.  6*  Snoer.  'v.    • 
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Opi4>8sino  van  J.  S.  Sfzijeb. 
Indien  wij  de  derdemagtswortels  uit  de  gevraagde  getallen 
•  voorstellen  door  x  —  y ,  x  en  *  +  y ,  dan  zijn  die  getal- 
len zelve  (x  —  y)8,  *9  «n  (x  +  y)8.  Laat  nu  x  —  y 
uit  m ,  *  uit  *  en  jt  +  y  uit  /*  cijfers  bestaan ,  dan  sollen 
wij  moeten  voldoen  aan  de  voorwaarden,  dat  de  uitdruk-» 
kingen 

(*-y)8  -  (*-y)  =  (*-*)  C*-*-1)  ('-y+O    (A), 

*•  -  x  =  *(*-l)  (*+l) (B), 

(*+y)3  —  (*+y)  =  (*+y)  Om-j—1)  (*+y+1)   (c)  * 

respectievelijk  door  10",  10*  en  ÏO  kannen  gedeeld  worden, 
terwijl,  zoo  als  in  het  voorgaande  voorstel  gebleken  is,  de 
getallen  x  —  y,  #  en  jt  +  y  op  geene  nol  eindigen  en  dos 
ook  niet  door  10  deelbaar  mogen  wezen. 

De  uitdrukking  (£)  moet  door  10"  en  dus  ook  door  5*  deel- 
baar wezen ;  is  een  van  hare  factoren  *,*  —  lofx-f-1 
door  5  deelbaar ,  dan  kan  zulks  met  geen  der  beide  andere 
het  geval  zijn ;  dus  moet  of  alleen  x  of  alleen  x  •—  1  of 
x  +  1  door  5"  deelbaar  zijn.  Wij  zullen  dien  ten  gevolge 
de  beide  gevallen  onderscheiden,  dat  x  door  5"  deelbaar 
is  en  dat.  x  —  1  of  x  -+•  1  een  van  beide  door  5»  deel- 
baar zijn. 

1°.  Is  x  door  5*  deelbaar ,  dan  moet,  omdat  x  op  geene 
nnl  kan  eindigen,  x  =  (2a  +  1)5"  zijn,  zoo  als  uit  het 
voorgaande  voorstel  blijkt  Neemt  men  na  n  willekeurig 
aan ,  en  daarna  a  zoodanig ,  dat  x  een  getal  van  *  cijfers 
worde  en  tevens  (x  —  \)  (x  +  \)  door  2*  deelbaar  zij  , 
welk  laatste  zoo  n  <  4  is  altijd  zal  plaats  hebben,  dan  zal 
de   voorwaarde,    dat    (B)    door  10"    deelbaar  zij,    vervuld 

wezen* 

De  uitdrukking  (C)  moet  door  IQp  dus,  omdat  p  niet 
kleiner  dan  n  kan  zijn,  ook  door  5"  deelbaar  wezen;  dit 
vordert  nu,  dat  of  y,  of  y  —  1  of  y  +  1  door  5»  gedeeld 
kan  worden ;  men  zal  dus  een  dezer  getallen  van  den  vorm 
bh*  moeten  nemen ,  waarin  b  een  even  getal  zal  moeten 
zijn ,  indien  men  y  dien  vorm  geeft ,  want  nam  men 
y  =  (2$  +  1)5" ,  dan  zou  *  —  y  =  (2a  +  1)5"  — 
(2b  Tf-.1)5B  °P  eene  nu*  eindigen ,  hetgeen  niet  zijn  mag. 

Heeft  men   aan   y  ééne   der   genoemde  vormen  gegeven , 
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dan  wordt  klaarblijkelijk  de  uitdrukking  (A)  ook  door  5*  en, 
daar  m  niet  grooter  dan  n  zijn  kan,  ook  door  5*  deelbaar; 
men  zal  dua  met  den  vorm 

x  ss  (2a  +  1)5» (1), 

«ene  der  vormen 

y  =  2*5» (2), 

y  =  fó»  +  1 (3), 

yz=tó«— 1 (4), 

moeten  verbinden ,  en  daarin  aan  b  zulke  waarden  moeten 
geven ,  dat,  x  —  y  en  *  +  y  getallen  van  m  en  p  cijfers 
wordende,  (A)  door  2",  (C)  door  2'  en  bovendien,  naar 
gelang  men  (2) ,  (3)  of  (4)  gebruikt,  x  +  y ,  x  +  y  —  1 
of  *  +  y  +  1  door  & ,  dat  is  :  2a  +26  +  1  of^a  +  b  +  1 
door  5*^*  deelbaar  worden;  terwijl  in  allen  gevalle  y  «<  x. 
moet  blijven. 

Stellen  wij ,  bij  voorbeeld ,  «  r=  1 ,  dan  kan  men  in  (1) 
alleen  a  rzc  0  nemen ,  omdat ,  voor  grootere  waarden  van 
a ,  x  geen  getal  van  eene  cijfer  zijn  zou ;  en  wij  hebben 
dan  x  rr  5  >  alsnu  is  (2)  onbruikbaar ,  want  b  =  0  zon 
y  =  0  geven ,  -hetgeen  de  bedoeling  der  vraag  zou  missen  , 
en  b  zz:  1  zou  y  zz:  10'  en  dus  y  >  jt  geven ;  in  (3)  ech- 
ter kan  men  nu  b  z=  0  nemen,  maar  ook  alleen  £  zz:  0, 
omdat  b  rss  1  reeds  y  >  x  zou  doen  worden;  alsdan  is 
y  rz:  1  en  men  heeft 

(*— y)3  =  64,  *3  =z  125  en  (jr-f-y)*  =  216, 
welke  getallen  geenszins  tegen  de  overige  opgegevene  beper- 
kingen strijden  en   dus    aan  de  vraag  voldoen.    In  verband 
met  *  zz:  1  en  *  =  5 ,  kan    men  in  (4)  alleen  b  zz:  1  ne- 
men, dan  wordt  y  z=  4  en  men  heeft  .  . 
(*-y)  =  1 ,  *»  2=  125,  (x+Vy  =  729, 
welke  gelallen  almede  aan  het  voorstel  beantwoorden. .. 
•     Stelt  men  n  rs  2 ,  dan  kan  men  in  (1)  a  rz:  0  en  a  szz  1 
nemen ,    waardoor  *  z=  25  en   x  =  75   gevonden  wordt. 
In  verband  met  «  =  2  en  4?  =  25 ,  zou  volgens  .(2)  y  >  x 
worden ;  volgens   (3)   zou  "men  b  =r'  0  kunnen  nemen  en 
daardoor  y  =  1    vinden,   dan   zou    x  +  y  een  getal  van 

twee   cijfers  worden,   zonder   dat   (x  +  y)    (x  +  y 1) 

(*  +  V  +  1)    door  2a   deelbaar  werd,    zoodat  (3)  geene 
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bruikbare  waarde  voor  y  geren  kan ;  volgens  (4)  kan  mert 
i=l  nemen  en  vindt  dan  y  =r  24 ,  waardoor  men  ter 
beantwoording  des  voorstels  de  getallen 

{x—y)*  =r  1,  x'  =  15625  en  (x+y)*  =  117649 
vindt*  In  verband  met  »  z=  2  en  x  r=  75,  zon  men  in 
(2>  b  =  1,  in  (3)  o  =0,  *  =r  1  en  *  =  2,  in  (4) 
b  zr:  1 ,  b  —'2  en'  6  *~  5  kunnen  nemen ,  waardoor  men 
verkregen  zou  y  ==  50,  y=I,  y  =r  26,  y  =  51  , 
y  =  24,  y  ss  49 ,  y  =s=  74 ;  voor  y  =  1  en  y  =  49  ,  ia 
x  —  y  een  getal  van  twee  cijfers ,  zonder  dat  (jr>  —  y) 
(jp  —  y  —  1)  (x  —  y  +  1)  door  2a  deelbaar  is;  voor 
y  ±=  26  en  y  er  74,  is  x  een  getal  van  2  en  x  •+-  y  een 
getal  van  3  cijfers ,  zonder  dat  2a  +  b  +  1  door  5^-*  èeel* 
baar  is;  voor  yr=51iax  +  y  een  getal  van  drie  cijfer*, 
zonder  dat  (x  +  y)  (x  -+-  y  —  1)  (x  ■+•  y  +  1)  door  2» 
deelbaar  is  en  al  deze  waarden  van  y  strijden  dus  tegen  de 
opgegevene  beperkingen;  maar  voor  y  =  50  en  y  =  24 
is  dit  bet  geval  niet  eis  men  vindt  voor  deze  waarden  van 
y  respectievelijk  de  getallen 

(*— y)>  =    15625,  x*  =  421875,  (x+y)»  =  1863125 
en    (x— y)*  =  132651  *•  =3  4218T5  (x+y)»  =s   370*99, 
die  aan  bet  voorstel  voldoen* 

Het' is  duidelijk,  dat  men  dezen  zelfden  weg  volgende, 
door  n  r=  3,  4,  enz*  te  stellen  nog  meerdere  getallen  zal 
vinden,  die  aan.  de  vraag  beantwoorden* 

2°.  Is  x  —  1  of  s  «f  1  door  5"  deelbaar,  dan  zal  men 
slechts  x  ±  l  zn  ab*  behoeven  te  nemen ,  zander  er  op  te 
letten  of  a  een  even  of  oneven  getal  zij,  mits  slesbta  atöfd 
ax(x  zp  l)  door  2"  deelbaar  hlijvó,  hetgeen  weder,  indien 
n  <  4  ia  >  altijd  vaa  zelve  aal  nlatote  hébben  ;  voorts  moet , 
na  n  willekeurig  aangenomen  te  hebben,  «  zoo  bepaald 
worden,  dat  x  pa  a5»  ^  1.  een  getal  van  •  cijfers  zij. 
Bieraan  voldaan  zijnde,  tal  de  oitdntkking  (ft)  dnor  IChtali- 
baar  zijn. 

Schrijft  men  nu  de  uitdrukkingen  (A)  en  (C)  in?  «eae  ge- 
daanten : 
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da*  Wijkt  bet  telrstotid,  dat  (Aj  ea  (C)  nu  niet  gelijktijdig 
door  «enige  aiagt  Tan  5  deelbaar  kannen  wezen,  ten  zq  men 
5T  xr  i5*  netn*;  derhalve  znlkn  (A)  en  (C)  niet  door  10"*  en 
10p  deelbaar  zijn,  ten  zij  men  y  dien  rorm  ge  re  en  verder 
b  zoodanig  bepale  ,  dat  &  —  y  en  x  -+-  y  getallen  van  ut 
%n  jr  dijfers  wordende»  (A)  door  2*»>  (C)  door  2?  en  bo- 
vendien *  4z  l  -\-  y  door  >  of  «  4-  &  door  5**"  deelbaar 
zij,  terwijl  weder  in  allen  gevalle  y  <  x  moet  blijven. 

Stellen  wij,  bij  voorbeeld,  n  =  3  en  gebrnik+n  wij  het  be- 
nedenste teeken ,  dan  vinden  wij  x  zzz  125a  ■+•  1 ;  hierin 
kannen  wij  a  =  3  nemen,  dan  wordl  x  =  376;  ala  na 
moet  y  =r  1256  zijn ,  hierin  zal  6=1  aan  al  de  opgege- 
vene  beperkingen  voldoen  ,-  zoodat  dan  ook  y  =  125  ne- 
mende 

(*— y)3  =  15813251,  *»  =  53157376  en  (x+y)*  =  125751501 
aan  de  vraag  beantwoorden.  Nemen  wij  nevens  x  ±=  3%, 
6  =  3  of  y  r=  375 ,  dan  verkrijgen  wij 
(*— y)3  =  1,  «3  —  53157376  en  (*+#)*  =  423564751, 
waardoor  almede  aan  het  Voorstel  wordt  beantwoord.  Ook 
in  dit  tweede  geval  zal  men  gemakkelijk  nog  meerdere  ge- 
tallen* vinden  9  die  het  voorstel  oplossen. 

XClv\    Voorstel. 
Door  Kr  Smit. 

Eenen  regthoekigen  driehoek  U  vinden,  zoodat,  wanneer 
men  deexeif*  dubbelen  inhoud  van  elk  der  njj&en  aftrekt, 
de  4rie  reeten  volkomen  vierkanten  zijn  f  (*) 

Opgelost  door  J.  S.  Speijeb,  en  C  Koster. 
Oplossing  van  J.  S.  Spbijee. 

Stellen  wij  Voor  de  regthoekszijden  *  en  y  en  voor  6p  hy- 
jothennaa  *,  dan  ia  de  dubbele  inhoud  xy  en  wij  zullen  dan 
jr.cn  y  zoodanig  moeten  bepaleü,  dat  x  —  *y>  y  —  xy  en 
%  —  xy  Tolkomen  vierkanten  zijn,  terwijl  nog  daarenboven 
x*  +  y*  zsz  z*  zal  moeten  wezen. 

Omdat  x  —  xy  en  y—xy  of  *(1—  y)  en  y(l— x)  vïerkan- 


(*)  P.  ffUózft  p  Zinnen  Conftct  f  Na.  <S8. 
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ten  moeten  zijn ,  is  het  blijkbaar,  dat  x  en  y  beide  kleiner 
dan  1- moeten  wezen,  indien  wij  namelijk  in  den  eigenlijken 
zin  aan  het  voorstel  willen  beantwoorden  en  alzoo  geene 
*  negatieve  zijden  toelaten.  Stellen  wij  na  1  —  y  —  x ,  dan 
is  1  — jr=ry  en  de  beide  uitdrukkingen  jr— -xy  en  y—xf 
worden  dan  vierkanten;  de  vergelijking  xa  +  y2zzzx2  ver* 
andert  door  deze  stelling  tevens  in 

x2  +  (1  —  *)a  =  *a. 
Dewijl    na   *  >  1  —  x   is,  kunnen   wij  *  sr  1  —  mr 
stellen ,  als  wanneer  *  <  1  is;  alsdan  hebben  wij 

*a  +  (1— *)*  =  0— »*)*, 
waaruit  gevonden  wordt 

2— 2« 

2— n2' 
alsdan  is 

2*—  ita 


y  =  1  —  x  = 

„„  •      ,  _  2—2»  +  «« 

en  *  rr  1  —  nx  =: — ï- — . 

2— »a 

Hierdoor  wordt  verder 

4— 8*H-6»a— »4 

*— jry  = ■    ^    - , 

9  (2— »a)a        ' 

en  er  blqft  niet  anders  over,  dan  deze  uitdrukking  tot  een 
vierkant  te  maken ,  waartoe  het  voldoende  is,  dit  met  den 
teller  4  —  Sn  +  6»a—  n4   te    verrigten.     Nemen   wij  nu 

1 
*  =  — ,  als  wanneer  «  >  1  is ,  dan  wordt 

m4 
en  deze  uitdrukking  zal  een  vierkant  zijn,  indien  wij  hebben 

4«4  _  8w»  -f  6»a  —  1  =  />*. 
Laat  nu  (Eulers  handelwijze  volgende,  zie  Element 
d*Algè5re,  134)  p  =  2»a  —  2«i  +  §  gesteld  worden,  dan 
vinden  wij  hieruit  «  =  f  en  hoezeer  na  w  <  1  is  en 
dus  niet  voldoen  kan,  zal  deze  eerstgevondene  waarde  voor 
ut ,  hoezeer  onbruikbaar ,  ons  den  weg  wijzen ,  om  eene 
bruikbare  waarde  voor  m  te  vinden  j  want  stellende  in  = 
m'  +  I  *  zo°  vinden  wij 
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«n  nemende  na  (wederom  Evxjui  volgende)  p  =s  —  2m2  -+- 

4223 
'V*  +  ï5 >    dan'  zal  hiernit  gevonden  worden  sV  ss  -^g-. 

Bierdoor   wordt   dan   m  =  tw'  -4-  {  =  — -  .«==  —  == 

528 
^^    en  brengende    deze  waarde  van  *  in  de  bovengevon- 

dene   uitdrukkingen    voor  j?,  y  en  %  over,  dan  vinden  wij 

eindelijk  voor  de  zijden  des  driehoek* 

_  18325825        _  22645M  —  18465217 

—  20590417 '  y  ~  20590417  en  *  ~  20590417 

en  men  heeft  dan  ook  werkelijk 

•  _  /18325825\ 

*V  ~  120590417/' 

(  2264592  \  • 
20590417/ 

*n  —        —  /]8403967va 

*        *y  ~~  \20590417 ƒ ' 
terwijl  bovendien  xa  4-  ya  =  «a  is. 

XCV.    Voorste  x,. 

Door  B.  Lubbejrs. 

Men  vraagt  een  veelhoekig  getal  te  vinden,  waarvan  de 
veelhoekige  wortel  een  gegeven  getal  a  is;  zoodanig ,  dat 
de  vierde  magt  van  het  gegeven  getal  a  gelijk  ie  aan  het 
te  vindene  veelhoekige  getal  f 

0*g»ost  door  B.  Lubbbbs,  J.  Bassak,  D.  W.  Hinsb, 
G*  Koster,  J.  C.  O&ivxbr,  F.  C.  Radijs,  W.  J.  C.  Ram- 
bceziMan  Elseviir,  M.  G.  Snoer  en  J.  S.  Speijer, 

Oplossing  van  B.Lubbers. 
Laat   het    veelhoekig  getal  een  «-hoekig  zijn ,  dan  is,  om- 
dat de  veelhoekige  wortel  a  gegeven  is,  dat  getal  zelve 

(«— 2>a  —  («— 4)* 

en,   dewijl   dat  getal   gelijk  móet  zijn   aan  de  vierde  magt 
van  a}  hebben  wij  de  vergelijking 

(ii— 2>3  —  (ii— 4)# 

2  —«i 

waaruit  achtervolgen!  wordt  afgeleid :  • 

M5 
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(«-2)è  -  (»-4)  =  2a*  , 
na— 2a  —  *+4  =  2a3, 
n(«— 1)  =  2a3+2a— 4, 
—  2a3+2a— 4 


en  «  =  2aa+2a-f-4. 

Hieruit  blijkt,  dat  «  geheel  van  a  afhankelijk  is;  was 
a  =s  2,  bij  voorbeeld,  gegeven  >  dan  eoa  n  S  16  zijn;  bet 
16-hoekig  getal,  waarvan  de  wortel  2  is,  ia  das  gelifk  4** 
de  vierde  magt  van  2  en  dat  16- hoekige  getal  zelf  is  16; 
was  m  =  3  gegeren ,  dan  soa  *  =  28'  ai|n ;  het  28-hoekige 
getal ,  dat  3  tot  wortel  heeft ,  is  dus  gelijk  aan  de  vietfde 
magt  van  3  en  dat  28-hoekige  getal  zelf  is  £1. 

In  het  algemeen  is  elk  (2a*  +  2a  +  4)- hoekig  getal,  dat 
0  tot  wortel  heeft,  gelijk  aan  de  vierde  magt  van  a. 

Aanmerking.  Was  a  r3C  1  gegeven,  dan  zon  aan  de 
vergelijking 

van  zelve  voldaan  zijn ;  zoodat,  onafhankelijk  van  *,  alle 
reelh+ekige  getallen ,  die  de  eenheid  tot  wortel  hebben ,  ge* 
lijk  zijn  aan  de  vierde  magt  van  dien  wortel. 

XCVi.    VoomsTSt.. 
Door  B.  Lu»B«fts» 
D»  w*  mt$gt  ***  elk  nilUkêurig  geheet  getal  €%U  mt* 
tpd   een  veelhoekig  getal,    dat   hetzelfde  getal  a  M  teel- 
hèekigen  wortel  hééft.    Men  vraagt  xulk*  te  bew$***t 

Qp»zlost  door  B*  Lvbbeis,  J.  Bassak  ,  D.  W.  HtNttf, 
G,  Koste*  ,  J.  C.  OLtvm,  F.  C.  Rasijs,  W.  J.  C.  Ram- 
melman Elsevjab,  M.  .  Snoer  bu  J.  $•  Speijeb. 

Opx<OisatKG  van  B.  Lubbeeb* 
Dewgi  aJIe  veelhoekige  getallen ,  die  a  tot  wortel  tobbe» , 
begrepen  zgn  in  den  vorm 

(«— 2)a*  +-  fit— 4)q 
2 
zullen   wij   slechts    hebben   te   bewijzen,  dajt  ém ,  waarin  a 
en  «  geheele  getallen  verbeelden ,  altijd  tot  den  bovenslaan- 
vorm  herleidbaar  is  ,   zonder    dat   n  daartoe   een  gebroken 
zon  behoeven  te  zijn. 
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Stellen  wij  derh&hns 


(n-2)a*  —  (it-4)a  _       • 

■  ■  '  Z^Z      ut*    m 

2  J 

dan  vinden  wij  daaruit  achtervolgers : 

(„_2)a  —  (»— 4)  =  2*"-* , 
(n—2)*  —  <*-2)  =  2(#«-*  —  1), 
(„_2)  (*-l)  =  i{a^  -  Ij , 

a*-i  _  1 
«  =  2  +  2  ; 

substitueren   wij   na    deze    waarde  voor  ft  in  dé  eerste  ver- 
gelijking, dan  vinden  wij  de  identieke  vergelijking 

^^^m    ***** 

2" : ■ -a   , 

a***  —~ 1                                       ü"***  —  1 
waarin  altijd —   en  dus  ook  2  +  2  . —  een  ge- 

heel  getal  is    en    waarvan   hel    eerste   lid    den    algemeenen 
vorth  der  veelhoekige  getallen  heeft. 

(a*-1— 1\ 
2+2 >r-  I- 

hoebg  getal,    dat  hetzelfde   getal  a  tot  veelhoekigen  wortel 
heeft. 

XCVII.    Voorstel. 

ï>oor   B.  LtTBBERS. 
Men  legeert    de   vérechiltende  waarden  van  x  te  vinden, 
die  aan  de  vergelijking  X6  rs  a*  voldoen  f 

Opgelost  door  J.  S.  Speijër  ,  D.  W.  HizTsr,  J.  C.  Oli~ 
vier,  W.  J.  C.  RAitBrEXHi.N  Elsevier ,  G.  Koster  , B.  Ltjb- 
bers  en  F.  O.  Radijs. 

OpLossiKa  van  JT.  S.  SrÊifER. 
De  gegevene  vergelijking  in  de  gedaante 

x*  —  **=  0 
schrijvende,   kunnen  wij  het  eerste  lid  van  dezelve,  als  hét 
verschil  van  twee  vierkanten  aangemerkt,  terstond  in  twee 
factoren  ontbinden ,  waardoor  wij  verkrijgen 

Nu  is  jc8  +  tf$    dooi:  *  +  a>  en  x*  —  a*  door  *  —  * 


160  NIEUWE    W1SK.UHDIGE 

deelbaar,   wij  kannen  das  eiken  factor  Tan  het  eerste  KoT 
nogmaals  in  twee  factoren  ontbinden  en  vinden  daardoor 
{x+a)  (jr—  a)  (*a— ax+a*)  (x*+ax+a*)  =  0. 
Door  na  beurtelings    eiken   factor  gelijk  nol  te  stellen ,. 
vinden  wij: 

uit  x+a  =  0,    *  =  —  «; 

»  x— a  =  0,    m  =  +  a\ 

9    «*—  ax+a*  rO,    s  =  §«(l±v/— 3); 
»    4^+ajr+a*  =0,    *  =  §«(— l±l/— 3)  ; 
wij   hebben  alzoo,  voor  de  zes  wortels  der  opgegevene  ver- 
gelijking , 

x  =  ±  a    en    *'=  J«f±l±|/— 3}, 
waarvan  alleen  de  twee  eerste  bestaanbaar  zijn» 

XCVIIL    Voorstel. 
Door  J.  Badon  Ghijbek. 
ütfn    verlangt,   voor  de  vier  onbeetaanbare  vierdenagto* 
worteh    uit   —  1 9  uitdrukkingen  te  vinden ,  waarin  alleen 
vierkantêwortelê ,    en    geene  worteh   uit   worteh   voorko- 
men? 

Opgelost   door   W.   J«   C.  Rammelman  Elsbvib*,  J.  S. 
Speijeh  ,  D.  IV.  Hinse,  G.  Koster  en  F.  C.  Radijs. 
1.    Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsbvieb, 
De  gevraagde   wortels  zijn    klaarblijkelijk   de  vier  wortelt 
der  vierdemagtsvergebjking 

*4  +  1  =  0; 
voor  deze  vergelijking  kan  men  schrijven 

(jra— x\/l+\)  (*a+#j/2+l)  =.0; 
stelt  men    nu  beurtelings  elk  der  factoren  van  het  eerste  lid 
gelijk  nul,  dan  vindt  men  uit 

x2  —  *j/2  +1=0", 
door  de  gewone  leerwijze  der  vierkants vergelijkingen , 

*  =  il/2  ±  i/(§—l)  =  §1/2  ±  \y/  -  2; 
en  even  zoo  wordt  uit 

,»  4-  xy/%  +  1  =  0 

gevonden 

x  =  -  §1/2  ±  i/(J  -  1)  =  -  §v/2  ±  fi/2; 
weshalve   de   begeerde  wortels    worden    uitgedrukt   door  de 
formule 
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II.    Oplossing  ttan  J.  S.  Speijsb* 
Ontbinden   wij  het  eerste  lid  der  vergelijking  x4  + 1  —  0 

in   factoren ,    daartoe  gebruik   makende   van   de,   bij    I.   R. 

Sohmidt,   Ag.  <for  D(0.    au  Int.  Rek.    $62,  opgegevene 

formulen,  en  stellen  wij  ieder  dezer  factoren  achtervolgen* 

gelijk  nol ,  dan  vinden  wij 

x  =r  Co$ .|jr  ±  &«-|sr.  »/— 1 

-en  x  =  Co%.\x  ±  &'*•$  *•  |/ — 1« 

Omdat    nu    Cot.|*    =    Siit-Jsr   =   «SÏw.Jt  =   ||/2   en 

Coëfy  =  —  Co*.\x  =  —  §j/2   is ,  zoo  hebben  wij ,  voor 

de  wortels  der  vergelijking  *4  -f-  1  =  0,  * 

*  =3  fi/2  ±  |i/2.  v/-l  =  W*±  iv/-2 

en        x=-|^±§^2.|/-l=-§|/2±H/-2, 

«ven  als  boven* 

Aanicjshxing»     Omdat    in   het  algemeen  de   deelers    van 

ƒ  +  1  =:  0  voorgesteld  worden  door 

y  —  Ctot.  —  ff  =P  Si**  —  ar.  l/— 1 , 

y  —  Cot .  —  »  rp  Sta.  —  *.  j/ — 1 , 
ii  ji 

rollen  ook  de  onbestaanbare  n*4  magtswortels  nit  —  1,  door 
uitdrukkingen  kannen  aangewezen  worden,  waarin  alleen 
tweedemagtwortels  voorkomen,  indien  zalks  tevens  het  ge- 
val is  met  de  Goniometrische  waarden  in  de  deelers  voorko- 
mende. Raadplegen  wij  nn  de ,  bij  J.  de  Gelder  ,  Beg.  der 
Meetk*  Derde  Druk,  opgegevene  waarden,  der  Sinussen  en 
Cosinassen,  dan  zullen  wij  zien,  dat  die  der  Sinussen  en 
Cosinussen  van  15°,  30°,  45°  en  60°  alleen  tweedemagts- 
wortels  bevatten.  Hieruit  volgt ,  dat ,  voor  de  onbestaanbare 
twaalfde-* ,  zesde-  en  derdemagtswortels  uit  —  1 ,  dergelijke 
uitdrukkingen  als  voor  de  vierdemagtswortels  zullen  gevon- 
den worden.  Men  heeft  namelijk:  voor  de  derdemagtswor- 
tels uit  —  1 , 

y  =  -l 
en  y  =  §  ±  ff/5.  */-l  =  §  ±  §^-3; 

voor  de  zesdemagtswortels  uit  —  1 , 

y  =  ±  ||/3  ±  w-\ 

en  y  =  ±  l/— 1} 


182  NIEUWE    WISKUNDIGE 

en  voor  de  twaalfdemagtswortels  nit  —  1 , 

y=±|(l/6+l/2)±}(|/6-v^)v'-l=±iCl/6+V/2)±JCv/-6-^-2), 
y=±§V/2±|v/2.j/-l=±IV/2±iv/-2 

«ny=±Kv/6-v'2)iKv/w-^2)v'-i=±Jfv/6-v/2)±Kv'-e+v'-2). 

XCJX.     Voorstel. 
Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier# 

Men  vraagt  de  waarde  van  de  uitdrukking  —      /    1  ~ 

te  vinden  9 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier,  J.  Bas- 
san,  D.  W.  Hinse   en  J.  S.  Speijer. 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

Men  heeft  de  algeraeene  formule 

j^-j  Jty.  Log.  \^Zl  =  *00*  T^.  x 

(Zie  J.   R.   Schmidt,    Diff.  en  Int.  Rek.  §  59).    Stelt  men 
hierin  x  =  1 ,  dan  wordt : 

Boog  Tang.  x  =  j?00£  Ttfftgv  1  =  |  x 

ett  i+^-i_i+t/-i_      (i+v^-i)»      _V-i ,  , 

1— jr  |/— 1     1— »/—  l_(l+v/_l)(l_l/_  i;—     2     -~V      ' 
waardoor  de  algemeene  formule  verandert  in 

^j-^  Nep.  Log.  y—l  =  l  T 
„f  Wy.  loy.  |A-1  _ 

xoodat  de  gevraagde  waarde  gelijk  is  aan  §  %. 

Aanmerking.  Voor  de  laatste  vergelijking  kan  men  schrij- 
ven 

1 

liep.  Log.  (v7—  1)    """    =  f  * 
of>  daar  ^/Hf  =  ~  V'"""1  i§> 

gaat  men   nn  van  de  logarithmen  tot  de  getallen  over,  dan 
vindt  men  nog 

-)/-l  l  x 

(1/-1)  =e       , 

waarin  e  de  bazis  .van  het  Neperiaansche  logarithmenstel  be- 

teekent 


VOORSTELLEN.    N°.  96—100.         183 

O.      ToORSTSlf 

Door  Wt  J.  C.  Rammelman  Elsevieh. 
Vit  de  vergelijking 
Sin.<p+€o§4+Tang4+Cot4+Sec4+Co§ee4r=a(z=lf7), 
de  waarde  van  den  boog  0  te  vinden? 

Opgelost    door  J.    S.    Speijer,    W.   J.   C.  Rammelxan 
Elsevier,  J.  Bassaxt,   D.  W.  Hinss  en  F«  C.  Badijs. 

Oplossing  van  J.  6.  Speijer, 
kidien  wij    de   beide  leden  der  gegeven©  vergelijking  Ter* 
menjgvuldigen  met  Sin.(p  Coe.<p9  komt  er 
(Sin4+Co§4)Sin4Coê4+Sin.*<p+Coê.*Q+Sin4+Co$4z=*Sin.<pCo§4, 
waarvoor   men,  omdat  Sin.2(p  -f-  Co$.2<p  =  1  ia,  ook  kan 
schrijven 

(&'n4+Co$4) (Sin.(pCo8.<p+l)ï=:aSin4Co8,<p~l ; 
brengen  wij  deze  vergelijking  in  bet  vierkant,  daarbij  in  aan- 
merking nemende,  dat  (Sitt.0  +  C«!*.#)*  =  Sin.*Q  +  26**4 
Cos 4  -f~  Cto#.a<Ê  r=  1  +  2Sin4  Cos4  is ,  dan  komt  e» 
(\+ZSin4Co$4)($in4Co94+\)*z=:(aS{n4Co§4~l)* 
of,  pa  ontwikkeling  en  rangschikking  der  termen  volgens  de 
afdalende  magten  van  Sin4  Co§4  > 
2&"ii.80Cto.s£— (^9— 5)Siji^ 

Aan  dezA  vergelijking  wordt  nn  wel  voldaan  door  Sin4 
Go*4  c=  0  f  maat  deze  waarde  voldoet  niet  aan  de  oor* 
spronktlijke  vergelijking ,  en  is ,  door  de  plaats  gehad  heb* 
bende  vermenigvuldiging  met  Sin4  Co$4f  ingevoerd  ge* 
worden ;  wij  kunnen  dns  door  Sin4  €o§4  deelen  en  ver* 
knjjgpn  dan 

2Sin.*<pCot.*<}—(a*~$)Sin4Co$4+2*+k==a 
«f  k&n.*<pCo$.*<p~2(a*—b)$in4C<w4+ka^Z=<)s 

daar  verder  %Sin4   Co$4  as  Sin.2<p  is,    hebben   wij  ten 
laatste 

Sin.*2(p—(a*^)Sin.2(p+±a+8=0 , 
waaruit,  volgens    de  gewone  leerwijze  der  vierkantsvergeïj- 
kingen,  gevonden  wordt 

&*2*  =  ^  ±  V{^~^  -  4^8}, 

dat  is.    Sin!*  =  <«— >*  V(^0"-l*=D9 
waarvoor  men ,  omdat  de  grootheid ,  onder  het  wortelteeken 
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voorkomende,  door  (a  +  l)a  deelbaar  is,  ook  schrijven  kan 


Sin.2<p  = 


_  (*»— 5)  ±  (a+l)y/(g»— 2d— 7) 


2 


9 


zoodat  na  de  waarde  van  2<p  en  dus  ook  de  boog  $  bekend 
wordt. 

Voor  a  =  17  vindt  men 

SinJfy  =.  142+18|/62    en    Stif.20  =r  142—18/62, 
waarvan    alleen   de    laatste   waarde    in    aanmerking  kan  ko- 
men,  omdat    Sin.2<p   niet    grooter    dan   1    mag   zijn.     Deze 
laatste  waarde  berekenende  en  verder  de  tafels  gebruikende, 
vinden  wij 

Sïn.2$  =  0,  26786, 
2$  =  15°  32'  12'    of    2<^=  164°,  27'  48' 
en  0  =    7°  46'    6'    of     0  =    82°   13'  54'. 

Daar  men  verder  uit  de  tafels  zal  vinden: 
&#*     7*  46'  6'  =  Co$.     82°  13'  54'  =  0,  13517, 
Coê.    7°  46'  6'  =  Sim     82°  13'  54'  =  0,  99082, 
Tang.  7*  46'  6"  =  CoU     82°  13'  54'  =  0,  13642, 
CaL     7°  46'  6'  =  Tang.  82°  13'  54'  ss  7 ,  33031 , 
Sec.     7°  46'  6"  =  Coeeo.  82°  13'  54'  ==  1 ,  00926 , 
Cosee.!*  46'  6'  =  Seo.     82°  13'  54'  ==  7,  39820, 
en  de  som  dezer  getallen  nagenoeg  17  is,  blijkt  bij  de  proef, 
dat   de   waarden  0  =  7°  46'  6'  en  0  =s  82°  13'  54',   na- 
genoeg aan  de  gegevene  vergelijking ,  a  sr  17  zijnde,  voldoen* 
Aanms&kihg.    Het    getal    a   kan  niet  willekeurig  gegeven 
worden;   vooreerst   moet    de  wortelgrootheid  \/(a* — 2«— 7) 
bestaanbaar  zijn ,   en    ten    andere  behoort   ±  S*n.2$  <  of 
r=  ±  1  te  wezen.     Zoo  wij  aa — 2«— 7  =r  0  stellen,  volgt 
daaruit    <*  =  1  ±  2|/2 i    hierdoor   blijkt,    dat   de   wortel- 
grootheid onbestaanbaar  zal  zijn,  zoodra  a  tusschen  de  gren- 
zen  1  -f-  2j/2  en    1  —  2(/2   gegeven  wordt;  en,  met  uit- 
zondering  van  het  geval ,  dat  a  =  —  1  is ,  wordt  dan  ook 
JSin.2$  onbestaanbaar.    Om  verder  na  te  gaan,  welke  waar- 
den a   hebben   kan,    zonder   dat  Sin£$  buiten  de  grenzen 
-J-  1  en  —  1  valt,  stellen  wij 

SM»  =  «-W^W-lto-T)  =x 

_.  m.        o'— 5— !/(.♦— 10a*— 16«— 7)  __  _.  • 
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Nemen  wij  nu  in  de  eerste  plaats  aan ,  dat  *  positief  10  9 
dan  moet,  zoo  als  reeds  gebleken  is,  a  ^  1  «+*- Z|/2  en 
das  al  >  9  +  4j/2  zijn ;  in  verband  hiermede  kan  nooit 
X  <  1  zijn,  want  uit  aa  >  9  +  4j/2  volgt  dat  na— 4> 

4  +  4|/2 ,  ^-^-  >  2  +  2|/2 ,  ^-jjP    >   I    en   das  ook 

X  >  1  is.  Zal ,  toot  znlk  eene  positieve  waarde  van  a,  T 
•ene  bruikbare  waarde  voor  Sin.2$  geven,  dan  moet  T  >  —  1 
en  Y  <  1  zijn ,  dat  is  wij  moeten  hebben : 

„a— 5— •(fl4— H>aa— 164*— 7)>— 2 
en  «a-^5— ^/fa4— 10aa— 16o— 7)<2 ; 

de  eerste  dezer  voorwaarden  geeft  achtervolgen*:. 

aa-3>  |/(a4— 10aa— 16a— 7) , 
a4— 6«a+9>a4—  10aa— 16a— 7 , 
4aa+16a+16>ü, 
4(a+2)a>0 
en  is  das  van  zelve  vervuld ;  nit  de  tweede  volgt ,  dat  men 
zal  moeten  hebben : 

**— 7<y(a4— 10aa— 16a— 7) , 
«*—  14aa+49<a4—  10aa— 16a— 7T 
0<4aa— 16a— 56 , 
0<a«— 4a— 14, 
18<aa— 4a+4, 
3|/2|/<a— 2 
of  eindelijk  a>24-3|/2» 

Nemen  wij  in  de  tweede  plaats  aan,  dat  a  negatief  is, 
en  stellen  wij  gemakshalve  a  =  —  6 ,  waardoor  . 

»n.20  =  *'-5+y/(*+-io*'+i6*-7)  _  x 

c:  o^  _  *a— 5-|/(*4-10*a+16*-7)         v 
en        &ft.2$  = — 5 ! £  rz  T 

wordt,  dan  is  de  vraag,  welke  positieve  waarden  b  hebben 
kan.  Uit  de  voor  a  aangewezene  grenzen,  ten  aanzien 
van  de  bestaanbaarheid  der  wortelaitdrokking ,  blijkt,  dat 
b  >  2i/2  —  1  en  das  ••  >  9  —  4^/2  moet  wezen;  zal  na, 
voor  zalk  eene  waarde  van  b,  X  eene  bruikbare  waarde 
voor  S*nJZ(p  opleveren ,  dan  moet  X  >  —  1  en  X  <  1  zijn 
men  zal  das  moeten  hebben 
LDma.  N 
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W  -W  5  4-  i/(*4  —  ÏW  +  16*  —  ?)  >  —  2 
<«     ja:_i  5;+  y/{p  —  10««  +  16*  —  7)  <  2; 

de   eerste   dezer  voórwaaBden   ia  yan  zelve- ;-vervoJ[d ,  want 

utf  **->  9  —  4j/2  volgty  -  dat.  **  —  3  >  6  —  4^/2,  dus 

*x>k  **  —  3  >  0,  **  —  5  >  —  2    en  soo  Teel   te  meer 

ja  —  5  +  l/(*4  —  10**  4-  165  —  7)  >  —  2   ia;  oit  de 

tweede  velgt,  dat  men  zal  moeten  hebben 

.    l/(*4  _  io*a  +  16*  — .ï;  <  7  —  **j 

ia  nu  *  >  j/7>  ^an  ^Can  <*eze  voorwaarde  niet  vervuld  wor- 
den, maar  andera  moet  men  hebben 

J4  _  io«a  +  J.6*  —  7  <  49  —  14**  +  *4  , 

4^  +  16*  —  56  <  0, 

**4-  .4*— .14  <0, 

l*  +    4*  +  4  <  18, 

*  +  2  <  3i/2, 

en  eindelqk  *  <  —  2  4-  3^2. 

•  Zal    in    dit  •  geval   ook   Y  eene  bruikbare   waarde  yoor 
Sin.2<p  zijn,    dan  moet  Y>  —  1   en    Y<1  wezen;  men 
,  moet  dan  hebben 

I»  _  5  —  v/(*4  —  10**  +  16* .  —  7}  >  —  2 
m      b*  _  5  —  v/(*4  —  10**  +  16*  —  7)  <  2; 
de  eerate  van  deze  voorwaarden  kan  men  herleiden  tot 
**  —  3  >  yX*4  —  10**  +  16*  —  7), 
«4  _  e**  +  9  >  *4  —  10**  +  16*  —  7 , 
4**  _  16*  +  16  >  0 
of    .  ■  4(*  -  2)*  >  0, 

waaruit   blijkt,  dat    zij  van  zelve  vervuld  ia  j  uit  de  tweede 
voorwaarde  volgt ,  dat  men  zal.  moeten  hebben 

**  —  7  <  V(*4  —  10**  +  16*  —  7) ; 
ia   nn    *  <  j/7 ,   dan   zal   deze  voorwaarde  van  zelve  ver- 
vuld zijn ,  maar  is  *  >  y/ï ,  dan  moet  men  hebben 
i  *4  *-  14**  4-  49  <  *4  — ■  10**  +  16*  —  7, 

.       0  <  4**  +  16*  —  56, 
0  <    **  4-    4*  —  14, 
18  <    **~4-    4»  +4, 
V2<    *    4-    2 
en  eindelijk  *  >  —  2  4-  3j/2, 

hetgeen  reeda  in  de  onderstelling  5  >  |/7  ligt  opgesloten  en 
4ua  geene  nieuwe  voorwaarde  aanwijst. 


voorstellen,  nmoo  m  101.    itf 

Uit  dit  alles  blijkt  dan:  dat  a  >  2  +  fyl  s$fde,  de 
waarde  van  Sin.2<p  door  het  bovenste  teeken  te  gebruiken 
grooter  dan  1  zal  worden ,  maar  door  bet  onderste  teeken 
te  nemen  tusschen  —  1  es  1  zal  vallen; 
dat  a  «<  2  +  3 v/2  en  a  >  1  +  2|/2  zijnde,  wel  de  wor- 
telgrootheid  bestaanbaar  is ,  maar  beide  de  waarden  van 
JSinüQ  grooter  dan  1  zullen  worden; 

dat  *  <  1  +  2|/2  en  —  a  <  —  1  +  2(/2  *§nde,  de 
wortelgroolheid  onbestaanbaar  is; 

dat  —  a  >  —  1  4.  2^/2  en  —  a  <  —  2  +  3j/2  zijnde,  de 
beide  waarden  van  Sin.2$  tusschen  —  1  en  -f- 1  zullen  liggen1 ; 
en  dat  —  a  >  —  2  -f-  3|/2  zijnde,  de  waarde  van  SinüQ 
voor  het  bovenste  teeken  grooter  dan  1  zijn  zal ,  maar  voor 
het  benedenste  tusschen  —  1  en  -f.  1  zal  liggen. 

Zoo  heeft  men  : 

2  2 

.    _.  „., 31+7t/17      _.  „A     31—7i/17     ,-.- 

▼oor  «=    6 ;  JS*«.2<|>==— ~r-*- —  en  S»n.2<f>= _— — =1,0694 

▼oor  o=    4 ;  5*it.2$=— — =8  en  jSm.2$=— — ==3 ; 

Z  2 

vooro=    3;  &it.2$=2±j/—  5; 


>••• 


Toor  o= — l,5jjS*«.2<p= — - ; 

2 

voor  a=—  l,9;St'fi.24=0,983~.         en  5t*.2<p=J0,407. 
voor  a=— 2 ;  &' *.2<p=l  en  £»*.2$=0 ; 

voor  a=— 2,l;St».20=O,4O3  en  &'».2#=— 0,993 ; 

voor«a=— 2,3,&*.2$=1,25  en  &' *.2$=— 0,96 ;    * 

voor«=—  17,Siii.24>==142+i6v/79enSiji.2^==142--  16v/TO=r~O,105j 

enz» 

Cl.     Voorste  I» 

Door  K.  Smit. 

Benen  regthoekigen  driehoek  te  vindon  9  zoodat,  ah  men 
bij  het  getal ,  dat  den  inhoud  uitdrukt ,  de  getallen  optelt  9 
die  de  lengten  der  regthoekoiijden-  aangeven ,  ér  twee  vol- 
komen vierkanten  komen  f  (*) 


(*)  P.  Halcuv  ,  Zinnen  Cottftct ,  N°*  339.  —  OU  roorstel  is  on- 

*  •  ■  É 

der  Jfo.  24  tsd  dit  Deel  reeds  opgegeten  j  tsa  hetselTê  Terlaogt  men 
eene  endere  oplossing* 

N2 
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Opgelost  door  J.  S.  Spxijeb,  IL  Smit,  G.  Kostxe,  F. 
C.  Radijs  en  J.  A.  Hansen. 

Oplossing  van  J.  S.  Speijbb. 
Om  dit  roorstel  algemeener  op  te  lossen,  dan  zulks  vroe- 
ger .  (Zie  het  XXIV.  Voorstel  Tan  dit  Deel.)  is  gedaan , 
stellen  wij  voor  de  regthoekszijden  x  en  y ,  dan  is  de  .in- 
hond  Jxy,  zoodat  dan  de  uitdrukkingen  §*y  -f-  jr  en  §jpy  -f».y 
volkomen  vierkanten  zullen  moeten  zijn.  Stellende  te  dien 
einde 

*xy  -L..4P  =    *»a*a    en    £*y  +  y  =    Jiay* 
of  y  +  '2  =  2»axa     en    ?    s  +  2  ==  2nay  , 

zoo  zal  men ,  deze  vergelijkingen  ten  opzigte  van  x  en  y 
oplossende ,  vinden 

4»*+2  4«a+2 

"*  —  4mafia—l     Cn    V  ~  4m2»a— 1* 
Wil   men   nu    daarenboven ,  dat  de  hypothenusa  rationaal 
zg,  dan  moeten  m  en  n  zoodanig  bepaald  worden.,  dat 
T2    ,      a  _  (4ma+2)a+(4na+2)a 
x    "*-*    —  (4maiia— l|a 

een  volkomen  vierkant  worde;  en  daartoe  •  is  het ,  omdat 
de  noemer  dezer  breuk  reeds  een  vierkant  is ,  genoegzaam 
den  teller 

T  r=  (4»*+2)a  +  (4fia+2)a 
tot  een  vierkant  tt  maken. 

Uiertoe  zal  het  noodig  zijn  ,  voor  eene  der  beide  letters 
m  of  *  eene  zekere  waarde  aan  te  nemen,  en  daarna  te 
trachten,  de  waarde  van  de  andere  dier  beide  letters  te  vin- 
den*   Stellen  wij  dan  eens  «  =zs  | ,  zoo  wordt 

T  =  (4ma+2)a  +  ii  =  i6m*+16iita  +  VV» 
om    deze   uitdrukking  tot  een  vierkant  te  maken ,  volgen  wij 
de   handelwijze    door    Eu  leb.    opgegeven,  doch  zullen  alvo- 
rens  eene    waarde   voor   m  dienen  op  te  sporen ,  waardoor 
T   een   vierkant   wordt*     Na   eenige  beproevingen,    vinden 

•  wij  -dat  m  =s  £  hieraan  voldoet 4  wij  stellen  dus  j*zrp  + f 

•  en  verkrijgen  daardoor 

T  =  16>4  +  3V  +  40^  +  2kp  +  aTy  .  .  .  (A). 
Nemen  w^  nu,  voor  den  vierkantswortel  uit  deze  uitdruk- 
king ,  den  vorm  ap*  -f-  óp  +  y  aan ,  dan  moet 
16^+32^*+4ty*+2ty-r-a#^ 
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weeën;  door  verder  ya  -+-  5*  =  40  en-  xa*$  =r  24  te  ne- 
men, waardoor-  *  =  y  en  *  ==  */ƒ/  wor*t>  verandert 
de  laatste  vergelijking  in 

waaruit,  na  door  **  gedeeld  te  hebben,  volgt 

P  =  -  'H°  •»  »  =  p  +  I  -  W/- 

Deze  waarde  voor  m,  benevens  de  vroeger  aangenomene 
*  =  $,  in  de  bovenstaande  waarden  van  ƒ  en  y  snbstitae- 
rende,  vinden  wij  voor  de  zijden  des  driehoeks: 

—  4»*+2     _      82668 
*  —  4m»**--t  ""  5890955 ' 

—  *«*+*    _  9^1662» 
y  "~"  4*2»2— 1  —    5890955 

"         al  94916660 

!/(*•+ fj     =-5890955- 

Daar  er  na  één  driehoek  gevonden  ia,  zal  men  ligtelijk 
nog  meerdere  kannen  vinden,  door  in  de  uitdrukking  (A) 
p  z=z  q  —  a{{°  te  stellen. 

Even  zoo  zullen  de  in  bet  XXIV,  Yoohstm,  gevondene 
waarden  kannen  dienen,  om  meerdere  driehoeken  te  vin- 
den, die  aan  dè  vraag  voldoen.  Didr  is  namelijk  voor  de 
regthoekszjjden  gevonden  x  =  J|  en  y  zn  \\  ;  hiermede 
komt  overeen  at  rr  |  en  n  r=  f.     De  uitdrukking 

T  =  (4m*  +  2)a  +  (4*a  +  2)* 
gaat  voor  n  =r  |  over  in 

T  =  16m4  -j,  16»*  +  125 
en  moet  klaarblijkelijk  voor   m  =  |   een  vierkant  worden ; 
zg  das  m  rrz  p  +  |,  dan  verandert  dezelve  in 

T  =  16>4  +  80/>»  +  166>a  +  165/>  +  «ff.*. 

Laat  na  ap1  -f-  Ap  +  y ,  voor  den  vierkantswortel  hier* 
uit ,  aangenomen  worden ,  dan  zal  men ,  even  als  boven  te 
werk  gaande,  vinden  p  zr  y ,  *»  =  p  +  |  =  |£  en  ein- 
delijk 

*  =  AVt  ,  V  =  Hf  f  en  i/(*a  +  y*)  =  ffff. 
Aakmebkino.    Had  men ,  in  de  uitdrukking  f  A)  ,/*  —  () 
genomen    dan    zou   m  =  |  en  4m2«2  —  1  negatief  gewor- 
den  zijn.     Bierdoor  zoude  men  ook  voor  x  en  y  negatieve 
waarden   verkregen  hebben  en   dus   het   vraagstuk  opgelost 

N  3 
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hebben  a  Om  eeneen  regthoekigen  driehoek  te  vinden,  neo- 
dat ,  ale  men  van  het  getal,  dat  den  inhoud  uitdrukt. ,  da 
getallen  aftrekt,  die  de  lengten  der  regthoekêzyden  aange- 
ven ,  er  twee  volkomen  vierkanten  komen.  Door  m  =  l 
nevens  n  =r  J  te  nemen,  zal  men  alzoo  voor  zulk  eenen 
driehoek  vinden ,  —  *  —  y ,  —  y  =r  y  en  ^/(x4  -f.ya)  —  ao. 
Men  zal  ook  zulk  eenen  driehoek  verkrijgen ,  als  men, 
voor  den  vierkant* wortel  uit  de  uitdrukking  (A),  den  vorm 

V*  +  *P  +  V  aanneemt  en  vervolgens  y  b  =r  24  stelt  j 
alsdan  sal  men  vinden  p  =  5%  ,  m  =  ^  4,  *  =  4|  en 
dos,  alnjd  *  =  \  zijnde,  —  Jf  =  fjff ,  —  y  =r  |J||  en 
l/(*»  +  ya)  =  «ig||. 

II.    Oplossing  van  K.  Shit. 

Stel  voor  de  regthoekszijden  2ajr  en  2&r ,  dan  is  de  in- 
houd 2abx2 ,  de  hypothenusa  2x\/(a2  +  b2) ,  en  het  komt 
er  dus  op  aan,  dat  de  drie  uitdrukkingen      * 

2abx2  +  2ax ,  2abx2  +  2bx    en    a2  +  è* 
tot  volkomene  vierkanten  gemaakt  worden. 

Laat  2a6x*  +  lax  —  a2c*x* 

en  2abx2  -f-  26*  =  b2d2x2 

zijn,  dan  vindt  men 


*  ~  — — -r:    en    jt 


ac2— 26  W2— 2a' 

waaruit  volgt,  dat 

acfl  —  24  =  M*  —  2a 
of  a(e2  +  2)  =  *((**  +  2) 

moet  wezen.  Indien  men  nu  a  =  d*  +  2  stelt,  is  <  =  ca  -4-  2 
en  men  heeft  dan 

a*  +  b2  r=  rf4  +  4<f*  +  c4  -f  4c2  +  8. 
Om  nu    ook   deze  uitdrukking  tot  een  vierkant  te  maken , 
stelle  men    voor   den    wortel    uit    dezelve  d2  -+-  2  +  2a2 
dan  heeft  men 

*4+Wa+c4+4c*H^==rf4+4rf»+4-f-4rf2éa+8tf2+4«4, 
waaruit  volgt 

•a c44-4c*+4— Se*— 4e4 


»  — 


c2— 2 
Stellende  verder  d  —  — - —  , 

2e    * 
soo  is  c4-f»4o8- f  ■!■— 8e2*— 4e4: 

waaruit  volgt 


VOORSTELLEN.    N*.  1«  en  102.      «H 

o2  = -P — -  ;  i 

4  - 

Stellende  eindelijk  :  « 

c=  2 ' 

dan  wordt 

"  4e*  +2**  =  *7*  —  4è*/+  4a*; 

waaruit  volgt 

—       V  l 

.       *  """ '  ƒ»  -r-  2*  i.-i 

Nemende  nu  /=2,  dan  is  *  s=  4,  ü=1:2,  J=??S*=1W' 
«  =a  sf Ja,  x  ar  zrivf »   en  *"er^oor  mkrijgt  men,  voor 
de  zijden  des  driehoek» : 
2*r  =  „ff#,  2**  =  „HU  en  2*t/(a*-M>)  =  „*|J* 

CU.      VOOB    STB  I*. 

Door  K.  Smit. 
()p  *»£*rs  plaat*  gaat  de  xande*  avond*  f»  8  «rs*  oir» 
d#r ,   en   dat  tweemaal  zoo  veel  graden  benoorden  het  wet- 
ten ,   al*  ■  toen   ter   t$d  hare   declinatie  wa*.    Men  vraagt 
naar  de  póohhoogte   van  die  plaat*  en  naar  de  ZonèdecU- 

natie  f  (*) 
Opgelost    door  J.  5.  Speijeb,  D.  W»  Hikss,  G.  Koste* 

en  F.  C.  Radtjs. 

Oplossing  van  J.  S.  Spbijeb. 

Laat,  van  de  bedoelde  plaats,  T  (Fig.  36)  het  toppunt, 
MPTZ  den  middajjcirkel  en  NWZ  de  westelijke  helft  yan  den 
horizon  voorstellen ,  waarin  N  het  noorden ,  Z  het  zuiden 
en  W  het  westen  verbeeldt;  zij  voorts  P  de  noordpool  en 
S  de  plaats  waar  de  zon  zich  bij  haren  ondergang  bevindt, 
dan  late  men  door  de  punten  P  en  S  den  declinatie-cirkel 
PS  gaan;  hierdoor  ontstaat  er  een  regthoekige  bolvormige 
driehoek  PNS,  regthoekig  in  N  zijnde. 

Stellen  wij  nn  de  poolshoogte  door  x  en  de  zonsdecKna- 
tie  door  y  voor,  dan  is  PN  a=  Jf,  PS  ar  90°  —  y  en 
volgens  de  opgegevene  voorwaarde  WS  =  2jr  of  SN 
4— j  90^  ^  2y;  voorts  is  hoek  SPN  de  norhoek  van,  dep 
tijd,  die  er  Tan.  het  ondergaan  der  zon  tot  middernacht 
'verkopen  moet,  en  omdat  deze  tijd  4.  uren  bedraagt,  zoo  is 
koek  SPN  =s  60°. 

(*)  P.  Haioebi  ,  Zinnen  Cenféct ,  No.  669. 

N4 
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Zoo  als  bekend  is ,  heeft  juen  in  den  driehoek  PNS : 
Co$.  PS  t=z  Co*.  PN  x  Co§.  SN 
en  Sin.  SN  =  Sin.  SPN  X  Sin.  PS; 

door  in   deze   vergelijkingen  de  bovenstaande  waarden  over 
te  brengen,  vindt  men 

Co$.  (90°  —  y)  =:  Cos.*.  Cos.  (90*  —  2y) 
en  &'*  (90*  —  2yJ  =  &«.60°  &«.  (90  —  y), 
of  wel  Sin.y  =  Cm jt  5»  n.2y 

en  Co*.2y  =r  \C09.y.  |/3« 

-  Deze  laatste  vergelijking  wordt  achtervolgens  herleid  tot: 

2C#t.*y  —  1  =  $Co*.y.  \/Z , 
2Co*.»y  —  (§i/3)  Cos.y  —1=0 
en  Co*.*y  —  (^3)  Cot.y  —  J  =  0, 

waaruit  door  oplossing  gevonden  wordt 

Co:y  =  ft/3  ±  jj/35. 
Dit  de  vergelijking  Sin.y  =  Co*.x  StVi.2y  volgt  verder , 

Co,*  =  ***  =      *«*      =      1     . 

Sin.2y         ISin.yCoê.y         2Co9.y ' 
én  hierin    de  zoo  even  gevondene  waarde  van  Ce9.y  substi» 
toerende  ,  verkrijgt  men  ,  na  behoorlijke  herleiding , 

Co**  =  —  {|/3  ±  {^35. 
Omdat  eindelijk    x   en  y ,   uit   den    aard  der    «aak,  niet 
grooter  dan   90°   kunnen  zijn,   zoo    moeten   de  Cosinussen 
dier  bogen  positief  zijn ;  derhalve  heeft  men 

C*9Jt  =  V3S-I/3  =  ^  5230036 

en  <7os.y  =  |/35^|/3  =  0,  9560163 , 

waaruit  volgens  de  tafels  gevonden  wordt: 

voor  de  poolshoogte,  s  =  58°  27'  57#,  8 
en  -        voor  de  declinatie ,       y  =  17°    3'  23',  2. 

Aahmxrxihg.  Hoewel  de  Cosinussen,  van  negatieve  bogen 
kleiner  dan  90° ,  insgelijks  positief  zijn,  zullen  echter  de 
gevraagde  breedte  en  declinatie  niet  negatief,  dat  is  zuide- 
lijk ,  kunnen  wezen.  Want  was  y  negatief,  dan  zou  ook 
*WS  negatief  zijn,  en  de  zon  zou  dan  bezuiden  het  westen 
onder  gaan ,  hetgeen  met  de  opgave  strijdt.  En  was  x  ne- 
gatief, dan  zou  ook  y  negatief  moeten  zijn ,  alzoo  in  dqn 
driehoek  PNS 


VOORSTELLEN.    IS*.  102  en  103.       193 

Tang.  NP  =  Tang.  PS  X  Cos.  NPS 
of  tang.  x  =  T««g.  (904>— y)  Üot.  68°  =  £  Co/.y 

ia  ,   en  uit  de  laatste  vergelijking  volgt,  dat  x  en  y  met  het» 
zelfde  teeken  moeten  aangedaan  zijn* 

C1IL     Voohstel. 

Door  K.  Smit* 

Men  vraagt  naar  de  poolshoogte  van  eene  plaats ,  ipaar 

da   xon   des  morgens   %oo  voel  graden  benoorden  het  oosten 

opgaat,    als  dezelve  in   het  xuiden   heneden   het   toppunt 

kamt  te  staan  t 

Ofokost  door  J.  S.  Spxijib,  6.  Koste*  en  F.C.  Radijs» 

Oplossing»  van  J.  S.  «Spzijbh. 
Laat  ran  de  bedoelde  plaats  T  (Fig.  37)  het  toppunt, 
NPTZ  den  middagcirkel  en  NOZ  de  oostelijke  helft  van  den 
horizon  verbeelden,  waarin  N  het  noorden,  Z  het  aaiden 
en  O  het  oosten  voorstelt ;  zij  voorts  P  de  noordpool ,  S  de 
plaats  waar  de  zon  opgaat  en  S'  de  plaats  waar  zij  in  het 
soiden  komt  te  staan ,  dan  aal ,  als  men  door  P  en  S  den 
declinatie-cirkel  PS  brengt,  zoowel  PS  als  PS'  het  comple- 
ment der  decünatie  en  dus  PS  =  PS'  zijn. 

Hen  stelle  nn  de  poolshoogte  PW  =  0,  en  hetgeen  de 
son  benoorden  het  oosten  opgaat  OS  =r  *,  dan  is,  vol- 
gens de  opgave,  ook  TS'  =  a  en  verder  SN  =  90°  —  et , 
PT  =  90°  —  $  en  PS  =  PS'  =PT  +  TS'rrÖO0— Q  +  * 
S—  90e  _  £0  _  *).  Daar  na  tot  den  regthoekigen  bolvor- 
uigen  driehoek  PNS  volgt: 

Cos.  PS  =  Cos.  PN  X  Cos.  SN, 
heeft  men  onmiddellijk  de  vergelijking 

Cos.  {90°  —  ($— *)}  =  CosQ  Cos.  (90°— a) 
of  Sin.  (Q—x)  =  Cos.Q  Sin.a, 

dat  is:      Sin.$  Cos.a  —  Cos.<p  Sin.*  =r  Cosjp  Sin.*, 
waaruit  volgt 

Sin4  Cos.a  =  2Cos^  £»*.« 
of  Tang4  =  2Tang*. 

De  poolshoogte  wordt  hierdoor  terstond  bepaald,  indien 
slechts  gegeven  is ,  hoe  veel  goden  de  zon  benoorden  het 
oosten  opgaat,  la  het  laatstgenoemde  aanlal  graden  niet  ge- 
geven ,  dan  is  het  voorstel  onbepaald ,  en  men  kan  dan  nog 
eene  voorwaarde  aannemen,   om  hetzelve    bepaald  te  doen 

N5 
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worden*  Neeml  men,  bij  voorbeeld,  den  tijd  van  den  opgang 
der  zon  willekeurig  aan,  -dan  ia  de  hoek  SPN  bekend  ei* 
men  heeft ,  uit  den  driehoek  PNS , 

Tang.  SN  =  Sin.  PN  X  Tang.  SPN, 
dat  is,  hoek  SPN  =.  0  stellende , 

Ta*$.  (90°— m)  ="  »«4  TaKff.0, 
€7o/^  =  Sin*<p  Tang.fi 

of  Tan*«  -  S^5 

en  deze  vergelijking  met  de  boven  reeds  gevSttêsne  verlang 
dende,  zal  men  0  gemakkelijk  kunnen. vinden* 

Aanmerking  van  G.  .Kostziu  Indien  men,  om  het  voor* 
stel  bepaald  te  majten ,  er  de  voorwaarde  wilde  bijvoegen , 
dat  de  zon  ook  nog  in  het  oosten  even  hoog  boven  den  ho- 
rizon moest  ataan  als  dezelve  in  het  aaiden  beneden  het 
toppant  bleef ,  dan  zou ,  indien  het  punt  S*  op  den  verü- 
kaaloirkel  OT  de  zonsplaats  in  het  oosten  voorstelt ,  OS*  =  OS 
moeten  wezen;  het  vlak  van  den  dagcirkel  SS'S'  moet  dan 
het  vlak  van  -den  horizon  onder  eenen  hoek  van  45°  snijden, 
en  dus  ook  de  poolshoogte  <p  =  45*  zijn.  Alsdan  wordt, 
volgens  de  vergelijking  Tang$  =  2  Tang.ct, 

Tang*  =  |=0,  5 
en  das  nagenoeg  *  =  26°  34', 

waardoor  voor.  de  declinatie-  gevonden,  wordt  t-  90*  — *PS  '= 
90*,--  (90°  —  (<p  —  «))=$  —  *  =,4*o.  _  ^p  3v  = 
18*  26'. 

Indien  dos  de  poolshoogte  45*  -en  dei  declinatie  18*  26' 
is,  zal  aan  het  voorstel,  met  bijvoeging  der  genoemde 
nieuwe  voorwaarde ,  voldaan-  worden ;  knnnende  voorts  de- 
ze poolshoogte,  en  declinatie- zoowel  zuidelijk  als  noordelijk 
zijn,  mits  slechts  beide  van.  denzelfden  naam» 

C1V.      VoOHSTEt. 

Door  K.  Smit. 

Da  non  19°  28'  noorder  declinatie  hebbende,  gaai  op  **» 
Jsere  piaatt  %oo  veel  graden  benoorden  het  voeten  op,  aio 
hare  grooiete  hoogte  op  dien  dag  boven  den  horizon  be- 
vonden wordU  Men  vraagt  de  pooiehoogte  van  de  plaatê 
en  hei  uur  van  den  zoneopgang  ie  vinden? 

Opoblost  door  J,  S.  SrwjBa,  D.  W.  Hikss,  G.  Kos- 
te* en  F.  C.  Radijs. 
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Oflossiho  van  J.  S.  Spiijeb. 

Deselfde  figuur  als  in  het  voorgaande  voontel  gebruiken* 
de ,  zal  na .  ZS'  ss  OS  moeten  zijn ,  omdat  de  £on  hare 
grootste  hoogte  boven  den  horizon  bereikt  beeft,  wanneer 
zij  zich  in  het  zuiden  en  das  in  het  pant  5'  bevindt. 

Men  stelle  na  PN  =  0 ,  OS  =  « ,  koek  SPN  =  0  en 
de  gegevene  declinatie  =  3,  dan  is  ook  ZS'  =  « ,  en  ver- 
der SN  =  90°  —  *,  PS  =  PS'  =  90°  —  i  en  <p  = 
PN  =  180°  —  PS'  —  ZS'  =  180*  —  (90ö  —  i)  —  «  = 
90°  —  («  —  J) ;  de  vergeliiking 

tfoa.  PS  =  Cos.  SN  X  Cos.  PN , 
uit  den  regthoekigen  bolvormigen    driehoek  PNS  getrokken  p 
gaat  hierdoor  over  in 

SinJ  =  &**.«  5tfi.(a — i). 

Deze  vergelijking  verandert  verder,  door  toepassing  der 
algemeene  formule  Sin.p  Sin.q  =  |CW  (p—q)  —  §Co*.  (p+j), 

in  £tn.d  =  §Cot.J  —  JCoa.(2«— J)  , 

en  hieruit  volgt  dadelijk 

Coa.(2a— S)  =  Cos.*  —  2&"siJ  ....    (1), 
door  welke  formule  a  berekend  kan  worden. 
De  poolshoogte  wordt  daarna  door  de  formule 

<P  r=  90°  —  («— J) 
gevonden;    maar  men   kan    even   gevoegelijk  (p  onmiddellijk 
berekenen,  want  uit  $  rr  90°  —  (*— 3)  volgt 

«  =    90°  —    0  +    3, 
2a  =  1806  —  20  +2J, 
2*-J  =  180°  —  (20— J) 
en  C*t.(2«— J)  =  —  Coa.(2<p— J) , 

waardoor  men  in  verband  met  (1)  heeft 

Cot.(20— i)  =  2Sin.i  —  Cö«J    .    •    .    f2). 
Om   het  nnr  van  den  zonsopgang  te  vinden,  hebben  wij, 
uit  den  bolvormigen  driehoek  PNS , 

Sin.  SN  =  Stii.  SPN  x  Sin.  PS 
of  Cos.*  =  5ifi.0  CosJ, 

waaruit  volgt  Sin.0  —  ^^?  ..;.♦..    (3)  j 

deze  hoek  0  hierdoor  berekend  en  in  uren  overgebragt  wor- 
dende ,  zal  den  tijd  na  middernacht  aangeven ,  waarop  de 
opgang  der  zon  plaats  heeft. 
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Voor  3  =  19°  28',  vindt  men  doop  (1)  en  (2)  $  =  62° 
45'  13"  en  «  =  46°  42'  47';  door  (3)  vindt  men  dan  ver- 
der 0  =  46°  39'  15',  of  in  tijd  p  =  3»  6'  37'. 

Aanmerking.  Omdat  tt  noodwendig  positief  moet  zijn , 
zal  hier  slechts  één  antwoord  op  het  vooretel  bestaan* 

CV.    Voorstel. 
Door  D.  van  Lankeren  Matthes. 

Uit  do  koekpunton  A ,  B  en  C  van  oonon  gegovenon.  drie- 
hook  ABC,  (Fig.  38)  kunnen  lijnen  AD,  BE  e»  CF  ge- 
trokken worden ,  die  achtervolgen*  met  de  zijden  AB  j  BC 
«*  CA  gelijke  hoeken  maken.  Hoe  groot  moeten  deze  gelij- 
ke hoeken  zijn ,  opdat  de  driehoek ,  die  door  de  onderlinge 
•nijding  dor  alzoo  te  trekken  lijnen  ontstaat,  gelijk  en  ge- 
lijkvormig aan  den  gegevenen  driehoek  zij  f 

Opgelost  door  J.  S.  Spejjer,  D.  van  Lankeren  Mat- 
thes.  D.  W.  Hinse  en  F.  C.  Radijs. 

Oplossing  van  J.  S.  Speijxr. 
Laat  DEF  de  driehoek  zijn ,  die  door  de  onderlinge  snij- 
ding der  getrokkene  lijnen  ontstaat,  dan  zal,  hoe  groot  ook 
de  gelijke  hoeken  BAD,  CBE  en  ACF  mogen  genomen 
zqn ,  de  driehoek  DEF  altijd  gelijkvormig  met  den  gegeven 
driehoek  ABC  zgn ;  want  stellende  hoek  BAD  =  hoek  CBE  =; 
hoek  ACF  =  +,  dan  is  : 

hoek  EDF  =  koek  DAC  +  hoek  DCA  =  Aoa*  DAC  +  *, 
heek  B\C  =  hoek  DAC  +  Aa**  BAD  =  hoek  DXC  +  ^ 
en  dus  Ao**  EDF  =  hoek  BAC; 

op  gelgke  wijze  blijkt,  dat  hoek  DEF  =  hoek  ABC  en 
hoek  DFE  =  AoeA  ACB  ia;  de  driehoeken  ABC  en  DEF 
zgn  alzoo  gelijkhoekig  en  das  ook  gelijkvormig. 

Zal  na  de  driehoek  DEF  bovendien  gelijk  zijn  aan  den 
driehoek  ABC,  dan  moet  tf>  zoodanig  bepaald  worden,  dat 
een  der  zijden  van  den  eenen  driehoek  gelijk  worde  aan 
de  gelijkstandige  zijde  van  den  anderen ;  hij  voorbeeld ,  zoo» 
*■*  EF  =  BC  *9-    Stellen  wij  daartoe  kortheidshalve 

hoek  BAC  =  hoek  EDF  =  «, 
hoek  ABC  =  hoek  DEF  =  0 
en  hoek  ACB  =  hoek  DFE  =  y, 

dan  vinden  wij,  uit  den  diiehoek  EAB, 
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£B ABx&fi.EAB  _  AB  Stn.+  _  A6&»-0. 

—     AtibAEfi       —  AÏH.BED  —     Sin.fi     ' 
maar  omdat    AB  :  BC   =   &'it.y  :  jSim*  eny  =   180*  — 
(*  -+-  fi)  ia ,  hebben  wij  ook 

_  BCSVii.y  _  &QSin.(*+g) 

AJfr  __  """7;.  — —  c,.  "  # 

en  door  sabslitatie  hiervan,  gaat  de  bovenstaande  waarde  van 
EB  over  in 

EB  =  BC  Sim^  f^^Si 

voorts  is,  uit  den  driehoek  CBF, 

_  BC&it.BCF  _  BC^n.(»-y)  _  &W*-~r) 

"  —     &*BFC    —         Km?        ~  "Sin+Süuy9 

en  deze  waarde  bij  die  van  EB  optellende  ,  komt  er 

EF  =  EB  +  BF  =  BC  *„.*  {p$&  +PP*} , 

*>  btn.xbin.fi       btn.ytbin.yJ 

of,  daar  in  het  algemeen  Cl.   xrc_.  J  ■    =   Co/.ff  ±  Cof.n   is, 

bin.j>bin.q  *  r 

EF  =  BC  Sin.$  {Cot.&  +  CotJfi  +  Coty  —  Cot.}}.  .  (1). 
Dewijl  nn  EF  —  BC  moet  zijn,  hebben  wij 
BC  =  BC  Si».+  [Cot*  +  Cot.fi  +  Coty  —  Cot.}}  , 
W-aarnit ,  na  door  BC  Sin.$  gedeeld  te  hebben ,  volgt : 
Coêec.ty  =  Cot*  -f-  CotJfi  -f-  Co#.y  ~  Cof.tf, 
Co$*c4  +  Cof.ifr  =  Co*.*  +  tfo/.|3  4-  Co&y 
ofwel  Co/ .^  =r  Cof«*  +  Cot.fi  +  Co/.y  .  .  (2), 

waardoor   de  grootte    der   gelijke  hoeken  gevonden  is ,  naar 
welke  in  de  opgaaf  gevraagd  wordt. 

Aanmerkingen.  1°.  De  oplossing  van  het  LXXXIX» 
Voohstei»,  kan  onmiddellijk  uit  de  hier  gevondene  ver- 
gelijking (1)  afgeleid  worden;  want  noemen  wij  0  de  gelij- 
ke hoeken,  welken  de  te  trekken  lijnen  met  de  zijden  des 
driêhoeks  moeten  maken ,  opdat  die  lijnen  elkander  in  een 
zelfde  pont  snijden,  dan  moet  in  (1)  voor  +  =  $,EF=0 
worden ,  waarnit  volgt 

0  =  BC  Si*4  (Cot.x  +  Cot.fi  +  Coty  —  Cot,^)^' 
omdat   xra    de  factor  BC  SinJp   in    dit  geval  niet  gelijk  nnl 
kan    zijn ,    moet    Cot.»    +    Cot.fi    +    Co/.y  —  Cot4  =  0 
wezen,    waaruit,   even    als   in  het  genoemde   voorstel  ge* 
vonden  is,  volgt 
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Co$4  =  Cot .*  +  Cot#  ■+-  Coty  •    .    »    (3). 
2°.   Uit  het   verband  der  vergelijkingen  (2)   en  (3)  volgt 
onmiddellijk    ' 

construeert  men  dos ,  gelqk  in  de  oplossing  van  het  LXXXCL 
Voorstel  is  aangewezen,  het  punt  P  zoodanig,  dat 
hoek  BAP  ±=  hoek  CBP  =  hoek  ACP  =  $  zg,  en  maakt 
men  vervolgens  * 

hoek  BAD  =  2  hoek  BAP,   hoek   CBE   =  2  Ao«£  CBP 

en  hoek  ACF  =  2  Ao«*  ACP, 
dan  zal   hierdoor    de    driehoek  DEF  geconstrueerd  zijn,  die 
gelijk  en   gelijkvormig   aan  den  driehoek  ABC  is  en  door  de 
onderlinge   snijding  der   volgens  de  opgave  getrokkene  lijnen 
wordt  gevormd» 
3 V  Git  het  XCI.  Voorstel  volgt ,  dat  men  ook  nog  heeft 

*w  =  ABa+BC'+AC'. 

4  1 

.    CVL    Voorstel» 
Door  D.  van  L ankeren  Matthes. 
Hoe  groot  moeten  de  gelijke  hoeken  xyn,  waarvan  in  het 
voorgaande   vooretel  gesproken  i$ ,   opdat  de  driehoek ,  door 
de    onderlinge    snijding    der   te    trekken  lijnen  ontstaande, 
zoo  groot  mogelijk  zij  f 

Opgelost    door  J.  S.  Speijer,    D.  tan  Lanursn  Mat- 
thes, D.  W.  Hinse  en  F.  C.  Radijs* 

Oplossing  van  J.  S.  Speijer. 
Daar  in   het   vorige   voorstel  is   aangetoond,  dat  de  drie- 
hoek DEF  steeds  gelijkvormig  is  aan  den  gegeven'  driehoek, 
zoo  heeft  men 

Inh.  drieh.  DEF  EFa  m 

Inh.  drieh.  ABC  "~  BC»' 
opdat    das    de  driehoek  DEF  zoo  groot  mogelijk  worde,  zal 
het  genoegzaam'  zijn,  de  gelijke  hoeken  \p  zoodanig  te  bépa- 

EFa  EF 

len ,   dat   de  verhouding  <j— -  zoo  groot  mogelijk  en  dus  — 

iJC2  Bü 

r 

positief  of  negatief  genomen  een  maximum  zij. 

EF 
Stellen   wij    na    —   =•  *,   en   kortheidshalve    Cot**   + 

Cot$  +  Cot*y  =  S,  dan  volgt,  uit  de  vergelijking  (1)  van 
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bet  vorig*  voorstel , 

%  =  Sun//  (S  —  Cot.\p) 
of  wel  ï  =  S,  Stfi.i//  —  Co9.\f>i 

hierran  de  differentiaal-quotiënten  opmakende ,  heelt  men 

—  =  S.  Co$.\p  4-  &'*.,/» 

«n  ^7—  rr  —  8.  Sin.\L  -f.  C0s.1I/. 

Is 
Door  na  77  rr  0  te  stellen,  vindt  men  dadelijk 

Tang4>  =  —  Sj 
de    hieruit   voortvloeiende    waarde    van  uV  kan  -tt-j-  positief 

of.  negatief  maken ,  maar  daar  uit  de  bovenstaande  waarden 
*»  *  en  Ij?  b1^  dat  ^d 

y»* 

is  ,  zoo  «al,  higeyal  j-—  negatief  is,  *  een  maximum  en  po* 

«itief,  maar  ingeval,  -^JT  P°^e'  ***  *  een  minimom  en n*- 

EF* 
galief  wezen ;  doch  in  beide  gevallen  Wordt  s*  of  — *-   een 

* 

maximum» 

De  inhoud  van  den  driehoek  DEF  zal  dos  zoo  groot  mo- 
gelijk zijn,  indien  men  \p  zoodanig  neemt,  dat  men  heeft 

Tong.\f/  =  —  (Cot.a  +  Cot.fi  4-  Coty). 
.  Aanmsbxinoxn.    1°.  Verbindt  men  deze  vergelijking!  met 
de  in  het  LXXX1X»  Voobstzl  gevondene  vergelijking 

Cot^  =  Cot+  -f-  Cot.fi  -f-  CoUy  ,  •     • 
dan  volgt  daaruit 

Construeert  men  dus,  even  als  in  de  2d*  AAtmsHXifco  <op 
het  vorige  voorstel ,  het  punt  P.  (Fig.  38)  en  trekt  men  ver- 
volgens y  door  de  hoekpunten  des  driehoeks  'ABC,  lijnen, 
die  loodregt  op  PA ,  PB  en  PC  staan ,  dan  zal  door  de  on- 
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derliuge  snijding  dezer  lijnen  den  grootst   mog$lijkea  drie- 
hoek ontstaan. 

2°.  Stellen  wij,  in  de  uitdrukking  *  z=  S.&'*.<p  —  Cto.6 
de  gevondene  waarde  Tangty  =  —  S,  dan  komt  er 

Sin^+Cos.2^ 1      

—  "  — c^4 —  ""  CÏÏ4, *•** 

dm  is         *a  =r  Sec.9i//  =  1  +  Tang.*ty  =  1  -f-  S* 
of  x*  =  1  +  (Cot.a  +  Cot.0  +  Coty)*,  • 

hetgeen    men,    even   als   in  het  XC.  Voorstel  handelende, 
ook  herleiden  kan  tot 

z2  =  Coeec.2*  +  Coseè.2(i  +  Cogec.*y. 

Het  is  deze  uitdrukking,  die  de  verhouding  van  den  ge- 
noemden grootst  mogehjken  driehoek  tot  den  gegevenen  aan- 
wijst. 

CVII.     Voorstel. 
Door  D.  van  Lankeren  Matthes. 

Vit  de  hoekpunten  van  eenen  gegevenen  driehoek,  tan 
men  lijnen  trekken ,  die  met  de  overstaande  zijden  den  drie* 
hoeks  geltjke  hoeken. maken.  Hoe  groot  moeten  deze  gelij- 
kt hoeken  zijn ,  opdat  de  driehoek,  die  door  de  onderling* 
snijding  der  alzoo  te  trekken  lijnen  ontstaat ,  gelijk  en  ge- 
Ijjkvormig  aan  den  gegeven9  driehoek  zij  f 

Opgelost  door  J.  S.  Speijer  ,  D.  van  Lankeren  Mat- 
thes, D.  W.  Hinse  en  F.  C.  Radijs. 

Oplossing  van  J.  S.  Speijer. 

Zij  ABD  (Fig.  39)  de  gegeven  driehoek,  en  Iaat  uit  de 
hoekpunten  A ,  B  en  C  respectievelijk  de  lijnen  AA',  BB'  en 
CC'  toodanig  gelrokken  «qn,  dat  de  hoeken  AA'C,  BB'A 
en  CC'  B  «aan  elkander  gelijk  zijn ,  dan  zal  de  driehoek  DEF, 
door  de  onderlinge  snijding  der  lijnen  AA',  BB'  en  CC' 
ontstaande,  altijd  gelijkvormig  met  den  gegeven'  driehoek 
zijn.  Want  Bf*Bt*4*^4#£  AA'C  s=  hoek  BB'A  =  hoek 
CC'fi  =  #,  dan  is 

hoek  EDF  =  hoek  ACC'  +  hoek  BB'A  =  hoek  ACCf  +  $ 

hoek  BAC  =  hoek  ACC'  +  hoek  CC'A  =:  hoek  ACC'  +0 
en  dus  hoek  EDF  =  hoek  BAC; 
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even  zoo  blijkt;  dat  hoek  DEF  =  hoek  ABC  en  hoek 
DFE  —  ***£  AC*  frj  de-  driehoeken  ABC  en  DEF  zijn 
das  gelijkhoekig  en  bij  gevolg  gelijkvormig. 

Zal  na  de  driehoek  DEF  bovendien  gelijk  zijn  aan  den 
driehoek  ABC ,  dan  moet  <p  zoodanig  bepaald  worden ,  dat 
eene  der  zijden  van  den  eenen  driehoek  gelijk  worde  aan 
de  gelijkslandige  zijde  van  den  anderen;  bij  voorbeeld  zoo, 
dat  £F  =  BC  zij.  'Stellen  wij  daartoe 

*  heek  BAC  =  ho*k  EDF  =  «, 
hoek  ABC  =  hoek  DEF  =  0 
en  hoek  ACB  =  hoek  DFE  =ry, 

dan  is  hoek  ABF  =  Aoe/fc  BBA  +  Am*  BA'fi  =  $  +  « 
en  dus  vinden  wij  nit  den  driehoek  ABF, 

_  ABx&'».ABF  __  AB.Stw.fr-Hft) 
Sfa.AFB      ~"  Sin*       •• 

_  AB  BC    . 

of,  omdat    ^r ss  is, 

AF_  BC.gfa.fr +0). 

Sin.* 

verder  is  hoek  ACE  =  &o#£'  ÉDF  —  hoek  BB'A=«  —  0, 

en  dus  volgt,  uit  den  driehoek  AEC, 

_  ACx&»-ACE  _  AC.iSfa.fr— fl) 

—       Sfa.AEC       —  Sfa.0  ~  ' 

AC  BC 

of,  omdat    ...       ^:         ■     »,- 

'    .s  _  BC,Sfa.fr-<ft)    , 

Sin*a 

en   door  optelling  der- gevondene  waarden  voor  AF  en  AE, 

verkrijgen,  wij  nu 

BC   t       '  1 

EF  =  -^{S*n,(^)+Sin.(*-<p)\ 

of,  na  ontwikkeling  en  herleiding, 

BC 

EF  =  -g^-.  ZSin#Co$4  —  iüCCo84 (1). 

Dewijl  nn  EF  =  BC  móet  zijn ,  hebben  wij     . 

BC  =  2BC  Cob4  , 
waaruit  dadelqk  volgt  ••  i  v    •.      -    . 

Cot$  =r  f    en    $  •=  60°  ƒ 
de  gelijke  hoeken  moeten  das ,  om  aan  de  voorwaarden  tan 
het  voorstel  te  voldoen ,  hoeken  van  60°  tijn. 
i.  D»*&.  O 
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jUnmjïhxiïg.  fatfiejt  :e*  gerrjwgd  .ware,  0  zoodanig,  te 
bepalen ,  dat  de  -te  trekken  .Jijöen  a]ka*cfcr  in  eeo-  zelfde 
punt  sneden ,  dan  zou  men  in  A?  Vergelijking  ())  slecht* 
<EF  =z  0  moeten  stellen ;  bietruit  tfou  Aan.  vo^gert  C*f>^  ^:  0 
ten  n)  =  90%  hetgeen  dan  ook  »iet  de  èekettdèv  eigentfcfcup 
der  driehoeken  overeenkomt 

CVIH.     Voorstal. 
Xtaer  D.  van  Lajubbrrh  Maxtve*     -- 
Hoe    groot .  fpfttfe*   do   go£$ke   koek**  sfn ,  waarvan  in 
hot  voorgaande    voorstel  'gesproken  iê ,  .opdat  de  driehoek , 
door  de  onderlinge  snijding  der  te  trekken  lijnen  ontstaan- 
de, zoo  groot  mogelijk  zij?    ..».—: 

Opgelost  door  J.  ,S.  SpïIj ER  ,  D.  vak  L ankeren  Mat- 
thes,  D.  W.  Einse  en  F*  €•  Radijs,    .     / 

Oplossing  van  J.S*  Sp^ijer. 
Daar ,  blijkens  het  vorige  voorstel ,  de  driehoek  DE  F  ,  die 
door   de   onderlinge    snijding  tfeV  te  .trekken  lijnen  ontstaat, 
gelijkvormig    met   den   gegeven*  driehoek  ABC  is,  heeft  men 

Jnh.  drieh.  DEF  ËFa     /EFv* 

ïnh.  drieh.  ABC  ' — BÏÏ^  ~  \BC/  5 
maar,  blijkens  de  vergelijking  (ij  van  het  vorige  voorsteil ,  is 

EF 

—  =  2Cos.<p ,  en  derhalve  ook  r  ■ 

BC 

Inh.  drieh.  DEF         .„      ^ 

Inh.  drieh.  ABC  =  kC°'%*  - «' 

Omdat  -na  de  inhoud  van  den-driehoek  ABC  standvastig 
is,  zal  die  van  den  driehoek  DEF,  blijkens  de  laatste  ver- 
gelijking, zoo  'groot  mogelijk  zijn,  indien  CosjQ  zoo  groot 
mogelijk,  dat  is:  indien  Cos^P  =r  1  en  das  $  rr  0  geno- 
men wordt.  De 'bedoelde  Kjifen'  moeten  dan',  door  de  hoek- 
punten van  den  gegeven' ,  driehoek ,  evenwijdig  met  de  over- 
at aande  zijden,  getrokken  worden. 

Dé  inhoud  van  dien  grootsten  driehoek  wórdt  onmiddellijk 
gevonden,  door  in  (2)  <p  ~  0.  ter* steUerr,  waardoor  .men 
verkrijgt  x   ,..,. o     •  ,^  —  ' 

Inh.  drieh.  DEF  =  4  X  Inh.  drieh,  ABC. 

Aanmerking.    Indien  men  de    lijnen,   die    door  «c  hoek- 

•  punten   van   den  .drje^pek   ABC.  gaan  en  gelijke  boeken  piet 

de   overstaande   zijden .  maken  7   construeert-,  voor  de   beide 
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gevallen:  ló.  dat  deze  lijnen  door  een  zelfde  snijpunt  gaarf, 
er  2°.  dat  zij  den  grootstmogelijken  driehoek  vormen,  dan 
zullen ,  blijken»  de  bovenstaande  oplossing  en  de  aanmerking 
op  het  vorige  voorstel ,  de  lijnen  tol  het  eene  geval  behoó- 
rende  loodregt  staan  op  die ,  welke  tot  het  andere  geval  be- 
hooren. 

Deze  eigenschap  stemt  overeen  met'  die,  welke  in  de  eerste 
aanmerking  op  het  CVJ.  Voorstel  ia  aangewezen,  voor  de 
lijnen,  die  door  de  hoekpunten  gaan. en  gelijke  hoeken  met 
de  achtervolgende  zijden  maken*. 

CiX.      V    O  O  R  8   T  E   L. 

Door  D.  vak  Lankeabn  Matthes. 

Wanneer  men ,  uit  ds  hoekpunten  A ,  B  en  C  van  eenen 
gegevenen  driehoek  ABC,  (Fig.  kO)  lijnen  AD,  BE  en  CF 
trekt,  die  achter  volgene  met  de  zijden  AB ,  BC  en  CA 
gelijke  hoeken  maken ,  zoodat  er  door  de  onderlinge  snij* 
ding  dier  lijnen  eenen  nieuwen  driehoek  ontstaat ,  kan  men, 
door  de  genoemde  gelijke  koeken  grooter  of  kleiner  te  ne- 
men ,  een  oneindig  aantal  zulke  nieuwe  driehoeken  verkrij- 
gen. Indien  men  nu  in  al  deze  driehoeken  wederom  lijnen 
uit  de  hoekpunten  trekt,  die  .achtervolgens  met  de  aangren- 
zende zijden  gelijke  hoeken  maken  en  daarenboven  elkander 
in  een  zelfde  punt  snijden ,  begeert  men  de  mee/kunstige 
plaats  van  al  deze  snijpunten  te  vinden  ? 

Opgelost  door  J.  S.  Speijkr  jen  D.  van  L ankeren  Mat- 

"T  i 

THES. 

Oplossing  van  J.  S.  Spetjer.       • 
Laat   in    den    driehoek  DEF,  die  door  de  onderlinge -snij- 
ding   der   lijnen    AD,    BE  en  CF  ontstaat,  DG ,  E$  e>*  FG 
volgens    de-  opgaaf  getrokken  zijn  ,  dan'  is ,  indien  Svij'-dè  ge- 
lijke hoeken '  respectievelijk  door  \f/  en  0  voorstellen, 
hoek  BAD  =  hoek  CBE  =  hoek-ACF  —  ^ 
hoek  £DG  =  hoek  FEG  ~~  hoek  DfG  =r  0 
en   hel  zal  er  dan  op  aankomen ,  de  meetknnslige  plaats  van 
het  punt  G  te  bepalen.  -   :. 

Volgens  het  LXXXIX.  VooJtsTtt  ltehbén*  wij 

Cot.0  =  Cot.  E>DF  ■+-  CoU  F£D  +  CnU  OFF  x 
maar  volgens  liet  CV.  Voorstel  zijn  de  hocl;cn  .KDF,  FED 
en    DFE   respectievelijk   gelijk  aan  de  hoeken  van  cfan  g*»£<-> 

O  2 
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ven'  driehoek ,  *ood at  wij ,  deze  hoeken  door  « ,  fi  en  y 
voorstellende ,  hebben 

Cof.0  =  Cot.»  +  Cot#  *+  Coty.   ' 
volgens  het  CV  Voorsth.  is  verder 

EF  =  BC  Sin.\l*  {Cot*  +  Cot.fi  +  C*t.y  —  Cot^y , 
en  door  substitutie  der  vorige  waarde 

EF  =  BC  Sin-i//  (Cot.Q  —  CoLtyi 
-trekken  wij  das  uit  den  driehoek  EFG  de  formule 

EFStn.FEG         EF£i*4 
Sin. EG  F  Stn-EGF' 

dan  vinden  wij ,  door  hierin  de  laatstgevondene  waarde  voor 
EF  over  te  brengen  en  op  te  merken,  dat  koek  EGF  zr 
180°  —  hoek  FEG—  hoek  EFG  =  180°  —  <p  —  ihoek  DFE  —  Q) 
=  180°  —  hoek  DFE  =  180°  —  y  is, 

BC Sin.\hSin4  ,„      .  _     f. 

iSVn.y 
.terwijl  uit  den  driehoek  BFC  almede  volgt. 

_  BCSfoFBC  _  BCStn.*/, 
FC  —     &H.BÏC"  SÏ^ 

Trekken  wij   nu,    ter  bepaling  van  de  meetknnstige  plaats 

van   het   punt   G,  de  lijn  CG,  dan  is  in  den  driehoek  CGF 

(Zie  J.  db  Gelder,  Beg,  der  Meètk.  derde  Druk.  $.  1053.) 

FG 
Cot.  FGC  =  —  Coeeo.  CFG  —  Cot.  .CFG, 

rij 

FG 
of  Cot.  FGC  =  t-  Coêeo4  —  Co*  4 , 

en    brengen   wij   hierin   voor  FG  en  FC  de  bovenge vondene' 
waarden,  dan  komt  er  ,  in  aanmerking  nemende ,  dat  &'«.$  X 
CoêêejQ  =  1  is, 

Cot.  FGC  =  (Cot4  —  Cot  4)  —  Cot 4  =r  —  Cot^ , 
waaruit  volgt 

hoek  FGC  =  180°  —  $. 

Hierdoor  vinden  wij  vervolgens 
Jl©aifeFCG=ia|0o— AmAFGC— *aeJfeGFC=180°—  (180°—^)-^ 

en       hoek  KCO=zhoekA  CD— ho*kFCG=^— ty— 0)=0. 

Het  is    klaar,   dat   men,  de  lijnen  AG  en  BG  trekkende, 
T)p  dezelfde  wijze  zal  verkrijgen 

A00*  BAG  =  <p    en    Ao#é  CBG  !=  <p , 
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en  dat  bij  gevolg,  geheel  onafhankelijk  van  \fjf  het  pant  G, 
dat  pont  zijn  aal ,  waarin  èe*  lijnen  elkander  snijden ,  die 
oife  de  hoekpunten  des-  driehoek*  zoodanig  gelrokken  wor- 
den, dat  zij  met  de  achtervolgende  zijden  gelijke  hoeken* 
maken  en  een .  gemeenschappelijk  snijpunt  hebben.  De  be- 
geerde meetkunstige  plaats  is  dus  een  enkel  punt,  waarvan 
de  constructie  in .  de  oplossing  van  het  LXXXlX.  Voorstel 
ia  aangewezen. 

CX.     Voorstel. 
i  Door  B.  Lubbers.. 

De  naam  van  mijn*  geboorteplaats  wordt  mot  aeht  lettert 
geschreven  ;  deze  letters  aanduidende ,  'door-  do  getallen , 
dio  hare  plaats  in  hot  alphabot  aanwijzen,  hebeen  zij  do 
volgende  eigenschappen:  do  1"*,  3'»,  3rf*  -f-  5<**  en  1"*  -f- 
4*  +  bu  zyn  vier  op  elkander  volgende  vierkante  getaU 
len  ;  do  6*,  7*,  5*,  -f-  8"«  en  2*  +  7rf*  zijn  vier  op 
elkander  volgendo  vijf  hoekige  getallen  en  hebben  respectie- 
velijk dezelfde  wortels  als  de  genoemde  vierkante  getallen; 
overigens  is  do  som  van  de  1*" ,  4<<* ,  7*  en  &•'•  letter 
èèno  eenheid  meer,  dan  do  som  der  vier  overige  letters. 
Hoo  is  do  naam  mijner  geboorteplaats  f 
.  Opgelost  door  B.  Lubbers,  J.  A.  Haksen,  D.  W.  Hin- 
br,  L.  vam  de  Kasteele,  G.  Koster  ,  P.  Krom,  F.  C. 
Radijs  en  J.  S«  Speijbr. 

Oplossing  van  B.  Lubbers. 

De  getallen,  die  de  letters  aanduiden,  door  ji,  g,  r,  s9 
tfu,venw  voorstellende,  en  den  vierkantswortel  uit  het 
eerste  van  die  getallen  x  noemende,  heeft  men  volgens  de 
opgaaf: 

*=** (i), 

r=(4r+l)*=:*»+2*+l   ......    (2), 

r+f=(jH-2)a=jf»-f-4jr+4 •.    (3), 

>+t+«=r(*+3)»  =  *»+6jp+9 (4), 

•«=§*(3*-l)=rf*»-§r (&)t 

t>=J(*+l)  f3(x+iy-l }  =  !*»+  |*+1..(6>, 

<+*=!  (*+»)  fo(x+2)-l\  =  |*«  +  ¥*+5.(7) , 

5r+t»  =  §(x+3){3(*+3)-l}  =  »4r»+V*+12.(8;, 

«n      •     p  +  t  +  i  +  w—q+r+t+H  +  l    .    .    .    (9). 

Hieruit  rindt  men :  'door  (2)  Tan  (3)  af  te  trekken, 

O  3 
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v*  =  2*  +  3 .....'.    (10) 

door  de  «om  van  (1)  en  (10)  af  te  trekken  van  (4), 

•  =  4r+6    ..'...,.....    (11) 
door  (10)  van  (7)  af  te  trekken , 

«  =  |**H-}*  +  2 (12) 

door  (6)  van  (6)  af  te  trekken  , 

y=6*  +  ll       (13) 

en    eindelijk ,    door  de  bovenstaande  waarden  •  van  pt  q  ,  r , 
a,  f,  u,  v  en  w  in  (9)  te  substitueren, 

x2       }  (..       6*  +  11 

4.  4jp  +.  6 ■  .  f    \     +  xa  +  2*  -f.  1 

+  J*a  +  *f  +  1     (  —   \     +  2*  -t-  3 

-   Deze  vergelijking  behoorlijk  herleidende,  komt  er 

Zx2  •+•  *  —  14  =  0, 
waaruit  op  -de  gewone  wijze  gevonden,  wordt 

*  =  2    of    x  =  —  25; 
alleen   de    eerste  waarde    bruikbaar  zijnde,  zoo  vinden  wij, 
door  x  =  2  in  de  vergelijkingen  (1),  (13),  (2),  (11),  (10), 
(5)  9  (6)  en  (12)  te  substitueren  9 

;e=4,  y=23,  r=9,  «=14,  /=7,  «=5,  t=12,  «=15, 
met  deee  getallen  stemmen  overeen  de  letters 

D      W      I       N       G      E      L      O, 
die  alzoo  de  gevraagde  geboorteplaats  doen  kennen. 

CXI.     V  o  o  r  a  t  e  ,1*. 

Door  B.  Lubbebs* 

Men    begeert   eene    contra-harmonische    evenredigheid   in 

.geheele   getallen  te  vinden ,  waarvan  de  eerste  en  de  laatr 

ste   term    beide   driehoekige    getallen  zijn,  welker  wortels  3 

verschillen?  .  _  . 



Opgelost  door  B.  Lvbbebs,  J^.5.,  Spejjeb,,  p.  C.  Radijs, 
G.  Koster  x  D.  W.  Hims  en  J,  A.  Dansen.  • 
...         Oplossuw  van  fi*.  Litabsjlsv  - 
Laat   de.  wortels,  der.  beide  driehoekige  -  getallen    door  x 
en  x  +  3  worden  -  voorgeateld ,  dan.  zijn  die  driehoekige  ge- 
tallen zelve  >     .     —   .  ._.       ..  *    *  — . 
.,%■.-.               .           •           -,-  •    .          - .  -    . 

x'+x            jra+7jr+12 
— _. —    en    *~~z~~* > 

.  m         •  2 

I 

daar   nu   deze  getallen  de  uiterste  termen  der  contra-harmo- 
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nische  evenredigheid '  moéten  zijn  *,  en  de  middelste  term  vfi.11 
zulk  eene  evenredigheid,  altijd  gevonden  wordt  j  als  men  de 
som  Tan-  de  uiterste  termen  in  de  som  hunner  vierkanten 
deelt ,  zoo  hebben  wij,  dien  middelsten  term  door  M^voor- 
stellende ,  7  :-:      *  'r:   *t- 

^*«+jr\*         /jrf+7j?+12\a 


— 

I»  =  .— r 


K+5\*         /jr*+7j?+12y 

^-;  +v — 2    ; 


x*+x  g»+7*+12 

-5-7,  •    +     .  »      2 

of  na  herleiding 

x4+8*  »+37**+84*+72  . 

Door  nu ;  den   noënfer   in    den   teller  werkelijk  tè  deelen  J 

vinden  wrj  bok  nog 

3jr*+12*  * 

■  .,  M=,J*^+,2*  +  6  +  — 


2*a+8ar+l» 

*  *  »  fO  »  f 

en  M  =  J*»  ,+<  2*  +  7 i  -  2j.a+8jt4,la . 

waaruit  volgt 

M  >  4*»  +  2x  +  6    en    M  <  f*1  +  «*  +  7J,      • 

•  r 

zoodat  wij.  moeten  hebben 

M  ss-fr»  +  2*  -f-  o,  '"» 

waarin  o  >  6  en  a  <  t§  is.  '  •  ■ 

Is  nu  *  oneven,  dan  moet,  opdat  M  e*n  ;gefaeel  getal  mij, 
a  den  vorm  p  +  \  hebben-  ën  ^n  kan  3&*8clien  de  aange- 
wetene"  grenzen  'aHêen  a  ±t  ö£  «1J».  ts  eehter  x  iven;  da* 
kan  M  geen  geheel  getal  zijn,  «tonder  dat  ook  o<eèa  gehwl 
getal  en  dus  tnsscheri  'dé  genoemde  grenzen  a  =  7  «ij/  Bij 
gevolg  moeten  wij  hebben 'r  '''  l 

M  =r  lx*  +  2x  +  6|    óf    »*  =•  J**~+  2*  +  '*. 

▼oor   de   eerste   waarfle   van   M    gaat  de"  vergelijking  (h) 

over  m  f 

,4+8*»+S7*»+84*+72  '_  ,:a  +^        fi,    r 

2**+8*+12 '  ^***    +**■***.:!■.. 
óf  na  herleiding  ïn  '  " '  '         "  '"  ;:    "*  / !  ;;: 

x*  +  4*  —  3  =  0, 
maar   hieruit   geene  meetbare  waarden  voor  .r  vriortvlöeijen- 
de,   is    deze  vergelijking,  en  das  pok  de  eerste  waarde. van 
M ,  onbruikbaar. 

O  4 
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Voor  de  tweede  waarde  Tan  M .  volgt  uit  (A) 

2**+8*+12  *       ^        ^     \ 

deze  vergelijking  wordt  herleid  tot 

sa  +  4*  —  12  =  0 
en    uit  dezelve  wordt  gevonden  x  :==  .2  of  »  =  —  6 ;  naar 
gelang    men    nu   voor  x  de  eerste:  of  tweede  dezer  waarden 
gebruikt,  vindt  men  voor  de  gevraagde  reeks 

3,  13  en  15    of    15,  13  en  3. 

CXII.      VoOBSTBL* 

Door  B.  Lubbbbs* 

Wanneer  om  eenen  cirkel  een  gelyibeeoiige  driehoek  beschre- 
ven ia,  waarvan  de  hoogte  tweemaal  zoo  groot  ie  aio  de  mid- 
dellijn  deo  cirkel*,  begeert  men  de  zijden  van  zulk  eenen  drie- 
hoek ,  in  do  kleinst  mogelijke  geheele  getallen  uit  te  drukken  f 

Opoblost  door  B.  Lubbebé  D.  W.  Hik'sb  ,  G*  Koster  , 
F.  C.  Badijs,  J.  S.  Speijeb  en  J.  A.  Hansen. 

Oplossing-  van  B.  Lvbbebs* 

Laat  ABC  (Fig.  41)  de  driehoek  zijn,  beschreven  om  den 
cirkel,  die  M  tot  middelpunt  heeft  i.  trekken  wij  dan  naar 
de  raakpunten  D  en  E  A  de  stralen  MD  en  ME  ,  dan  staan 
deze  stralen  regt hoekig  op  de  zijden  AB  en  AC  en  het  ver- 
lengde van  ME  gaat  tevens  door  den.  top  B  des  driehoeks , 
zoodat  BE  de  hoogte  van  den  driehoek  is. 

Zij  nu  ME  zsz  ,MD •  sp  r,  dan  is  volgens  de  opgave 
BE  z=  4r,  dus  BM  .=  3r  en  BD  =r  i/(BMa  _  MDa) 
tis  Zr  |/2;  daar  voorts  de  driehoeken  ABE  en  MBD,  als 
regthpekige  driehoeken ,  die  eenen  scherpen  hoek  gemeen 
hebben  ,  gelijkvormig  zijn,  hebben  wij  de  evenredigheden; 

BD.:  MB  =  BE-;  AB    en    BD:  MD  =.  BE  i  AE 
cjf    2r]/2  :  3r  ==  4r  ;  AB    en    %r\^%x  r  =    kr  :  AE., 
waaruit  volgt 

AB  =  3ri/2  %l  en    AJE  =p-  rj/2 ;     . 
omdat  na'  dkr  zijden  -.  AV  en  BC<onderling  gelijk  zijn  en  de 
zijde   AC   het  dubbel  van  AE  is ,  Taebben  wij  voor.  de 
des  driehoeks  r.  .  __    • 

AB  =  3r|/2 ,  BC  —  Zry/Ï    en    AC  =  2r^/2; 
on)    voor    deze   zijden    de    kleinst  mogelijke  geheele  getallen 
te  bekomen ,  moet  dus  klaarblijkelijk  r  =s  |/J  genomen  wor- 
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den,  waardoor  wij  vinden 

AB  =  3,  BC  =  3  en  AC  =  2. 
4  CXlll.    Voorstel. 

0 

Door  P.  Krom. 
Twee  getallen    te    vinden ,    waarvan    het  preduet   48  ie > 
terwijl  hunne  éom  vermeerdert  met  de  eom  hunner  vierkan- 
ten 114  oplevert  f 

Opoelost  door  D.  W.  Hivse,  J.  A.  Hausbn  ,  G.  Koster, 
J.   S.   Speijbr,    P.   Krom,  F.  C.  Radijs,  C.  van  Schaick 
on  L.  van  de  Ka  steel  b. 

Opxossino  «au  D.  W.  Hïnse. 
Stel  de  gevraagde    getallen   door   x   en   y  voor,  dan  is, 
volgens  de  opgave, 

*y=48    .......    .    (1), 

en  x*  +  ya— h  x  +  y  —  114    ....    .     (2). 

Zoo-  men  het  dubbel  van  (2)  bij  (1)  optelt,  komt  er 

(*+y)a  +  (*+y)  =  210, 

waardoor  men  vindt 

x+y  =  14    of    x+y  =  —  15     .    .    .    (3). 
Wanneer    men   voorts    het  vierkant  van  (3)  met  het  vier- 
voud  van  (1)    vermindert,  en  uit  de  rest  den  vierkantswor- 
tel  trekt,  wordt 

x— y  =  ±2    of    jr-y  =r  ±  j/33  .    .    (4). 
Indien  men  eindelijk  de  halve  som  van  (3)  en  (4)  neemt, 
komt  er 

x  =  8    en    y  —  6, 
x  =  —  7§  +  ly/ZZ    en    y  =  —  7§  —  |v<33 , 
of  omgekeerd. 

CXIV.  Voorstel. 
Door  S.  Thx}'9  Cornsz. 
Een  xeker  getal  van  twee  cijfsre  beetaat  uit  het  product 
van  twee  f  autoren,  welker  eom  gelijk  ie  aan  1§  maal  de 
oom  der  cijfer* ;  eén  dener  factoren  i»  gelijk  aan  hét  cijfer 
der  eenheden ,  en  het  omgekeerde  van  het  getal  wordt  ge- 
vonden >  door  hetneèt*  met:  tweemaal  het  vierkant  van  het 
cijfer  der  tientallen' te  vermeerderen*    Welk  ii  Bat  getalf 

Opoblost  door  S.  Dik,  Cornsz.,  J.  S.  Speijbr,  J.  A. 
Hansbn,  D.  yi*  Hu  se,  L.  van  db  Kastbelb,  G.  Koste», 
F.  C  Radijs  en  C.  van  Schaick. 

05 
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I.    Oplossing  van  S.  Dik,  Corksz. 

Stel  bet  cijfer  der  tientallen  door  x  en  dat  der  eenheden 
door  y  voor ,  dan  kan  men  ook  y  voor'  één'  der  factoren 
nemen  en  den  anderen  factor  door  *  voorstellen.  Men 
heeft  na,  volgens  de  opgave,  de  vergelijkingen: 

10*  +  y  =r  yz (1) , 

t(*  + y)  =y  +  x ;    (2) 

en  10*  -f-  y  -+-  2x*  =  lOy  +  *    .    .    .    (3). 

-Uit  (1)  en  (2)  vindt  men  respectievelijk': 

_  ]0x+y  _  3x+y  ' 

y  * 

dus  is  l*ï±S  -  *ï±? 

y  2 

en  hieruit  vindt  men 

y*— 2y 

^^^PSy    •  #  '  • <^# 

Deze  waarde  voor  x  in  (3)  overbrengende ,  komt  er  na 
herleiding 

y%  _  58y*  +  661y  —  1980  r=  ö,    • 
van  welke  vergelijking  de  wortels  zijn 

y  =  5 ,    y  =  9    en    y  =  44. 

Alleen  de  eerste  waarde  van  y  is  hier  bruikbaar;  want 
V  —  9  nemende/  sou  volgens  (5)  at  =  —  9  worden,  en 
dit ,  zoowel  als  y  =  44 ,  strijdt  met  de  noodzakelijke  voor- 
waarde ,  dat  x  en  y  geheele  positieve  getallen  kleiner  dan 
10  moeten  wezen.  Men  heeft  derhalve  y  =  5 ,  alzoo  is 
volgens  (5)   x "=r  3,  en  dus  is  het  gevraagde  getal  35. 

Voor  de  factoren ,  waarvan  in  de  opgaaf  gesproken  worde, 

heeft  men  verder  y  n  5  en  *  s  *~^  —  7 

y 

II.    Oplossing  van  J.  S.  Sfeitbr. 

.    Alles    als.ia,  d^^vqoxgaanda  oplossing,  «tellende,  famne» 
wg  voorv  de  .vergrfijkipft  (3)  schrijven  '    ». 

v.  .    --.   i     ).•.«     >,»*a=9v(y,—  *>...       ..... 

Qrn^at  f  «n  ^^fele^getaj^n  moeten  «$»,,  Mqktliieniit^ 
dat  x  van  den  vorm  3»  moet  wezen.,  «  weder  een  geheel 
getal  zijnde ;  stellen  wij  dus  x  =  3* ,  d*n  gaat  de  vorige 
vergelijking  over  in 
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18na  =  9(y  —  3») , 
waaruit  volgt  •  y  z=  2»*  +  3*. 

Omdat  y  ook  kleiner  dan.  10  moet  zijn  ,  zal  men  voor  n 
niet  anders  dan  1  kannen  nemen ;  alsdan  wordt 

;  *=3»^3    en    y  —  2na  +  3»  =  5 ; 
bet  gevraagde  getal  is  dqs  35. 

Het  blijkt  hieruit,  dat,  indien  men  gebruik  maakt  van 
de  voorwaarde,  dat  x  en  y  enkele  cijfers  en  dus  geheele 
positieve  getallen  kleiner ,  dan  10  moeten  wezen,  de  beide 
eerste  voorwaarden  kunnen  ontbeerd  worden. 

CXV.     V  o  o-  r  s  t.  B  L. 

Door   L.   VAK  D£   Ka8T£ELE. 

%  \  tt 

Do  integraal  tan  xtxtf    ■      to  vindon  9 

x~~a 

OroEfcosT  door  L9    J.   Ulman,  L.  vandb  Kasteel*  ,  J. 

Bassah,  F.  C*  Radijs  ,  J.  S.  Speijer  on  D.  W»  Hinse. 

Q*i*pasula  *««  L.  J.  Ulman. 

.  Schrijven  wij  de  voorgestelde  uitdrukking  onder  den  vorm 

x*4-a 
x$x   —^ 1    en  noemen    wij    de  te  vindene  integraal  «, 

dan  hebben  wij  te  integreren    . 

In  —  xlx  y/(x*—a*)  ~  y/(x*—a*)  +  y/{x*—a*) 
en  dus  is 

Volgens     eene     algemeene     herleidingsformule    (Zie   I.   R. 
Schmiüt  ,  Diff.  on  Int.  Kok.  §.  201 ,  formule  111)  is 
•        x^Kx       .^-V(ja— a2)      (m— l)g»  '      x"*-*#x 

derhalve     f    ****  aX  =  lxyf(x*—a*)-\a*fJt  **      .; 

na  is  ƒ77-: rx  =  #«ƒ>•  i««r-  "  T  ' — 

V\x      a  )  a 

wij  hebben  du» ,  door  substitutie  dezer  laatste  waarden , 
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of      *=§(x+2g)y/(xfl--g»>--  \a^ep.Log.%+^X%~a^+^ 

hetwelk  de  begeerde  integraal  is. 

Schrijven  wij  dezelve  onder  den  vorm 

l(x+2aW-a>)-a>N*p.Log.  ^/^  +  y/^\  +C, 

dan    verkrijgen   wij   dezelfde   uitdrukking,    welke   in  gemeld 

werk  §•  269  wordt  opgegeven  als  den  gevonden9  inhoud  der 

j»  ,i,  m 
kromme  lijn  ,  waarvan  de  vergelijking  is  y  z=r  x  \f    '  w. 

Xwmma 

CXVi.        VoOHSTXX,. 

Door  J.  fiisftAN. 

De  integraal  van  — !-i — ^ — £  te  vinden  f 

Opgelost  door  L.  J.  Ulman  ,  J.  S.  Spsijbb  ,  D.  W.  Hin- 
•fi  én  J.  Bassan. 

I.    Oplossing  van  L.  J.  Ulhan. 
Ten  einde  dit  voorstel  op  eene  algemeene  wijze  op  te  los- 
sen,  stellen  wij  4  =  a9  en  3  =r  6*,   dan  hebben  wij,  de 
te  vindene  integraal  y  noemende ,  te  integreren 
Xx^x'-a*)  _  (x*—**)  ^ 

V  x*—6*        ~  (x*—6*)y'(x*—a*) 

(x*—ö*)y(x*-a*)         y(x*-a*)       (x'-ÓWix'-a*)' 

deW^  nn  *^/(x'lg»)  =  ***  ^ff-  (*+l/(*3-«a))  is,  zoo 
hebben  wij  dadelijk 

zoodat  wij    ons   nu   alleen  niet  het  vinden  van  den  laatsten 
term  hebben  bezig  te  houden. 
Stellen   wij    in    dezelve   i/(x*  —  «*)  =  (x  —  a)x,  dat  is 

=r  *a,  dan  is 

*2-l  —■(•»— 1)»» 

door  substitutie  waarvan  wij,  na  herleiding,  verkregen? 


ar* 


— 2(*»— i)y 


* 


(**-*»)!/(**—«»)         («a— «a)a*+2(a»+«*>*+f«»_««); 
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•vermenigvuldigen  wij  dese  uitdrukking  met—  (aa  —  b2), 
dan  komt  er 

in     welk     laaUte   gebroken ,   de    faj  toren  van    den    noemer 

klaarblijkelijk  %2  -{ eti  z2  -f-  — 7  zijn ,     zoodat   men 

a — o  0+0 

dit  gebroken  ,    door  het  gebruik  der  onbepaalde  coëfficiënten , 

in  twee  ancfere  verdeelende,  gemakkelijk  vindt 

waaruit  volgt 

1      a  1      a 

^weshalve  het  vinden  van  den  laatglen  term,  die  in  de  bo- 
venstaande waarde  van  y  voorkomt,  tot  het  vinden  der 
beide  laatste  integralen  is  terug  gebragt. 

Daar  de  noemers,  die  er  in  voprkomen,  beide  onbe- 
staanbare of  beide  bestaanbare  factoren  hebben  j  naar  gelang 
a  >  b  of  a  <  b  is,  komen  er  bij  de  integratie  twee  ver- 
schillende gevallen  te  onderscheiden. 

Eerêté  Geval.    Is   a  >  b,    dan  is,  volgens  de  formule 

ƒ- :  =  —  #**£  Tang.  —, 

j^ïiï> = (>+t)(vS!)  *•'*•  «& 

=  — H  *"*  ***  *^ 

1  *      '    ■ 


*H — -— , 


•il  4 
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II.    Oplossing  van  J.  S.  Sfeijbr.    * 
Tot  het  integreren  der  opgegevene  uitdrukking 

y  x2— 3      ' 

stellen  wij  |/(*a— k)  zzz  xss ,  dan  is,4?a  —  4  =  xa*a,  dus 

*a  =  r en  *a  —  3  =  - — —  —  3  =   ,       a  ,  zoodat 

1— *a  1— *a  1— *a 

onze  vergelijking  overgaat  in 

(1—  z9)zx<fxm 

V  ~  — ï+3*a     ' 

4  4af^« 

differentiëren  wij  nujFa=; -,  dan  komt  er  x«f*=— -r-, 

•*  1— *a  (1— *a)a 

waardoor  wij  dan  verder  verkrijgen 

^  • 4*afts  . 

y  ~  (l+3*aJ(l— *a/ 

Verdeelen  wij   vervolgens ,   op    de   gewone  wijze,  liet  ge- 

4xa 

broken  ,,     ■ — rrm -   in   twee   gedeeltelijke    breuken  ,  dan 

(l+3*a)(l— *a)  *  '  *  ' 

vinden  wij 

•    4*a  i  i    : 


(l+3x*)(l—x*)         1— *a        l+3*a ' 
hierdoor  wordt 

cv  *"—       ■  "■       —     *       

9         1— *a     -    l+3aa 

1+3* 

De  beide    laatste    integralen  algemeen  bekend  zijnde  >  yin- 

den  wij  terstond 

1^4-a  1  •  • 

y  =  Nep.  Log.  1/j^  —  r^  Ü°°8  T*ng.'z\/3  +  C. 

Nu  volgfc  uit  de   gestelde  vergelijking  ^/(x2—b)  z=  xx9 


en  du.  V  =  f^  -  Jl—js 


Ai 


-    3(jp flfa-4)  //  *' 

De  beide  leden  der  rergelijking  V —  =  —  |/  — *  $(*a-l 4)  , 

met  y/  —  1  Yermenigruldigd    wordende,   icrkrijgt  men  alzoo  iden- 
tieke producten  $    en   dit  zou  het  gerei  niet  sijn  ,  indien  men  de  Ie- 


3(*a— 4) 
den  der  Yergelijking  \/ — — —  =  -4-  1/  —  3(*2 — *)i  «net  ]/  —  t 

YermenigTuldigde, 

I.  DXKL.  P 
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«lat  %  =r  — is;  wij   substitueren   dos   deze  waarde, 

in  de  gevondene  waarde  van  jf ,  en  verkrijgen  -daardoor ,  na 
herleiding , 


of,  soo  w;  C'  r:  C  +  Nep.  Log.  2  «tellen , 

1                    t/3fa*— 4) 
y==N«^Io*.(4H^ '  -f.  C , 

eren  ak  in  de  vorige  oplossing* 

CXVII.     Voorstel. 

Door  l.  Bassan. 

De  integraal  pan  c*W(Tang4—>l)  ie  vinden  t 
Opgelost    door  L.  J.  Ulman,  J.  Bassak,  D.  W.  Uinss 
jen  F.  C.  Ra&us. 

Oplossing  van  L.  J.  Ulman. 

« 

Dewijl    *.T<mg4   =  g^j  =  fy&ca0    i»,    is  ook 

e*&  =:  — — ^r-  en  wij  hebben  dus  vooreerst 
w  Sec.*Q 

Stellen  wij  nn  \/(Ta*g.Q—l)  rtr  *,  dan  is  Tang$  =r  **  -|- 1, 
ÏTaiyr^  =  2**»>  &<?.90  =  Tag$.90  -j-1  =*4  -}-2sa  +2 
en  derhalve 

De  tweedemagtsfactoren  van  den  noemer  zijn  klaarblijke- 
lijk*» 4-I.4-I/--I  en  sa4-l--i/-.l,  doch  deze 
onbestaanbaar  zijnde,  ontbinden  wij  dezelve  in  eerstemagts- 
factoren ,  als  wanneet  wij  bekomen 


V  O  U  R  S  T  E  L  L  E  H.    BV  117. 
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vereenigen  wij   na  de  beide  logarithmen  en  de  beide  bogen , 
dan  wordt 

r    2z*Vx       _ 
**z++2z*-\-2 

*a—  *V/(2v/2— 2)-+-j/2 


H/(2|A+2).  I**  1/ 


z*+z\/{2\/2—2)+y/2 


H-  tl/fa*-»*  *#«  T«V.  ^^^  +  '<ï; 

vereenvoudigen  wij  voort*  den  logarilhinischen  term ,  door 
teller  en  noemer  van  bet  gebroken  met  aa — %\/{2\/2— 2)4-j/2 
te  vermenigvuldigen  ,  en  -drukken  wij  den  boog  door  zijnen 
Cosinus  in  plaats  van  door  zijnen  Tangens  uit,  dan  verkrij- 
gen wij 

2*a?g 

*V+2*a+2 

**— *l/(2i/2— 2)+v/2 


£l/(2j/2+2J.  Lo# 


]/(z++2z*+2) 


t/2 — *» 

«lellen  wij  hierin  eindelijk  voor  %  deszelfs  waarde  \S(Tang4—l)f 
dan  kqnU  er 

+  1^(2^2-2).  Boog.  Co,.  l+V2~cl*n84  +  C, 

en   deze*  integraal,    die    nu   de   begeerde    is,  blijft  altijd  be- 
staanbaar, zoo  lang  slechts  \Z(Tang4>~\)  bestaanbaar  is* 

Zoo  wij    de    deeling   door  Sec4  werkelijk  verrigten ,  dan 
gaat  dezelve  over  in 

ƒ  *W{Tmng4-l)  =  * 

i\/(2l/2+2).Log.{Sin4-.  (l—\/2)C0Ê4—\/(2v'2r- 2)Co$4(S*n4—Co*4 

+  Jl/(2v/2— 2).  Boog  Co*  {(l+v/2)Cot4>— Sin4}  +    C, 

en   deze  uitdrukking  is  nog  voor  verdere  herleiding  vatbaar* 

Nemen  wij ,  bij  voorbeeld ,  in  aanmerking ,  dat  1  -f-  |/2  m 

Tang.   67°    30*  en    —  1  +  \/2  =  Tang.  22°  30'  is ,  als- 

4 
mede  dat  men  heeft  2j/2  —  2  nr      /«>  ,  9*  ^an  ^nden  wij, 


VOORSTELLEN.    N°.  117  en  118.      221 

<p  +  22°  30'  =  4>  en  [/(2\/2+2)  =  a  «tellende , 

f  *<Pi/(Tang4- 1  )= \aLog.  {Siif.*-v/(^o«.2*— |^a)} 
1 

CXV1H.       V    O    O   H   S   T  E   L. 

Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 

Welke  waanden  van  <p  maken  de  functie 

Cot.d>\ 
y  =  N*/>.  Log.  (Tang.Q         f 

tot  een  maximum  of  minimum? 

Opgelost   door  J.    S.   Speijbh  ,    F.    C.    Radijs,  W.  J.  G. 
Rammelman  Elsevieb,  *ji  L.  J.  Ulman. 

Oplossing  van  J.  S.  Sfeijbr. 

De  gegevene  functie  kan  ook  aldus  geschreven  worden: 

y  r=  Cot.<p  X  Nqi.  Jog-.  Tangjp; 

differentiëren  -wij  dezelve  na  twee  achtereenvolgende  malen, 

dan*  komt  er 

<fy  ___  l—Nep.Log.Tang$ 

fy  ~~  Sin.*<p 

<f*y  Tang.Q+2Sin4Co*4(l—Nep.Log.Tang4)) 

ÜQ1  """  Sin.+Q 

Hv 
Stellen  wij  vooreerst  -r^  ir=  0,  dan  volgt  daaruit 

Me/».  Lo$.  Tartg.Q  n  1  en  das  Tang.Q  =:«=;  2,7182818, 
waarmede  volgens  de  tafels  overeenstemt 

Q  =  69°  48'  9#  nagenoeg. 
Voor  deze  waarde  van  $  vinden  wij  dat 

*!?  —  _      e 

*$* '~~       SinSQ 

wordt;,  deze    waardp  Jrta    -~j   is,  klaarblijkelijk  negatief  en 

das  maakt   de    gevondene   waarde    voor    0  de  functie  y  tot 
een  maximum.    De  waarde  van  dit  maximum  is 

1 

y  =  T. 
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Stellen  wij  ten  tweede  ^  =  00,  dan  volgt  daaruit  <p=0; 

oin  te  onderzoeken  of  deze  waarde  van  0  voor  y  een  maxi- 
miim  of  minimum  :;eeft,  hebben  wij  de  waarden  te  raadple- 
gen,   die,    wanneer   i  een  zeer  klein    boogje   voorstelt,  y 
verkrijgt  voor  <p  =  -|-  d,  $  =:  0  en  rt=  —  i.    Na  ia: 
voor  <b  ra  -I-  J,  y  aeer  groot  negatief, 
voor  ^  az  0       ,  y  =a  —  od  , 
voor  0  ~  —  2,  y  onbestaanbaar; 
hieruit  blijkt ,  dat  (p  ra  0 ,  y  noch  tot  een  maximum ,  noch 
tot   een    minimum    maakt,    maar   dat  als  0,  tot  0  a:  0  is 
afgenomen ,   y   hare   grootst    mogelijke  negatieve  waarde  be- 
reikt   heeft,    zonder    dat  met  eenc  verdere  afneming  van  0 , 
'bestaanbare  waarden  voor  y  kunnen  gepaard  gaan* 

CXIX.     Voorste  i.. 
Door  W.  J.  C.  Bammelmih  Elsevier. 
Eenen  regthoekigtn  driehoek  te  berekenen  en  te  construe- 
ren ,    ah    behalve  deezelf*    omtrek    ook   nog  gegeven  ie  de 
loodhjn,  die  uit  den  regten  hoek  op  de  hypothenuêa  valt  f 
Opgelost   door  W.    J.  C.  Rammelman  Elsevier,  )).  W. 
JIikse,  J.  A.  Haksek,  G.  Koster  en  3*  S.  Speijer. 
Oplosbimo  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 
Zij  ABC  (Fig.  42)  de  bedoelde  driehoek,  regthoekig  in  B, 
cjI   waarin   uit    B   eene   loodlijn   BD   op  de  schuine  zijde  is 
nedergelaten.     Stellende    nu   voor   de  gegevens  en  voor  de 
onbekenden 
AB+BC+AC=a,  JBD=6,  AB=jr,  BC=y  en  AC=*, 
dan  hebben  wij  vooreerst 

f  -;-y -;.  %    =m (1) 

en  *a  -;-  y?  =  x* (2) , 

terwijl  wij,  den  inhoud  des  driehoek*  op  twee  verschil- 
lende wijzen,  namelijk  door1  §AB  X  BC  en  JAC  xBD,  uit- 
drukkende, ook  nog  vinden 

*y  =r  Js    * (3). 

Om,   uit   deze   drie  vergelijkingen,    jp,  y  en  %  op  te  los- 
sen, hebben  wij  volgens  (1) 

(x  -5-  y)*  =  (a  -  %)* 
of  4Pa  -;-  2*y  -;-  y*  as  a2  —  2a*  +  a* ; 

hiervan  (2)  aftrekkende ,  vinden  wij 
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SLry  =r  aa  —  2**; 
en  hierin  voor  sy  de  waarde  volgens  (3)  stellend*)  komt  er 

2b%  =  a*  —  2a* , 

-waaruit  dadelijk  volgt        *  =:  — jr      ••...•    (4). 

2(0-4-0) 

Deze  waarde  van  *  in  (l)  en  (3)  overbrengende,  verkrij- 
gen wij  na  herleiding 


a-H 
a*b 


*'  =  *&*)    * Wl 

hierdoor  de  som  en  het  prodact  der  onbekenden  *  en  y  be- 
kend zijnde,  vinden  wij  voor  die  onbekenden  zelve 

a*-t-2<i*±ai/(*a— 4a*— W9)  -,,. 

k(a+b) 

en  y  =  5^— ^ •    •    •    (W, 

waardoor  de  berekening  der  zijden  is  afgeloopen» 

Het  is  klaar ,  dat  de  driehoek  onbestaanbaar  zal  zijn,  zoo- 
dra uien  heeft 

a2  <  4a*  -S-  4**; 
neemt   men   nn   in  aanmerking ,  dat  altijd  uit  den  aard  der 
zaak   «  >  2£   en    dus   a  —  26  positief  moet  zijn ,  dan  kan 
men  de  laatste  ongelijkheid  herleiden  tot 

(o-2*)*<8«, 
a  —  2b  <  2*V2, 
a  <  2V2  +  2* 

*  >  vip' 

waarvoor  men,  omdat   ■  =:  |(l/2— 1)  is,  ook  schrq- 

ven  kan 

alzoo  is  b  =:  §a(|/2— IJ  eene  limiet,  waarboven  b  niet 
mag  gegeven  worden,  om  het  voorstel  mogelijk  te  maken* 
Was  jnist  b  =r  \a(\/%—  1)  gegeven ,  dan  zou  de  wortel- 
grootheid  in  (7)  en  (8)  voorkomende  verdwijnen ,  en  de 
regthoekige  driehoek  zon  dan  tevens  gelijkbeenig  zijn. 
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Indien   men   tot   de  oploosing   de  trigonometrie  gebruiken 
wil ,  dan  stelle  men  hoek  BAC  z=  <p ,  dan  i* : 

BD  b 


AB  = 


BC  = 


SinXAC  ~  Sin.<p' 

.  BD       _      6 
Sin.BCA  """"  Co§4 
BC  6 


en  AC  =r 

Sin.  BAC         Stn.(pCo»4y 

door  optelling  dezer  waarden  vindt  men 

6  6  b 

a  zzl  - -4-  ■  «j.   ___ 

Sin.<p        Cot.0        SifUpCo$4 

of       .    2a£»ft4  Cöt ^)  =  2*  (&*$  +  Cot^))  4.  2& 

Daar    na    in  het  algemeen   2&'n.$   C094   =  Sin.24  en 

Stn^    -+-   Coi.0  =   |/(1    -}-    Sin£<p)   ia ,  kunnen  wij  voor 

deze  vergelijking  ook  schrijven 

«S»*.20  =  2  V(*  +  Sin.2Q)  +  26 , 
en  daarna  uit  dezelve  achlervolgens  afleiden: 
aSin.2<p  —  2*  =  2by/{\  +  Sin.2<p) , 
a*Sin.*2$  —  4aJ.Sfoi.20  +  4*2  =  4J2  +.  4£2&».20, 
a2S*n.220  —  4aJSt».20  =  433S»ji.20, 
•s&'*.2$  —  4a*  =  4*2 

en  eindelijk        Sin.20  =  — L-Jl_£# 


aa 


Hierdoor  de    waarde  van  0  gevonden  zijnde,  kan  men  de 
zijden,  dóór  de  bovenstaande  formulen 

•    AB  =  f—,  BC  =  77-^    <*i    AC  =  - - , 

Sir»4  Có§4  Sin4Cos4  * 

berekenen.    Voor  AC  kan  men  ook  schrijven 

•  AC  -  JL 

en ,  zoo  men  Li  erin  voor  Sin.20  de  gevondene  waarde  stelt 
verkrijgt  men  even  als  vroeger 


o2 


AC  _  -— • 

2(a+6) 

Door,  op  te  merken,  dat  Sin.20  niet  grooter  dan  1  zal  mo- 
jgen  wezen,  en  dat  dus 

..4i£±9>i 

zqnde  ,    de    driehoek   onbestaanbaar  Wordt ,  geraakt  men  tot 
dezelfde  voorwaarde,  die  boven  gevonden  is. 
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0e  waarde,  die  wij  voor  de  schuin  sche  zijde  vonden, 
geeft  een  gemakkelijk  middel  aan  de  hand ,  om  den  driehoek 
uit  de  gegevens  te  construeren.  Maakt  men  namelijk  (Fig.  42) 
CE  =  \{a  -f-  b)  en  stelt  men  uk  C  op  CE  eene  loodlijn 
CF  =  §a,  trekt  men  vervolgens  FE  en  art  F  eene  loodlijn 
op  FE,  die  het  verlengde  van  CE  in  A  snijdt,  dan  «al  AC 
de  schainsche  egde  des  driehoeks  zijn ;  want  uit  deze  con- 
structie volgt  de  evenredigheid 

AC  :  CF  =  CF  :  CE, 
dat  is  AC  :  §a   =  \a  :  \{a+b) , 

waaruit  gevonden  wordt 

la*  a% 


AC  = 


4' 


hetgeen  juist  de  waarde  h ,  die  de  schuinsche  zijde  volgens 
de  berekening  hebben  moet.  Beschrijven  wij  dns  verder  op 
AC  als  middellijn  een'  halven  cirkel,  maken  wij  CG  =  6 
en  trekken  wij  uit'  G:,  evenwijdig  met  AC  /  eene  lijn,  die 
den  ciikelomtrek  in  fi  en  B'  snijdt,  dan  zullen  deze  snij- 
punten de  hoekpunten  zijn  van  de  regte  hoeken  der  drie- 
hoeken ABC  en  AB'C,  die  beide  aan  het  voorstel  voldoen» 

CXX.  Voorste  i». 
Door  J.  Badon  Ghjjbbn. 
Van  twee  krachten  P  mQ,  die  tot  eene  enkele  kracht 
R  kunnen  samengesteld  worden,  is  P  in  rigting  en  hoe- 
grootheid gegeven;  van  Q  is  alleen  bekend,  dat  hare  rig- 
ting door  een  gegeven  punt  gaat ,  maar  men  kent  ook  nog 
een  punt  van  de  rigting  der  samengestelde  kracht  R.  De 
vraag  is  nu ,  om  oV  rigting  der  kracht  Q  zoodanig  te  be- 
palen, dat  die  kracht  zoo  klein  mogelijk  zy? 

Of  gelost  door  J.  Badon  Ghijben. 
Oplossing,  van  J.  Badon  Ghijbbn. 
De  krachten  P  en  Q  tot  eene  enkele  kunnende  zamenge- 
steld  worden,  zoo  volgt  daaruit  vooreerst,  dat  derzelver 
xigtingen  in  een  zelfde  vlak  moeien  gelegen  zijn.  Laat  na 
AB  (Fig.  43)  de  rigting  der  kracht  P ,  C  het  gegevene  punt 
van  de  rigting  van  Q  en  G  het  bekende  punt  van  de  rigting 
der  resaltant  R  zijn ;  nemen  wjj  dan  voor  de  kracht  Q  eene 
willekeurige  rigting  CD  aan,  zetten  wij ,.  uit  het  snijpunt 
E  van   CD  en  AB,  op  AB. eene  lijn  Ep  af,  die.  de  gegeve- 

P  5 


226  i\  1  £  U  W  E    WISKUNDIGE 

ne  hoegrootheid  der  kracht  P  voorstelt,  trekken  wij  door 
G  en  E  eene  onbepaalde  regte  lijn ,  daarna  uit  p  eene  lijn 
pr,  die  evenwijdig  met  CD  loopt,  en  eindelijk  uit  het  snij- 
punt r  van  pr  en  EG,  evenwijdig  met  AB,  eene  lijn  rq, 
(JD  in  q  snijdende,  dan  stelt  Eq  de  grootte  van  eene  kracht 
Q  voor,  door  C  gaande  en  met  P  samengesteld  eene  resul* 
tunt  opleverende,  die  door  G  gaat*  Om  aan  het  voorstel  te 
voldoen ,  komt  het  er  das  op  aan  de  rigting  CD  zoodanig 
aan  te  nemen,  dat  de  lijn  £q,  door  de  bovenstaande  con- 
structie verkregen,  zoo  klein  mogelijk  worde. 

Het  is  eene  bekende  eigenschap  van  de  samenstelling  van 
twee  krachten  ,  dat,  soo  men  ,  uit  een  willekeurig  punt  van 
de  rcsaltant,  loodlijnen  op  de  rigtingen  der  krachten  laat 
vallen ,  deze  loodlijnen  omgekeerd!  evenredig  met  de  krach- 
ten zijn.  Laat  men  dus  uit  G  de  loodlijnen  Gil  en  GN  op 
AB  en  CD  vallen,  dan  is 

GM  X  Ep  =  GN  ><  Eq. 

Dn  is  E  p ,  als  de  hoegrootheid  der  kracht  P  voorstellen- 
de, standvastig  gegeven;  ook  GM  is  standvastig,  omdat  de 
stelling  van  de  lijn  AB  en  de  plaats  van  het  punt  G  gege- 
ven is;  de  beide  leden  der  bovenstaande  vergelijking  hebben 
alzoo  eene  standvastige  waarde  en  opdat  E  q  soo  klein  mo- 
gelijk zij ,  zal  het  dus  noodig  zijn  GN  zoo  groot  mogelijk  te 
snaken;  dat  wil  zeggen,  de  rigting  CD  zal  zoodanig 
genomen  moeten  worden ,  dat  de  loodlqn  uit  G  op  CD 
yallende  zoo  groot  mogelijk  zij.  Daar  na,  als  men  CD  om 
het  punt  0  laat  draaijen,  deze  loodhjn  nooit  grooter  kan 
worden,  dan  de  afstand  van  G  tot  C,  nemen  wij  GC  voor 
die  loodlqn ,  dan  zal  CD'  door  C  regthoekig  op  GC  getrok- 
ken, de  rigting  zijn  ,  die  men  aan  de  kracht  Q  moet  geven  > 
om  aan  het  voorstel  te  beantwoorden* 

Herhaalt  men  dus  voor  de  lijn  CD'  dezelfde  constructie, 
die  boven  voor  de  lijn  CD  is  veriïgt,  zijnde  deze  laatste 
constructie  in  de  figuur  door  overeenkomstige  letters  met 
accenten  aangewezen ,  dan  zal  de  lijn  E'  q',  daardoor  ver- 
kregen ,  de  kleinste  zijn  onder  alle  lijnen ,  die ,  voor  andere 
rigtingen   van  CD ,  op  dezetfde  wijze  geconstrueerd,  worden. 

Dat  de  rigting  der  kracht  Q  loodregt  op  GC  moet  zijn , 
om    aan  het  voorstel  te  beantwoorden ,  kan  ook  stelkunstig 
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blijken*  Laat  namelijk  'de  hoek  GCD  al»  eene  veranderlijke 
grootheid  worden  aangenomen,  en  verlengen  vrij  CG,  toldat 
«g  /VB*  in' F  snijdt,  dan  zijn  CG,  GF  en  de  hoek  EFG 
•Urodvaatig  en  door  de  voorwaarden  des  voorstele  volkomen 
bepaald.  SteHen  wij  dus  CG  =  a,  GF  =  *,  hoek  EFG  =  * 
en  heek  GCD  =?0,  dan  volgt  cttt  de  driehoeken  GCE  en£FE 

FGxSt*.EFG         6Sin.x 


Sin.  FEG  = 


J&G  —     EG 


en       .         &».  CEO  _  — _  — -, 

nu  ia  volgens   de   eigenschappen  van  het  paratlelogrem  der 
krachten 

P  :  Q  =  Ep  :  Eq  =r  Sin.  qEr  :  Sin.  pEr 
en  dos  ook  P  :  Q  =  St*.  CEG  :  Sin.  FEG ; 

stellen   wij  hierin   voor   de  freide  laatste  termen  de  boven- 
staafde  waarden  .  4an  komt  er  : 

P  :  Q  =r  aSinJfy  ;  ISin* , 
welke  evenredigheid,  omdat  GN  ^  aSin^p  en  GM  r=  6Sin*» 
is,  de  reeds  aangevoerde  eigenschap  in  zich  sluit* 
Uit  deze  evenredigheid  volgt  onmiddellijk 

_  PftStmg 

*"""   aSift.<p  ' 
ea   uit  deze  formule    voor   Q   ziet   men  dadelijk,  dat  Q  de 
^deinst  mogelijke  waarde  zal  hebben,  indien  SinJp  200  groot 
mogelijk  en  dus  Sin<p  =  l  of  0  zzz  90°  is. 

*6XXI*    V  o  o  n  s  T  £  i*. 

Door  L.  tan  db  Kasteslb. 

-  •  » 

D,  difrrentiaidruit&rukkimg  ^yffLfr^J  *  **" 
greren  f 

OpobziOsv  dfoar  L.   J.  Ulman,   L.  van  ob  Castebxb,  J. 
S.  Spbijeh.  en  J.  Bassan* 

Oplossjkio  r$n  L.  J.  Uut**, 

De  te  vjndene  integraal  floor  y  voorstellende,  hebben  wij 

waarvoor  wij  ook  kunnen  schrijven 
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1     „  x*ix 

y  =  ziS 


ab  u .         /         4 


M1— i") 


Stellen  wij  nu  —    *2  —  &».»0f  dan  is  x*  —  aHSin^\ 

x  =  l(<*\/fy  SiïnQ,  $x  t=  l(a\/b)  Co8.(p#$  en  wij  hebben 
alzoo 

Door  werkelijke  deeling  vinden  wij 
Co8(b~-Co83é  fc_  a *3 

-öTc^p- *  =  "  *»W<»W-*a)  -  -—^ 

en  wij  hebben  hierdoor 

V=l(a  *i/6)  [-fCoe.'&Q+bfCo^Q+il-b*)  Sl^b-b^f-J*-] 
t  b+Co$4) 

Nu  is :  —fCo8.*$ZQ  =  —  iSin.QCot.Q  —  |<p, 

èJ*Co8.(p<f(j)  =  öSin.cp 
door  substitutie  van  welke  waarden  y  overgaat  in 

0-f-voswp- 
of 

y  =  — g —  «wn.0 j|-  Sin.0  C094  H i— 16    JV   $ 

8  ^b+Coe^ 

Verder  is  (Zie  I.  R.  Sohmidt  ,  Diff.  en  Int.  Rek.  §.  254) , 
naar  gelang  £  <  1  of  $  >  1  is, 

J6+Coe4  ~~  V(l—*2)       *  6+Co*4 

^  r    ^       — *         d       ^       1+èCosQ 

in  het  eerste  geval  is  dus 

**V$                «V*c.   A^    .  ,  aa(l— 2*2)i/a 
y  =  — g—  & «.0 fjr  &n4 Ce%4 h 1—       JV    $ 

a*b\/b(l—b*)  l+bCo*4+Sin4\/(l—b*) 

.    8  L°*  b+Co$4     .  ' 

en  in  het  tweede  geval 
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y  =  — ^-  Sin 0 -  -^->»-0 ^"4  +  — i— 16  ;K    <J> 

aa^i/^2— 1)  „        _      1+bCos.A 

H —4 Boog  Cos.  ,      _     J. 

8  ó+Co«^     , 

Sabslitueren  -wij  na  hier  weder,  overeenkomstig  de  dooi  Q 

voorgestelde  waarde», 

«     ^         2x       •      ^        y/(a*h*— kbx*) 

~      t/(«a*a— W*2) 

en  0  =  fiöo^  Cö#.  — r , 

dan  komt  er ,  na  behoorlijke  herleiding , 

abx     xi/(a*6*—kbx*)     a2(l—  2b*)\/b  D       _     \/(a*b*—kbx*) 
y=_  _  Jü__ +  A6   ^   BoogCosXA—j  -J 

_  aH)/b(l—6*)         ab+bi/(a*b*—  kbx*)+2x\/b(l—b*) 
8      ~      *  ab*+\/{aH*—kbx*) 

of 

_abx      x\/(aH*—kéxl)  ,  aa(l— 26a)y/6p-  |/(tt*S2— 4Jxa) 

~~  4  8Ï         ="+  16  «**•••  ai 

aHx/blb1— 1)  „       ^      «ft+lf/(a9*»— 4**2) 
+  8     —  **  **  ab>+V\aH>-kbx*)  > 

naar  gelang  6  <  1  of  b  >  1.  inogt  wezen. 

CXX1L    Voorstel. 

Door  D.  tan  Lanuren  Matthes. 

De  som  te  vinden  van  de  oneindig  voortloopende  reeks 
x*       11*4  29s*         55*8       89*' ° 

L2     1.23.4  +  1.2.3.4.5.6      1  ..-8  +  ïZTiO      *"*' 
in   elk  van   welker    termen  de  coëfficiënt  des  tellers  1  min- 
der   is ,    dan    het  product  van  de  twee  laatste  /actoren  des 
noemers  f 

►  i 

Opgelost   door  D.  tan  Lankbren  Matthes.  J.  Bassan, 
D.   W.    HiN8E ,    F.    C.   Radijs  ,  J.  S.  Speijer  *b  L.  J.  Ul- 

MAN. 

OPLOSSING   90»  D.  TAN    LaNKLREN    MaTTHES. 

Men  schrijve  de  reeks  in  dezen,  vorm 

(1.2— l)xa      (3.4— l)x+       (5.6-l)x«      (7.8— l)*8 

1.2  1.2  3.4     +      1......6  1...8      +**** 

en  stelle   de  gevraagde  som  door  S  voor,  dan  is  klaarblijke- 
lijk, door  eiken  term  in  twee  andere  te  verdeelen, 
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^ a-      JC*       X*  X*       t       x'  X*  X* 

"~*aT2    Ï3  +  i53a ":"  iaO    Ï^&~~ïZ2 "*****• 

Telt  men  na  bij  de  leden  dezer  vergelijking  de  eenheid 
op ,  en  deelt  men  dezelve  vervolgens  door  1  +  jpa ,  dan 
komt  er  * 

1+S  x*  jr4  x6 

ï+ï»  ~~  l  "~  L2  +  L2X4  ""  1.2.3A5.6  +  en%% 
Het    tweede   fid   van    deze  laatste  vergelijking  de  bekendf 
ontwikkeling  fan  Co**x  zijnde ,  is  derhalve 

1+8  —  /* 

waaruit    voor  de  begeerde  som  onmiddellijk  gevonden  wordt 

S  =  (l+x*)  Co*.x  —  !• 
GXXIIL    V  o  o  &  q  T  B  L. 
D^or  D.  tan  Lakxeee»  Matthes. 
De  oneindig  voortlooponde  reokê 

1-2  ""  23  *  3.4     4.5  "r  5.6      ***• 
J*  êommerenf 

Opgelost  door  D.  tak  Lanxe&ek  Matthes,  J.  S.  Spei- 
jee,   J.   Bassav,   D.  W«  Hinsb,   F*   C.   Radijs  0»   L.  J. 

UlMAH. 

I.    Oplossing  van  D.  vak  Lanxekek  Matthes. 

Daar  in  het  algemeen     .        .  ±s  —  —  -*— -    is,  kannen 

Hfn-f- IJ  n         H-+-1 

wij    eiken    term    der  opgegevene   reeks   in  het  verschil  van 

twee  andere  verdeelen;  zoo  is,  bij  voorbeeld, 

1  __  1        1      x  ^ m  x       xx*  ^^mx2      x* 

n^T^T'M^T-""  3  'O^T^T'  **"* 

Stellen  wij  na  de  som  der  reeks  door  S  voor,  dan 
vinden  wij ,  door  deze  verdeeling  van  eiken  term  in  twee 
andere, 

S  =  1— f-  lx+\x+\x*— i**— J**+f*»+fr4-^ft*^ 
hieruit  vloeit  nu  aohtervolgens  voort, 

S— l=-i(l+x)+\x(\+x)-\x>{\+x)+{x*{l+x)-enz.9 

S— 1 

1^  =  -  §  +  i*  -  |*a  -H  f**  —  en*., 
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\+x  J  =  -  l*a  +  j*3  - |*4  +  j*5  -  '»*- 

*a(S— 1) 

1+jr  '  +  *=:*  —  SJfa-!-i^-  ^  +  |jrs^  e**. 

Het  tweede  lid    dezer  vergelijking  is  de  ontwikkeling  van 
JNep.  Log,  (l  -|-  jr) ,  derhalve  hebben  wij  ook 

^~  +  x=zNep.  Log.  (l+x), 

waaruit  achtervolgen»  gevonden  wordt 

**(S—  1)  +  *(1+*)  =  (1+Jt)  Nep.  Lég.  (l+x), 
*3S  z=  (l+x)  Nop.  Lo$.  (l+x)  —  x 

l+x                                          1 
*n  S  =  --—   jfèp.  £og.  (l+x) , 

X  X 

hetwelk  dan  nn  de  begeerde  aom  ia. 

II.    Oplossing  van  J.  S.  Speijeb. 
De   aom    der  opgegevene  reeka  wederom  door  S  voorstel- 
lende en  dezelve  met  x*  vermenigvuldigende  ,  vinden  wij 

e        X*        X*         *4        x$         X6 

deze  vergelijking  differentiërende,  verkrijgen  wij 

of,    omdat    den    veelledigen  factor    de    ontwikkeling   van 
Hop.  Log.  (l+x)  i«, 

tf(**S)  =  ff*  Jfop.  Log.  (l+x); 
derhalve  ia  ,;SS  =  fis  Nep.  Log.  (l+x). 

Na  ia,  volgena  de  algemeene  herleidingsibrmule  der  inte- 
graalrekening, 

JVxNepJ*g.(l+x)=xN*p£ag.(  l  +x)—J%xXJiepJ*og4l+*), 
waardoor  achtervolgena  gevonden  wordt 

*  *S = x  Nep.  Log.  {l+x)  — -  ƒ**.  Nep.  Log.  (l+x) 

=x  x  Nep.  Log.(l+x)  -  f  Eg, 

=  xNop.Log.(l+X)^/±^± 

=  xNep.Log.(l+x)~JVx  +  S-jL 

=  x  Nep.  Log.  (l+x)  —  x  +  Nep.  Log.  (l+x)  +  C. 
Omdat  het   eerste    Kd   der   vergelijking  voor  x  =  0  ver- 
dwijnt ,   moet  dit    ook  met   het   tweede  lid   plaats  hebben, 
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derhalve  moet  C  =  0  zijn;  wij  hebben  alzoo 

j?aS  =  x  Nep.  Log.  (1+j>)  —  x  +  Nep.  Log.  (l+x) 
of       x*S  =  (l+x)  Nep.  Log.  (l+x)  —  x 
waaruit,  even  als  in  de  vorige  oplossing  gevonden  is     volgt 

S  =  — T    Nep.  Log.  (l+x) . 

«*  x 

Aanmerking.  Door,  in  de  opgegevene  reeks  en  in  de 
gevondene  som ,  beurtelings  x  =  1  en  x  ^z  —  1  te  stel- 
len ,  vindt  uien : 

m     T.2  +  ^  +  U  +  U  +  enz-=li 

de  halve   som    dezer    vergelijkingen  nemende,  verkrijgt  men 
nog 

CXXIV.    Voorstel, 
'    Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 


De   differentiaal-uitdrukking    — — - -ZLll 


rr  te  in- 


iSiji.2(0—  *)Sin.{$—$) 
tegreren? 

Op6elost  door  L.  J.  Ulman,  J.  Bassan,  D.  W.  Hinse, 
F.  C.  Badijs,  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier  en  i.  S. 
Speijer. 

Oplossing  van  L.  J.  Ulman. 
Indien  wij  de  opgegevene  uitdrukking  door  fy  aanduiden, 
^  —  «  =  +  en  a  —  f  =  y  «tellen,  waardoor  $  =  ip  -f-^ 
0   —   (3  =   J/  +  y  en  <SQ  —  ^    wordt ,    dan  hebben  wij 
te  integreren    «  ...» 

üaar  nU  A'w.2iL  =  —  *•/'*'•.+  .**>  kannen -wij  hiervoor 
schrijven 

*  =  -  siZÏÏïï)  *Cot-* 

of  >y  =  -  fl^Tt^'lf"  *  **. 


VOORSTELLEN.    N°.  124.  233 

en,  teller  en  noemer  door  Sin.$  deelende, 

Door  werkelijke  deeling  vinden  wij  verder 
)Coê.a-\-CoUtySiiua  mmm  <St  fi*g         Sin aCos.y — CotctSiiuy 
Coëy+Co$4Sinjy  ~~  Sin.y  ""  s5üy(CoÊy+Coi4Sini) 

—  &**•*  &»*(a— y) 

hierdoor  wordt 

» = -  %  *«■* + «wJSSSUf  «~*> 

waaruit  terstond  volgt 

of ,  daar  C0/.y  +  <?•**  =  fSjgj^  » . 

*  &n^  £t*.a.y  iS*».J/5»fl^ 

Nemen  wij  na 

C  =  "  5^  +  "s£>      N^  L°8'  *"*  ' 
dan  vinden  wij 

Sin*Cot.ï+Cos.x       Siujm—y)„     r      Sin.(4Hry) 

9  = S*ï +  -&n^Nv'U*-SÏn'4r'>  . 

SJn*Cot.$-\-Co9* Sin*CQ9.1f+Co$.aSin4  _  &*6H-*) 

°'  Sin«7  Sin*ySin*$  ~  SinySin.^ 

sjndef    , 

Stellen  wij  eindelijk  hierin  weder  voor  $  en  y  de  waarden 
j,  —  ^ «en  y  =  *  —  0 ,  dan  komt  er  ten  laats!  e 

—  &'»4  &»-P      w    L     Siu.(<t>-0)  - 

9  —  ~  Sin.(*-®Sin.(Q-a)  '  St».9(*-(3)  ^  *&»(0-«)» 
waarbij    men    na  weder  eene  willekeurige  standvastige  kan 

voegen. 

Aanmerking.  Dezelfde  uitdrukking  wordt  gevonden,  wan- 
neer men,   in   het  4°  VoorUêU  van  I.  R.  Schmidt,  JWpt 

I.  Dkil.  .  Q 
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en  Int.  Rek*  §.  257,  0  door  v-  45,  en  y  dóór  -*-  p,  vervangt* 
Deze  uitkomst  is  echter  aldaar  langs  eenen  geheel  anderen 
weg  verkregen. 

CXXV*     Vooestbi,. 

Door  B.  Lubbess,  *        v 

Wanneer  b§  het  acht voud  van  een  driehoekig  getest  de 
eenheid  wordt  opgeteld,  komt  er,  %oo  ah  bekend  is,  een 
volkomen  vierkant.  .  Men  begeert  nu  al  zulke  driehoekig* 
getallen  te  vinden ,  die  tevens  de  eigenschap  hebben ,  daê% 
als  men  b$  dezelve  dadelijk  de  eenheid  optelt  f  er  insgelijks 
een  volkomen  vierkant  ontstaat;  onder  deze  voorwaarde 
echter,  dat  het  drievoud  van  den  wortel  uit  het  laetetge-' 
noemde  vierkant  64  grooter  zij,  dan  de  wortel  uit  het  vier» 
kant,  dat  men  verkrijgt,  door  de  eenheid  bij  achtmaal  het 
driehoekige  getal  op  te  tellen? 

Opgelost  door  J.  A.  H  aksen,  O.  W.  Hinss,  H.  Klóo*, 
G.  Koste*,  B.  Lubbers,  J.  C.  Olivieb,  F.  C  Radijs  en 
J.  S.  Speijeb, 

Oplossing  van  J.  A«  Hjlnsen. 

Laat  *  het  begeerde  driehoekige  getal  zijn,  dan  moeten 
x  -f-  1  en  8*  -f-  1  volkomen  vierkanten  wezen ,  zoodanig , 
dat,  als  men  y/\x  + 1)  =  y  stelt,  3y  —  64  =  l/(8*  +  IJ 
zij. 

Wij  hebtan  das 

3y  —  6*  =  i/(&*  +  1) 

en  y  =  •(*  +  1)» 

deze  vergelijkingen  in  het  vierkant  brengende,  verkrijgen  wij 

9ya  _  3g4y  +  4096  =  8x  +  1 

en  ya  =  *  +  i  j 

na   het   achtvoad  van   de    laatste   vergelijking  van  de  voor- 
gaande aftrekkende ,  blijft  er  over 

y*  —  384y  +  4096  =  —  7, 
dosis  ya  —  384y  +  4103  =  0, 

waaruit  men  op  de  gewone  wijze  vindt 

y  =  192  ±181, 
dat  is  y  =  373    of    yn  IL 

* 

Daar  na  deze  waarden  van  y  ratio  naai  zijn ,  zijn  de  over- 
eenkomstige waarden  van  {/(*  «+*  I)  en  j/(8*  +  1)  vol- 
komen, vierkanten;  .  omdat   l/(9*  Hy  1)  *cn  volkomen  yier? 
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kant  is ,  ü  de  overeenkomstige  waarde  van  x  een  driehoekig 
getal ;  wij  verkregen  dus  voor  x ,  omdat  x  =  y*  —  1  is , 
de  driehoekige  getallen  139128  en  120,  hetwelk  de  eenigste 
sijn,  die  aan  het  voorstel  beantwoorden. 

Het  eerste   beantwoordt  de  vraag  regtstreeks,  omdat  meit 
dan  heeft 

y/{»  +  1)  =  373 ,  tf(Sx  +  1)  =  1055 , 
en  ook  werkelijk  gevonden  wordt 

3  X  373  —  64  =  1055. 
Het  tweede  driehoekige  getal  beantwoordt  de  vraag  alleen 
ingeval   men   \/(8x    +    1)    negatief  neemt ,  want  dan  heeft 
toen 

l/(x  +  1)  =  11  ,  \/(8x  +  1)  =  -  31 
en  3  X  11  —  64  —  —  31. 

CXXV1.      V    O    O   B    S   T  E    L. 

Door  B.  Lubbers. 

Van  een  vierkant  getal  wiskundige  voorsteilen,  mineer 
dan  100,  mij  door  mijne  wiskundige  vrienden  opgegeven, 
heb  ik  het  grootste  getal ,  zijnde  ook  een  vierkant ,  opge- 
lost en  er  is  ook  een  vierkant  getal  onopgelost  overgeble- 
ven. Wanneer  men  nu  drie  op  elkander  volgende  termen 
van  zekere  harmonische  reeks  neemt  en  elk  derzelve  in  het 
vierkant  brengt ,  zal  van  deze  vierkanten :  het  kleinste 
gelijk  zijn  aan  het  product  vqn  de  getallen  opgeloste  en 
onopgeloste  voorstellen ;  het  middelste  gelijk  aan  het  pro» 
duet  der  getallen  opgegevene  en  onopgeloste  voorstellen; 
en  het  grootste  gelijk  aan  het  product  der  getallen  opgege- 
'vene  en  opgeloste  voorstellen*  Hoe  veel  voorstellen  waren 
mij  opgegeven  en  hoe  veel  heb  ik  er  opgelost? 

Opgelost  door  £•  Lubbers,  M.  G.  Skobb  ,  H.  Kloos  ,  J. 
S.  Speijer  ,  J.  A.  Hamsen  ,  D.  W.  Hlnse,  G.  Koster,  P* 
Krom,  J.  C.  Olivifr,  F.  C.  Radjjs  en  J.  Sjoenis. 

Oplossing  van  B.  Lubbers. 

Laat  het  aantal  opgegevene  voorstellen  door  V ,  het  aaq- 
tal  opgeloste  door  O,  het  aantal  onopgeloste  door  N  worden 

voorgesteld,  en  laat  ,  — ,  de  termen  der  harmo- 

°  x+y     x     x—y  T 

nische    reeks  zijn,    dan    geeft  het  voorstel  aanleiding  tot  de 
drie  vergelijkingen 

Q2 
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Vermenigvuldigt  mea  deze  drie  vergelijkingen  met  elkan- 
der, en  neemt  men  den  vierkante- wortel  uit  derzel  ver.  pro- 
duct, dan  komt  er 

-— - r=VON; 

*(**-92)  # 

en,  deze   vergelijking   door   elk  der  vorige  deelende,  vindt 


v  —  *(*-y) '  *a-ya  *(*+y) 

Daar  wij  nu ,  zonder  aan  de  algemeenheid  der  oplossing 
te  kort  te  doen,  voor  A  eene  willekeurige  waarde  mogen  ne- 
men ,  stellen  wij  A  =  *(*■— y8J ,  dan  wordt 

V  =  (*+y)a ,  O  =  *a  en  N  =  (*-y)a5 
en  hierdoor  is  na  van   zelve   de  voorwaarde  vervuld  ,  dat 
V,  O  en  N  vierkante  getallen  moeten  wezen. 

Omdat  voorts  V  =  O  +  N  moet  zijn ,  hebhen  wij  nog 

(x+y)*  =  *a  +  (*-y)a , 

waaruit  volgt 

*a  +  2*y  +  ya  =  2*a  —  2*y  -f-  y*  9 

kxy  =  x* 
<m  *  =  4y; 

hierdoor  wordt 

V  =  (5y)a ,  O  =  (4y)*  en  N  =  (3y)a. 

De    eenige    nog    niet   in   rekening   gebragte   voorwaarde, 

waardoor  y  bepaald  kan  worden ,  is  dat  V ,  O  en  N  gehee- 

le    getallen   moeten    zijn  en   tevens    V  <  100  moet  wezen. 

Deze  voorwaarde  vordert   onmiddellijk ,    dat  y  =  1  zij ,  en 

wij  hebben  dus 

V  =  25,  O  =  16  en  H  =  9. 

Alzoo  waren  er  25  voorstellen  opgegeven  en  16  van  de- 
zelve opgelost. 

Aanmerking  van  M.  G.  Snobb.  Men  kaft  de  getallen, 
waarnaar  gevraagd  wordt,  zonder  eenige  berekening  ook 
onmiddellijk  vinden ,  door  op  te  merken ,  dat  25  het  eenige 
geheele  getal  kleiner  dan  100  is ,  dat ,  zélf  een  vierkant 
zijnde,  uit  de  som  van  twee  geheele  vierkante  getallen  be- 
staat 


VOORSTELLEN.    W°.  186  e*  127.     23& 

CXXVIL     VoOESTEL. 

Door  B.  Lubbbrs. 
jlfeft   vraagt   of  het  mogelijk  is  een  getal  te  vinden,  dat 
gelijktijdig  vijf- ,   zepen-  en  zeventien- hoekig  ie ,  terwijl  de 
wortels  eene  rekenkunetige  reeke  uitmaken  f 

Opgelost  door  B.  Lubbbrs  ,  J.  S.  Spxijbr  ,  J.  A.  Hak* 
«bn,  D.  W.  Hinse,  H.  Kloos,  G*  Kosteh,  h  C.  ÜLmn, 
F*  C.  Radijs,  J.  Sjoenis  *ji  M.  G.  Snoer* 

Oplossing  van  B.  Ltjbbeks.  - 
Men    stelle,  dat  van   het    begeerde  getal    de   vijffcoekige 
wortel  x  —  2a,    de   zevenhoekige  x  —  a  en  de  zeventien- 
hoekige  x  zij,    dan  wordt  dat  getal  zelve  uitgedrukt  door  de 
drie  vormen 

3xa — 1 2ax+12a*--x+2* 

2  ' 

5*»— 10ajg+5aa--3*+3a 

a 

15x«— 13* 
ea  ^ , 

waarvan  de  waarden  onderling  gelijk  moeten  wezen* 

Wij  hebben  dus  de  twee  vergelijkingen 

3xa— 12ajr+12aa— x+2az=z  5x2— 10ax+5a*-— 3x+3a 
en     3**—  12ax+12aa— x+2a=15x2— 13* , 
of  vereenvoudigd 

2x*+  2ax—  2x  =r    7aa—  * 
en  12xa+12aj^-12o?  =  12a9— 2a. 

Daar  na  het  voorste  lid  van  de  eene  vergelijking  juist  het 
cesvoud  van  het  voorste  lid  der  andere  is ,  moet  deze  zelf- 
de verhouding  ook  tusschen  de  achterste  leden  bestaan , 
hieruit  volgt 

12a»+2a  =  42a»-*6a 
of  30aa  =    8a, 

en  dus  ia  a  zn    &, 

want  de  waarde  a  —  0,  die  mede  aan  de  vergelijking  vol- 
doen zou ,  is  onbruikbaar ,  daar  zij  geene  eigenlijke  rek^n- 
kunstige  reeks  voor  de  wortels  zou  opleveren.  {}      "  v 

Substitaeren  wij  nu  deze  waarde  voor  a  in  eene  'der  vo- 
rige vergelijkingen,  dan  vinden  ynj 

«*  -  h*  =  M» 

Q3 
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wurmt  gevonden  wordt 

toot  de  eerste  waarde  Tan  *■  zijn  de  wortels 

*  —  2»  =  TV,  *  —  *=ƒ,  en  x  —  ff, 
en  toot  de  tweede  waarde  Tan  x  zijn  zij 

s  —  2*  =  —  ff,  *  —  o  —  —  £  en  *  =  —  Tay; 
in  Jiet  eerste  geval  wordt  net  gevraagde  'getal  0  i  in  het 
tweede  geral  wordt  hetzelve  1 ;  zoodat  het ,  met  uitsluiting 
van  0  en  1 ,  niet  mogelijk  is  een  getal  aan  te  wijzen  ,  dat 
gelijktijdig  vijf-,  zeven-  en  zeventien-hoekig  is,  en  waarvan 
de  wortels  eene  rekenkonstige  reeks  uitmaken» 
.  Aa9M£RXLKO  van  1«  S.  Sfbijmu  Indien  men  wilde  aan- 
nemen ,  dat  de  vijf-  of  de  zeventien  hoekige  wortel  de  mid- 
delste term  der  rekenkonstige  reeks  moest  wezen,  zon  men 
▼oor  de  wortels  slechts  onbestaanbare  of  irrationale  waarden 
vinden. 

CXXVIIL     Voorstel. 
Door  B.  Lvbbebs. 
Men  verlangt  twee  achthoekige  getallen  te  vinden,  waar- 
van het  product  mede  een  achthoekig  getal  ie,  en  waarvan 
het  verechil  gelijk  is  aan  het  verechil  hunner  worteU  f 
•  Opozxost   door   B.    Lubbebs,  G^  Koster,  D.  W.  Hinsk, 
IL  G.  Snoer  en  J.  S.  Spbijeb. 

].    Oplossing  van  B.  Lübbers. 
Stellende    de    wortels    der   begeerde   achthoekige   getallen 
voor  door 

x  +  a    en    x, 
dan  zijn  die  getallen  zelve 

Zx*  4.  6ax  +  3aa  —  2x  —  2a    en    3*a  —  2x: 
het   verschil    dezer    getallen    is   nn    6ax  +  3*a  —  2a,.  en 
daar   dit  verschil  gelijk  aan  het  verschil  a  der  wortels  moet 
zijn,  hebben  wij  de  vergelijking  - 

6ax+  3aa.—  2a  =  a 
.dat  is  .      .  3<»*  =  3a  —  6<ur 

of  .  a*  ==  a  —  2ax; 

daar  o  rr=  0  niet  in  don  eigenleken  zin  aan  de  vraag  zon 
kannen  beantwoorden,  kannen  wij  djeze  vergelijking  door  a 
deelen  en  vinden  dan 

* 

a  s=.  1  —ir. 


»-_  ** 
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Deor  substitutie  dezer  waarde  toot  0  >  worde»  de  gestel- 
de worteb  der  achthoekige  getallen 

-»  +  l    en  »  *, 
tin,  de  getallen  zelve 

3**  —  4*  +  l    en    3x*  -f  2*; 
voor  hun  product  wordt  alioo  gevonden 

9jp4  —  18*»  +  ll*a  —  2* 
en  dit  moet  nu  weder  een  achthoekig  getal  zijn. 
'    Daar   alle    achthoekige  getallen  de  eigenschap  hebben,  dat 
hun  drievoud  met   de  eenheid  verhoogd  wordende,  er  een 
vierkant   komt,    en •  omgekeerd   alle  getallen  die  deze  eigen- 
schap hebben,  achthoekig  zijn,  zoo  hebben  wij  slechte 

27*4  —  54*»  +  33**  —  6*  +  1 
tot.  een  vierkant  te  maken;  en  hieraan  wordt  klaarblijkelijk 
terstond  voldaan,  indien  wij  *=  1 ,  of  *  =  —  1  nemen. 
Voor  *£=:!,  zouden  de  wortels  0  en  1  en  ook  de  acht- 
;  hoekige  getallen  0  en  1  zijn j  daar  echter  dit  de  bedoeling 
der  vraag,  niet  is ,  nemen  wij  *  =r  —  1 ,  dan  worden  de 
wortels  2  en  —  1 ,  de  achthoekige  getallen  zijn  dan  8  en  5$ 
en  deze.  voldoen  geheel  aan  de  opgaaf,  daar  hun  product 
40  mede  een  achthoekig  getal  is,  terwijl  hun  verschil  3 
gelijk  is  aan  het  verschil  hunner  wortels. 

II.    Oplossing   van  G.  Kostuu 
Stellende  voor   de   wortels   der.  begeerde  achthoekige  ge- 
tallen 

-  mx    en    x, 
dan  zijn  die  getallen  -zelve 

3*a**  -2«    en    ba-&, 
en  daar  net  verschil  dezer   getallen   gelijk  aan  dat  hunner 
-wortel*  moet  zijn ,  hebben  wij  de  vergelijking 

3****  —  2**  —  B*a  +  2*  =  ax  —  x 
of  *(•* —  t)x*  ss  3(»  —  1)*. 

Daar,  om  aan  de  bedoeling  der  vraag  te  voldoen,  noch 
VTS3  0/  noch  a  —  I-s  0/ikan  wezen,  deelen.wij  de  ver- 
gmqkMg.door  3(«  —  1)*  en,  vinden  dan 

(*+l)*=s  1 

t  *  —     l       - 

«+*    . 
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door  snbstxtatie  ran  welke  waarde  toot  s  de  achthoekige 
getallen  worden 

•*— 2a  — 2a+l 

tiet  prodact  dezer  getallen,  dat  is  ' 

— 2a»+5aa— 2a 

moet  weder  een  achthoekig  getal,  en  dus  het  drierond daar- 
van   met    de  eenheid   verhoogd  een  vierkant  zijn,   alzoo 

moet 

— 2a»-f-5a»— 2a a4— 2a84-21  a*— &H-1 

+      X  («+04         ~  («+!)* 

een  vierkant  worden ,  waartoe  het  genoegzaam  is  den  teller 
tot  een  vierkant'  te  maken.  Stellen  wij  daartoe ,  de  handel* 
wijze  van  Euler  volgende, 

a4— 2as+21aa— 2o+l=(ma*-\-nd-^l)*' 
of  a4— 2as+21aa— 2a+l=waa4+2»iios+(iia— 2»)aa— 2«r+-l , 
en     nemen    wij  'vervolgens,    vooreerst    *t  =  .1 ,    daarna 
2mn  =  —  2  en  eins  n  i=  — •  1 ,  dan  vinden  wij 

a4— 2a8+21aa— 2a+lrr*4— 2a8—  a*+2»+\ , 
waaruit  volgt  22a*  =  4a 

en      •  a  =r:  5|; 

hierdoor  wordt  x  =  — j  =  ft 

en  dan  zijn  de  wortels  der  verlangde  achthoekige  getallen 

ax  =  f l    en    x  =  ft, 

das  die  getallen  zelve 

3aa*a  —  2a*  S=  fa    en    3s*  —  2*  =  —  fa. 
Het  verschil    dezer  getallen  is,  even  als  dat  hunner  wor- 
tel*    ft ;  en  hun  product  —  ft°TVV  is  wederom  een  achthoe- 
kig getal,  dat,—  fa  tot  wortel  beeft* 

'  CXXIX.    r~o  ótiTib 
Door  B.  Lubbbrs. 
Men  verlangt  al  de  geheele  achthoekige  getallen,  grot- 
ter  dan   8,    te  vinden,  die  de  eigeneehaf  hebben,  dat  hun 
achtvoud  wederom  een  achthoekig  getal  iê  f 

Ofobxost  door  D.   W.    Hinss,   J.    S#  Spbiju,  B.  Lvb~ 
bbbs  au  M.  G.  Skobb. 
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Oplossing  van  D.  W.  Hixse. 

Daar  de   achthoekige   getallen   de  eigenschap  hebben,  dat 

hnn  drieToad  met  de  eenheid  vermeerderd  een  vierkant  is  , 

moo  kannen  wij  de  te  vindene  achthoekige  getallen  door  den 

xa — 1  8(xa — 1) 

vorm  r— —  voorstellen*    Het  achtvoad  hiervan  of  — — - — i> 
o  o 

«al*  dan  weder  een  achthoekig  getal  moeten  voorstellen,  en 

%(x*—»\  i 

dos  zal  3  X  -^—5 —   Hr  1  =  8x2  —  7  een  volkomen  vier- 

kant  moeten  wezen* 

Passen    wij  na  ,    om  voor  x  zoodanige  geheelc  getallen  te 

vinden,   welke  8**  —  7  tot  een  volkomen  vierkant  maken, 

den    regel  toe,  door  Eülek  (Zie  Algeira,  II  Deel,  bl.  328 

en  volg.)  opgegeven ,  dan  zullen  wij ,  omdat  x  =  ±  1  aan 

dit  vereischte  voldoet,   voor  x  twee  verschillende  reeksen 

verkrijgen,  namelijk:      -     Jfr   ' 

x=        1,        4,        23,      134,  enz. 

en  x  =  —  1 ,  —  2  T  —  11  i ■  —  64,  enz. 

wordende  in  beide  reeksen    den  **•»   terra  gevonden,  wan* 

neer    men  het  zes  vond    van   den  (n— l)d#n  term  vermindert 

met  den  (n— 2)to  term. 

jp«— I         (x+l)(x— 1) 
Vermits  na    — —  z=    ^ '-  altijd  een  geheel  getal 

jg ,  wanneer  x  niet  door  3  gedeeld  kan  worden ,  en  de  bo» 
venstaande  reeksen   geene  veelvouden    van  3  bevatten ,  zoo 

x2— 1 

zal   elk   dezer  waarden,,  voor  x  in  den  vorm.  —  - —  Overge- 
ef 

bragt,  een  achthoekig  getal  doen  kennen,  hetwelk  (zoo  men 
*  =  ±  1,  *  =  —  2  én  x  =i=  4  uitzondert)  aan  de  ver- 
eischten  voldoen  cal. 

Voor  x  =s  —  11 ,  *  r±  23,  *  =  —  64,  enz.  vindt  men, 
als  de  opvolgende  achthoekige  getallen  \  die  aan  de  vraag 
voldoen,  40,  176,  1365,  enz.,  waarvan  de  acht  vonden : 
320,  1406,  10920,  enz.  wederom  achthoekige  getallen  zijn. 

CXXX.      V   O  O  K  S  T   E   i»  '  T 

•  * 

Voor  B.  Lubbehs.    9 

Welk*  contr*-harmeni$cke  reeksen  tan  drie  termen  hei* 
ben  de  eigeneekmp,  dat,  zoo  men  karen  eereten  term  met  dé 

Q5 
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eenheid  verhoogt ,  maar  de  twee  andere  termen  onveranderd 
laat  y  de  reeke  evenwel  contra-harmoniech  blijve  f 

Opoelost  door  G.  Koster,  J.  S.  Spbjjer  ,  J«  A.  Hak-* 
«bh,  D.  W.  Hinse,  B.  Lubber*,  F.  C*  Radijs  e*  M»  G» 
Snoer. 

Oplossing  va*  G.  Koster. 

Stel  voor  de  termen  der  contra- harmonische  reeks  x,  y 
en  % ,  dan  moeten  ook  *  -f  1 ,  y  en  a  volgens  liet  voorstel 
contra-harmonisch  evenredig  zijn.  Naar  den  aard  der  con- 
tra-harmonische reeksen,  heeft  men  dus  de  twee  volgende 
gewone  evenredigheden  : 

y  —  x  :  *  —  y  zp  %  i  x 
en  y  —  x  —  1  :  .*  —  y  =  «  :  x  -J-  1. 

In.  deze  .evenredigheden  zijn  de  middelste  termen  dezelf- 
de ,.  dns  volgt  er  uit 

x(y  -  x)  =  (x  +11  (y  -  x  -  1), 
waaruit  na  „ontwikkeling  terstona  gevonden  wordt 

y  =  2*+  ij 

de  termen  der  reeks  worden  derhalve 

.  x,  2x  -+-  1    en    *• 

Na  kan  men  x  naar  welgevallen  aannemen  T  en  hierdoor 
de  waarde  van  %  bepalende ,  zal  men  telkens  drie  getallen 
verkrijgen  ,  welke  aan  het  begeerde  voldoen. 

Wil  men  echter  de  reeksen  in  geheele  getallen  bepalen , 
dan  mag  x  niet  willekeurig  genomen  worden.  Men  jnoet 
voldoen  aan  de  evenredigheid 

x  +  1  :*  —  2x  —  1  =  *  :  s, 
Jiientit  volgt 

'      Xa,+  *:=BH*\  —  2*X  —  *, 
Xa    +  2%X   +  X   +  %  ZX  %%  ;■ 

.      (*.+  *}*  +  f Jf  4-:*).  =  2*V   - 

e»  2*  -h  1  r=  —  2*  ±  l/(8*a  +  1). 

Derhalve  moet  *  zoodanig  genomen  worden ,  dal  |/(8sa+l) 
rationaal  zij  in  geheele  getallen;  hieraan  nn  wordt  (volgens 
Eulbr,   Algebra y  It  Deel,  J.  103)  voldaan  door  te  nemen 

O0,l,6,  35  >  20%,  au»,, 
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in  welke  reeks  Tan  waarden  den  **•*  term  gevonden  wordt, 
als  men  het  zesvond  van  den  (n  —  l)dea  vermindert  met 
den  (n  —  2Jdan.  Voorts  kan ,  om  voor  x  en  2x  +  1  po- 
sitieve getallen  te  verkrijgen,  in  de  bovenstaande  formaten 
alleen  het  bovenste  teeken  gelden,  terwijl  uit  dien  hoofde 
ook,  de  waarden  2  =  0  en  z  =  1  niet  gebruikt  kannen 
worden. 
Wij  hebben  alzoo: 

Voor  s=      6 ,  2*  +  1  =      5    en    *  =    2 ; 

%  =    35,  2*  +  1  =    29    en    x  =  14; 

s  =204,  2x  «+■  1  =  169    en    x  =  84; 

SUS* 

coodat  2,  5  en  6;  14,  29  en  35;  84,  169  en  204;  «»*•  dè 
contra-hamonische  reeksen  van  drie  termen  zijn,  die  de  in 
«het  voorstel  opgegevene  eigenschap  bezitten* 

CXXXL    VooasTBi,. 
Door  K.  Smit. 

Wannéér  men  op  53°  36'  Noorderbreedte ,  tegen  tenen 
verticaal  êtaanden  en  juist  naar  het  Ooeten  geheerden 
muur,  eene  etift  ven  10  duimen  lengte  loodregt  op  het  vlak 
van  dien  muur  etelt ,  ie  4e  vraag  hoe.  lang  de  schaduw 
van  die  etift  jsal  wezen  dee  voormiddag»  ten  8  ure ,  ah  de 
,»o*  12°  40'  Noorder  declinatie  heeft  /  (*) 

Opoelost    door  J.   Ba  dok  Ghijben  ,  G.  Costbb  „  J.  Sjoz- 
vis,   J.  A,  Hansb*  ,  J.  C«  Om vi br,    F.   C.   Radijs    en  J. 

S.  SpBIJBB. 

UPX.OSSINO  van  J.  JJadon  Ghij«bn. 
laat  £F  (Fig.  44)  de.  verticale  maar,  AB  de  loodregt 
daarop .  gestelde  stift  ,  .  en  AC  de  schaduw -der  stift  .op  den 
maar  zijn  j  dan  sal  het  verlengde  van  de-  lijn ,  uig  C  naar 
B  getrokken,  door  de  zonsplaats  van  het  opgegeven  oogen- 
blik  gaan  x  terwijl  het  verlengde  van  AB  door  het  oostelijke 
pnnt  van  den.  horizon,  gaan  moet.  De  hoek  SBO  =  ABC 
wordt  das  gemeten  door,  den  Jboog  eens  grooten  cirkels , 
van  de  zonsplaats  {vaar  het  oostelijke  pont.  van  den  horizon 
loopende.     Noemen.. wij    dien  boog  $  en  stellen  wij  AB  = 

(*)  A.  B.   Stiabbi,  Examen  te  •  Purmtrcndt ,   pag..  54,  No.  15* 
«Itmede  P.  Bucsbb  ,  Zinnen  Cenfeet ,  lfo.  531. 
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m  =r  10  en   AC  s  x  duimen ,  dan  volgt  uk  den  regtho»» 
lagen  driehoek  ABC  terstond 

x  =  a  Tang.$ , 
zoodat   het  om   x  te  vinden  nog  slechts  noodig  is  den  boog 
<p  te  bepalen* 

Hiertoe  stelle  (Fig.  45)  NOZW  den  horizon  der  plaats 
voor,  N  hel  noorden,  O  het  oosten,  enz.;  P  zij  de  noord- 
pool, NPZ  de  meridiaan  der  plaats  en  S  de  zonsplaata  op 
het  gegevene  uur;  trekken  wij  dan  de  boogen  van  groote 
cirkels  OS,  OP  en  PS,  zoo  ia:  OS  =  $  de  te  vindene 
boog;  OP  =  90°;  PS  het  compliment  der  declinatie  en 
dis ,  die  declinatie  a  noemende  ,  PS  =  90°  —  a;  voorts 
is  ZPS  de  uurhoek  van  den  tijd,  die  er  tnsschea  het  op- 
gegeven uur  en  den  middag  moet  verloopen,  ZPO  zs  90° 
en  dus  SPO  het  complement  van  den  genoemden  uurhoek; 
dien  uurhoek  (3  noemende  ia  alzoo  SPO  z=  90°  —  $• 

Nu  heeft  men,  uit  den  regtzijdigen  bolvormigen  driehoek 
POS,  terstond  de  formule 

Co:  OS  =  Co:  SPO  X  Sin.  PS; 
hierin  de  genoemde  waarden  stellende,  komt  er 

Co:Q  =  Co:  (90°  —  (3)  Sin.  (90°  —  a) 
of  Coê.<P  zr  Sin.fi  Coè*&9 

waaruit ,    omdat    g  en   0   gegeven  zijn ,  0  dadelijk  berekend 
kan  worden* 

In  ons  voorstel  is  (3  de  nnrhoek  van  de  vier  uren  tfjd, 
die  er  tnsschen  8  nren  voorden  middag  en  den  middag  ver- 
loopen moeten  en  dus  0  ==  60°  ,  terwijl  &  =  12°  40'  is  ;  wij 
hebben  alzoo ,  de  tafels  gebrnikende ,  de  volgende  berekening: 

Log.  Sin.fi  =  Log.  Sin.  60°         =  9,93753  —  10 

Log.  Com*  —  Log.  Com.  12°  40'  =  9,98930  —  10 


Log.  Co*4  =  9,92683  —  10 
<p=     32*20' 
Log.  Tang4  =  9,80140  —  10 
Log.a  =  LogAO  =  1,00000 

■  opt. 
Log.  x  =  0,80140 
x  =      6,33 
De  schaduw  de*    tift  is  alzoo  6zVe  duimen  lang. 


opt» 
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Meri  ziet  uit  deze  oplossing ,  dat .  de  breedte  der  plaats 
luet  behoeft  gegeven  te  zijn ;  voor  eene  andere ,  dan  de  op- 
gegevene  breedte  9  zal  dus  de  schaduw  der  stift  op  hetzelfde 
nar  even  lang  zijn,  mits  maar  de  declinatie  .dezelfde  zij. 
Dit  zal  men  nog  ligter  inzien,  zoo  men  zich  het  geheeJe 
Fig.  45,  met  uitzondering  van  den  horizon,  voorstelt,  om 
de  lijn  OW  om  te  wentelen  ;  door  die  omwenteling  zal  de 
poolshoogte  veranderen,  maar  de  onrhoek  en  de  declinatie 
zullen  onveranderd  blijven  en  het  puhl  S  zal  eenen  cirkel  be- 
schrijven ,  O  tot  pool  hebbende ,  zoodat  OS  niet  van  groot- 
te verandert.  Met  deze  omwenteling  zal  in  Fig.  44  over- 
eenstemmen eene  omwenteling  van  de  lijn  fiS  om  OB  als 
as,  en  eene  verplaatsing  van  het  punt  G,  in  den  omtrek 
van  eenen  cirkel  AC  tot  straal  hebbende,  zoodat  de  scha- 
duw AC  wel  van  rigting  verandert,  maar  zijne  lengte  on- 
veranderd behoudt, 

.    CXXXII.       V  O   O   R   8    T  E  I.. 

Deor  K.  Smit. 

Aan  de  êchutting  van  een*  tuin,  hebbende  de  gedaante 
eener  ettipe ,  waarvan  de  anten  tot  elkander  etaan  ah  3 
tot  2,  ie  een  pedeetai  van  50  voet  koog  zoodanig  geplaatet, 
dat  een  beeld  van  Hercules  ,10  voet  lang  en  boven  op  de 
pedeetai  êtaande,  in  het  oog  de»  aanechouwere ,  die  zich 
op  den  langêten  a»  20  voet  van  het  middelpunt  der  ellip» 
bevindt ,  het  grootet  mogelijk  schijnt  te  zijn*  Alen  vraagt  % 
hoe  uit  deze  bepalingen  de  inhoud  van  den  tuin  gevonden 
kan  worden?  (*)  * 

Opgelost  door  L.  J.  Ulman  ,  J.  S.  Speijer  ,  D.  W.  Hih- 
SB,  F.  C.  Radijs  ,  G.  Koster  en  J.  Stoenis. 

Oplossing  van  L.  J.  Ulman. 

Daar  de  hoogte  van  het  oog  des  aanschouwers  boven  den 
horizontalen  grond  niet  is  opgegeven ,  mogen  wij  het  daar- 
voor houden,  dat  die  hoogte  niet  gerekend  en  het  oog  op 
het  grondvlak  zelf  verondersteld  wordt.  Ook  de  breedte 
van  het  beeld  is  niet  gegeven;  en  wij  behoeven  dus  slechts 
den  horizontalen  afstand  in  aanmerking  te  nemen  van  het 
punt,    waar   een    voorwerp    van    10   voet    lengte,   op  eene 


(*)  A.  B,  Sibabbi,  Examen  U  formerende ,  pag.  72.  No,  3. 


-J 
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hoogte  van  50  voet  geplaatst,  zich  onder  den  grootstmoge* 
lijken  gezigtshoek  voordoet.  Laat  in  het  algemeen  n  die  af- 
stand, /  de  lengte  van  het  voorwerp  en  p  de  hoogte  van 
het  voetstuk  zijn ,  dan  is ,  volgens  de  tweede  Ajlnme&kino 
op  het  CCiJI.  Voorstel  van  het  V[  Deel  der  Verxom* 
van  Witk.  Voorst,  n  =  Vp{P  +  ')•  ^9  hebben  das  hier, 
in  voeten ,   n  =  j/50  X  60  =r  10^/30. 

De  waarde  van  den  afstand  n  is,  in  het  e  ven  genoemde 
voorstel,  door  middel  der  differentiaal  rekening  gevonden, 
doch  kan  ook  op  vrij  algemeen  bekende  elementaire  gronden 
verkregen  worden.  Zij  namelijk  (Fig.  46)  MN  het  voet- 
stak  ,  NQ  het  voorwerp  en  MH  eene  horizontale  lijn; 
trekt  men  na  door  .de  panten  Q  en  N  eenen  cirkel,  die 
de  lijn  MM  raakt ,  zoo  dan  R  het  raakpnnt  is ,  is  MR  de 
bedoelde  afstand.  Want  trekt  men  de  lijnen  MR  en  QR , 
zoo  is  de  hoek  NRQ  grooter  dan  elke  andere  hoek  NR^Q , 
welken  men  verkrijgt ,  door  uit  N  en  Q  lijnen  naar  eenig 
ander  punt  R'  van  de  lijn  MM  te  trekken;  omdat  de  hoek 
NRQ  door  £  Boog  NQ  en  de  hoek  NR'Q  door  §  Boog  NQ  — 
4  Boog  N'Q'  gemeten  wordt.  Daar  na  MR  als  raaklijn, 
uit'  M  aan  den  cirkel  getrokken ,  middenevenredig  is  tusschen 
de  deélen  MN  en  MQ  der  uit  M  getrokkene  snijlijn,  zoo  is 
MR  ~  i/MN  X  MQ;  waardoor  de  juistheid  der  formule 
n  ss  Vp{P  +  0  bewezen  is. 

Dewijl  in  de  opgaaf  niet  gezegd  wordt,  in  welk  punt 
van  den  omtrek  het  beeld  geplaatst  is ,  is  het  voorstel  on- 
bepaald; want  men  kan  een  onbepaald  aantal  ellipsen  vin- 
den, wier  assen  zich  afs  3  tot  2  verhouden,  en  die  ergens 
aan  den  omtrek  een  punt  hebben,  dat  op  den  afstand  n 
verwijderd  is  van  den  beschouwer,  die  op  de  groote  as  20 
voet  ver  van  het  middelpunt  staat.  Stellen  wij  in  het  al- 
gemeen de  verhouding  3  :  2  door  a  :  ö,  den  gegevenen 
afstand   van   20  voet   door  g  voor,  en  nemen  wij  vooreerst 

m 

aan ,  dat  het  beeld  geplaatst  is  op  het  uiteinde  der  groote 
as,  dat  het  verst  van  den  beschouwer  verwijderd  is,  zoo 
als  in  Fig.  47,  waar  R  de  pHats  der  beschouwers,  O  hél 
middelpunt  der  ellips  en  M  de  plaats  van  het  beeld  voor- 
stelt, dan  hebben  wij  in  dit  eerute  geval:  voor  de  halve 
groote    as  OM  =  MR  —  0&  =  n  —  g;  vaor   de  halve 
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'    .  b  b 

Ideine  as  — (n  —  gS9    en»  voor   den  inbond  — (*  —  jgr)a«r, 
a  & 

als  wordende  de  inbond  eener  ellips  gevonden,  door  het 
product  der  balve  assen  met  x  te  vermenigvuldigen;  voor 
'*,  b,  g  en  »  de  getallenwaarden  3,  2,  20  en  HV30  sub- 
stituerende, vinden  wij  in  dit  geval  voor  den  inhoud  nage- 
noeg 2932  vierkante  voeten.  Deze  ellips  is  klaarblijkelijk  de 
'lehiiêt  mogelijk* ,  die  aan  het  voorstel  voldoen  kan* 

Laten  wij  deze  ellips  grooter  worden  ,  bij  voorbeeld  zoo 
als  in  Fig.  47  door  de  gestipte  kromme  lijn  is  aangewezen , 
terwijl  bet  middelpunt  in  O  en  de  verhouding  der  assen  on- 
veranderd blijft,  en  beschrijven  wij  nit  R  met  RM  rs  n 
als  straal  eenen  cirkel  de  nieuwe  ellips  in  twee  punten  m 
snijdende ,  dan  zal  deze  nieuwe  ellips ,  het  beeld  in  een  der 
punten  m  geplaatst  wordende  ,  almede  aan  de  vraag  beant- 
woorden. Er  zijn  dus  een  oneindig,  aantal  ellipsen ,  welke 
twee  punten  voor  de  plaatsing  van  het  beeld  opleveren, 
totdat  de  ellips  door  achtervolgende  aangroeijing  in  den  toe- 
stand van  Fig.  48  komt,  waar  de  afstand,  van  den  be- 
schouwer in  R  tot  aan  het  digtstbijgelegen  uiteinde  der 
groote  as ,  RM  =r  n  is  en  het  beeld  dus  in  de  drie  punten 
M  en  m  geplaatst  kan  zijn ,  die  de  ellips  met  den  cirkel , 
uit.  R  met  RM  rss  *  als  straal  beschreven,  gemeen  heeft. 
In  dit  tweede  geval  hebben  wij :  voor  de  halve  groote  as 
OM   =  MR   +   OR   =   n    +  g\  voor  de  halve  kleine  as 

b  b 

— (n  +  g)y  en  voor  den  inhoud  —  (n   +    $)ajr  =   11709 
0  a 

-vierkante  voeten  nagenoeg. 

Laten  wij  de  ellips  verder  aangroeien,  zoo  als  bij  voor- 
beeld in  Fig.  48  door  de  gestipte  kromme  lijn  is  aangewe* 
zeil,  dan  krijgt  die  nieuwe  ellips  vier  snijpunten  m'  met 
den  cirkel  gemeen ,  en  dan  zal  die  ellips  het  beeld  in  een 
der  punten  m'  geplaatst  wordende,  almede  aan  de  vraag 
voldoen.  Er  zijn  dus  ook  een  oneindig  aantal  ellipsen  't 
welke  vier  punten  voor  '  de  plaatsing  van  het  beeld  opleve* 
ren-,  totdat  de  ellips  door  achtervolgende  aangroeijing'  in 
den  toestand  van  Fig.  49  komt  en  door  den  cirkel ,  nit  R 
met  n  a!s  straal  beschreven,  in  twee  punten  M  geraakt 
wordt. 
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Deze  laatste  ellips  is  de  greotetmogelyke ,  die  aan  het 
voorstel  kan  beantwoorden,  want  liet  men  dezelve  verder 
aangroeien,  dan  zou  zij  ophouden  punten  met  den  cirkel 
gemeen  te  hebben  en  het  beeld  zou  dus  niet  aan  den  om- 
trek, op  den  bepaalden  afstand  *  van  den  in  R  staanden 
beschouwer,  kannen  geplaatst  worden. 

Om  in  dit  derde  geval  den  inhoud  te  vinden,  merke  men 
op,  dat  de  lijnen  RM  alsna  normalen  der  ellips  zijn.  Stel* 
len  wij  nu  a%  en  b%  voor  de  halve  assen  der  ellips  en  x 
voor  de  mi  Idelpunts-abscis,  dan  hebben  wij,  volgens  de 
algemeene  formulen  voor  de  normalen  en  subnormalen  der 
ellips ,  die  hier  respectievelijk  n  en  *  —  g  zijn , 

**   J       -       .     *a*a     \ 
*  =  —  l/l*3**— 'M—TT**  I 


*** 


1 


en  *  —  8  =  THT*» 


2*2 


a*x 


» 


uit  de  tweede  vergelijking  volgt  *  r=         °.    en  deze  waar* 
de  in  de  eerste  stellende ,  komt  er 

waaruit  voor  de  groote  as  gevonden  wordt 
de  kleine  as  is  derhalve 

(ffa  Jla\ 

"i — TT  +  ttI  °f*    voor  de  letters 
a*—b*         ó2/      ' 

de  getallen- waarden  stellende,  nagenoeg  15645  vierkante  voeten» 
Wil  men  bij  het  voorstel  nog  de  bepaling  voegen,  dat  het 
beeld,  ook  wat  dcszelfs  breedte  betreft,  onder  den  grootst- 
mogelijken  geziglshoek  of,  met  andere  woorden  ,  vlak  van 
voren  en  niet  eenigzius  van  ter  zijde  beschouwd  moet  wor- 
den, dan  moet  de  gezigtslijn  RM  normaal  op  den  omtrek 
zijn  en  dan  zijn  er  geen  e  andere  ellipsen ,  die  aan  het  voor^ 
stel  beantwoorden,  dan  de  drie  in  Fig.  47,  48  en  49  ge* 
trokkene,  waarvan  wij  boven  de  inhouden  in  getallen  heb* 
ben  opgegeven. 


I 
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Ajlnxzxkino  uit  do  oploeeing  van  J.  S.  Spbijsb.  Onder- 
stellen wij ,  dal  Let  oog  de»  aanschouwere  5  voet  boven  den 
horizontalen  grond  geplaatst  ia ,  dan  wordt .  in*  Fig.  46 
MN  =  p  =  45 ,  MQ  =  p  +  l  =  55  en  dus  MR  =  « 
=  \/tó  X  55  —  15^11.  Met  deze  onderstelling  vinden 
wij  dus  voor  de  inhouden  nagenoeg: 

in  het  eerste  geval  — («— g)2*r=    1885  vier k. voelen, 

o   o  tweede     »  —(*+£)**=:  10262*  9  »     , 

a 

»   »  derde        n      gpY    8     ■  +^-)t=    13155  »  »      . 

\a2 — ó*       *V 


CXXXIII.    Voobstbi». 
Door  S.  Dik,  Cobnsz. 
Fan   ms  gebroken  ie  <fr  foftor  oon  vierkant,  waarvan  de 
wortel  m  —  4    iê  ;  de  noemer  ie  een  pronik ,  tso/ft*  wortel 
ie  «i—2  /  on  indien  men  het  gebroken  met  dee%e1fe  dub-' 
bel  vermindert ,  verkrijgt  men  het  kleinete  m-hoekige  getal* 
Welk  ie  dit  gebroken  t 

Opgelost    door    D.    W.  Hixsb,  &   Dut,   Cobds*,,   G. 
Kosteb,  F*  C.  Radijs  onJ*  S.  Speijeb* 

Oplossing  van  D.  W.  Hins*. 
Het  gebroken ,   waarnaar  gevraagd  wordt ,  moet ,  volgens 
de  eerste  bepaling  van  het  voorstel,  uitgedrukt  worden  door 
den  vorm  .  . 


(•t-2)*  +  (m-2)' 
indien  men  dit  gebroken  met  deszelfs  dubbel,  dat  is. met 

2(«— 4)» 

(st-2)*  +  («-2) 
vermindert ,  blijft  er  over 

— (*•— 4)a  , 


(m^-2)*  +  (m-2)' 
Volgens    het    CXCI.    Voobstbi»,   van  het  VI  Deel  der 
Veraam*   van  Wiek*    Vooret. ,   wordt  het  kleinste  «••hoekige 
getal  uitgedrukt  door  den  vorm 

— (y_4)* 

8(*-2)  » 
hieruit  volgt  dus ,  dat  men  hebben  moet 
L  Debl.  R 
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(m_2)ft+(«— 2)  ~    8(«— 2)  ' 
Aan  deze   vergelijking  voldoet  m  zs:  4,  maar  daar  alsdan 
de   teller   van  het  gevraagde  gebroken  nol  zou  worden,  kan 
ideze  waarde  voor  m  niet  dienen ;  men  kan  dus  door  (m— 4)* 
deelen  en  vindt  dan 

—1 _      -1 

(w-2)*-K*-2)  —  8(tn-2)' 

of  (g^^+H)  =  8(w-2). 

Aan  deze  vergelijking  voldoet  weder  nr:2,  maar,  om- 
dat er  geene  tweehoekige  getallen  zijn,  kan  ook  deze  waar- 
de voor  m  niet  gebruikt  worden ;  men  mag  dus  ook  door 
m  —  2  deelen  en  vindt  daardoor 

(i»-2)  +  l  =n8 , 
waaruit  terstond  volgt 

m*  s  «f • 

Hierdoor  bekomt  m^a-  voor  de  gevraagde. breuk  £$;  ver- 
nrindert  men  das  ook  deze  breuk  niét  bet  dubbóL  vaa  de- 
zelve of  met  {§,  dan  blijf l  er  over  -*-  $$,  en  deze  rest  is 
«aar  -behooren,  het  kleinst  mogelijke  negenhoekige  getal* 

CXXXIVf.     V  .ó  o  b  s  T  XiX»  .  •  r. 

Door  S.  Dm;,  Cornszw  i 
•  Men  heeft  eens  rekenkundige  reeke  ^  wajifvan  al  de  ter- 
men door  3  deelbaar  zijn;  tfo+efste  term. ie  een  vierkant; 
de  vierde  term  ie  gelijk  aan  den  vierkantewortel ,  uit  den 
eereten  term,  vermenigvuldigd,  met  een  getal,  dat  1  meer 
ie  dan  die  wortel.  Deelt  men  de 'termen  der  reeke  door  3, 
dan  vatetaut  er  klaarblijkelijk  eene  nieuwe  rekenkunetige 
reeke;  de  eerete  term  hiervan  ie  eene  derde  magt ,  waar- 
van de  wortel  30  maal  in-  den  vierden  term  der  eerete 
reeke  begrepen  ie.    Welke  zijn  deze  beide  'teekeen  f 

Opgelost  door  D.  W.  Hinse,  S.  Dik,  Corvsz.,  J.  A* 
Haksen  ,  I.  Heemskerk.  ,  As*. ,  Ü.  Kloos  ,  G.  Koster  ,  Pt 
Krom,  F.  C.  Radijs,  M.  G.  Skoeb.  en  J.  S.  Sr  ei  jee* 

Op&ossin»  van  D.  Wt  Hiksb. 

Daar  de  voorste  term  der  eerste  reeks  een  vierkant  en 
deszelfs  derde  gedeelte  eene -derde  magt  moet  wezen,  kan 
men  voor  dien  term  81**  stellen.  Hierdoor  wordt  de  vierde 
ferm  der   eerste  reeks  9*>(9«*  -t-  1)  of  8L**  «+•  9***    Zoo 
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una  van  dien  vierden  torn* flén .eersten  aftrekt,  en  de  rest 
9x*  door  3  deelt ,  bekomt  'ttien  voor  het  verschil  van  de 
reeks  3x»  j  das  is :  •        r  ' 

de  eerste  reeks,  Slx6fibr6+2M^,Slxs^6x5)S^f6+(^^,  enz. 

en  de  tweede ,       27x*,27x<H-  *^27x*+2x*  27x<^-3xs,  enz. 

Volgens  de  laatste  voorwaarde  des  voórstéls,  moet  na  nog 

81x'+9*3 


T#*»/, 


30. 


3x* 
of  27**+3x  =±  3a  l 

«90  >  waaruit  volgt  9x4+x:=i  10.  'l 

De    eenige    meetbare   worleï  dezer  vergelijking'  is  x  ir  ï*j' 

en  de  gevraagde  reeksen  zijn  dan:  w 

81 ,  84,  87,  90,  enz.\    én    27,  28,  29,  30,  en». 

CXXXV.     Voorstel.  '    ' 

Xfow  P.  Kbom . 

Tve*  getallen    te   vinden ,    «?*/&* ,    respectievelijk  met  de 

gegevene  getallen  p  en  q   vermenigvuldigd  wordende  ,  gelijke 

producten    opleveren;    onder  die  bepaling,  dat  de  $om  der 

te    vindene  getallen   tot    de    eem   hunner   vierkanten  êtaat 

alt  r  tot  *? 

■ 

Opgelost  door  M.  G.  Snoer,  J.  A«  Hansen  ,  D..W.  Hjn- 

8B,     H*   Kloos,    G.    Koster,  P.    Kroic.,   J.   C.   Olivier. 

C.     van   Schaigk.,   J.  Sjoenis,  J.  S.  Spxijer   én   JT.   C; 

Radijs. 

Oplossing  van  M.  G.  Sjioer* 

Laat  —  en  —  de  getallen :  voorstellen ,   dan    is  .  aan    de 
P         9  . 

eerste  voorwaarde  des  voorstels  voldaan  ,  "en  volgens  de  laat- 

ste  voorwaarde  moet  mén  dan  hebben 

XX        xa         xa 

/f       />a         ?a 

de    termen  der  eerste  reden  door  x  deelende,  en  daarna  de 

prodacten   der   uiterste'  en  •  middelste  termen  aan    elkander 
gelijk  stellende,  verkrijgt  men 

8  8  rx        rx    . 

met  ƒ  2f 2  vermenigvuldigende  ,  komt  er 

•W*  rh  Vaf  ==  rg2x  +  rp*x 

of  vpq{p  +  y)  —  rfr*  +  y*)*; 

waaruit  dadelijk  volgt 

R  2 


*  = 


/■ 


*ip*+qa) 
De  begeerde  getallen  zgn  derhalve 
-       *      *  _    f(rt-f )    en    -  =     V(P+9\ 

CXXXVI.       V   O   O  R   8  T   S   L. 

Door  P.  Krom. 

Wanneer  do  êom  dor  vierkanten  van  twee  getallen ,  ver- 
meerderd met  de  oom  dier  getallen,  200  oplevert,  en  der- 
nelver  product  gelijk  ie  aan  den  pronik  van  het  kleinete 
getal,  welke  *p*  dan  die  getallen  t 

Opgelost  door  J.  S.  Speijbr  ,  J.  A.  Hansen  ,  I.  Heekt- 
or*, Abz.,  D.  W.  Hinse,  H.  KLloos,  G.  Koster,  P.Kaoic, 
J.  C.  Olivirr,  F.  C.  Radijs,  C  van  Schaick,  J.  Sjoewis 

sn  M.  G.  Skobb. 

Oplossing  van  J.  5.  Speijbr. 

Laat  x  het  kleinste  en  y  het  grootste  der  bedoelde  getal- 
len voorstellen ,  dan  zal  men ,  volgens  de  opgege vene  voor- 
waarden, moeten  hebben 

Neemt  men  na  de  waarde  x  =  0 ,  welke  aan  de  laatste 
vergelijking  voldoet,  niet  in  aanmerking,  dan  kan  men  die 
vergelijking  door  *  deelen  en  vindt  dan  y  =  x  +  1  of 
y  =  « I.     Deze  waarde   in   de  eerste  vergelijking  ovei- 

brengende,  komt  er 

6  2ya  =  200, 

waamit  volgt  9  =  ±  10 

ea  #  =  y  —  1  =  9  of  —  IL 

.De   gevraagde    getallen  zijn  dus:  x  =  9  en  y  =r  M.  nf 
*  —  —  11  en  y  =  —  10. 

CXXXV1I.    Voorst  b  i.. 
XJoor  J.  Bassan. 

Opgelost    door  J.  Bassan,  L.  J.  Ulman,  D.  W.  Hiksb, 

F.  C.  Radijs  en  J.   S.   Speijer. 

Oplossing  van  J,  Bassan. 
Door  eene  eenvoudige  herleiding ,  heeft  men  vooreerst 

Sin.*<P*<p    .       >    -(%-Sin.?<p)W+2g0 
ffö-SinQ  ^  J         y2—Sin4 


V  O  O  R  S  T  E  L  t  tf  N;<  %*.  i3è-488.       »»* 


#$' 


l|/2— &»4    T^  ^1/2— *«•♦ 
=  —  ^i/2  +  Co«4  +  2 ƒ-      -* — 


V2— &*4 

Stellende  na  $  =  $  —  90°,  dan  is  #$  :=  2ty,  Sin/p 
—  —  C**.ty }  en  bij  gevolg 

Daar  verder  in  het  algemeen  (Zie  1.  H.  Sohhidt,  Diff. 
en  Juf.  lb£.  §.  254) ,  *  >  b  zgnde, 

J«-r-M7ö«*  ~"  j/fa*— *«J  **°*  *"**  o+M&t.* 
is;,  zoo  vinden  wij,  door  a  =  j/2  en  £  zr  1  te  nemen , 

J^2+€o84  —        *  l/2-f-êoa.^  ' 

of,  soo  wij  alles  weder  in  $  nitdrnkken 

•f^-AW  -  Bo°8  Cot'  vï=siÏ4' 

Deze  laatste    waarde   na  in  de  vroeger  verkregene  sabsti- 

toerende  ,  komt  er  eindelijk 

„Sin.*(p#<b  .    _      _     .  §n„       -     1— #«4.1/2       _ 

^zgj  s^,^^.,^^!?^-^  +  C. 

CXXXVIII.    Vooh»tbi.  . 
Voor  J.  Bassan. 

0*  integraal  van  -*-£-* —    ».   JT -^  te  vinden  f 

Opgelost  door  J»  S#  Sfsijbb,  L.  J.  Ulkan,  F.  C.  Ra- 
dijs, J.  Bassan  *ji  D.  W.  Hinse. 

Oplossimg-  «au  J.  S^Spsijsb. 

Stellen  wij  de  opgegevene  uitdrukking  door  fy  voor,  dan 
hebben  wg ,  daar  Cot.20  =  Cc*J<p  —  &*•*$  en  Sin.2^ 
=  2&'*4  Cat^)  is,  terstond 

y  —      2&*.0£at.0     *  .   . 

Va 

en  omdat  p>    .^ — .  =:  *.  Nep.  Log.  Tang4*k  ook 


H  3 


19*      .:#  m§J.m  E.:  "W  J:  8  K: ö.  W  D  I  G  B 

Stellende  ara  t/(0'  —  &*•*$)  =  *,  dan  i«t 

'    Co«.?$  p?.l  —  S»*.?$.=  1  —  «»  +  *% 

,  •  Il    "^ "X 

Nep.Log.Tang  $=:lNep.Log.(a*—x2)-  JJVflfciVy  •(**-- l**— I J, 
waafdopr  wij  „verkrijgen 
Schreven  wij  riu  hiervoor 

■•'"^•^-«-Kife^ij-*-). 

dan  wordt  de^e,  liftdrokking  dadelijk  nepleidbaar  tot 

„     -  . ',  .i****       '  T  (1— «*)** 
of  *y  —  y*=ï  +.  «».+0-«»j ' 

naar  gelang  der  waarde  van  a,  lebben,  wij  das: 

.-  voor .  >  r;  y  w-i-f^ê^  -**(*•-!) S^^ry 

en  voor  a  <  1 ,  y  =  i«a  J^^;  +*(1~g*Mra+(l--ga)* 

Maken   wij   vértléfc  -gfehraik  van';  de  algemeen  bekende  in- 
tegralen ' 

f2— —  •  i3  --  Nep»  Logi ' — — , 


en: 


>  •  P- — ~- :  =Ü  ^— -  Udö*  l^iu?. , 


dan  vinden  wij  onn^ddejlqiy.a  >  1  «ijnde, 
en,  indien  <x  <  1  is, 
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CXXX1X.     Voorstel. 
Door  J.  Badon  Ghijben. 

Wanneer  men  door  de  teenen  van  oenen  hoek  lijnen  trekt, 
zoodanig,  dat  de  oom  der  afstanden  van  het  hoekpunt  tot 
aan  de  snijpunten  standvastig  ie,  welke  kromme  lijn  ie 
het  dan,  die  door  al  deze gotrokkene  lijnen  wordt  aangeraakt? 

Opgelost   door  J«  Badon  Ghijben, 
Oplossing  van  J.  Badon  Gbijben. 

Laat  RST  (Fig.  50)  een  gegeven  hoek  zijn,  op  welks 
beenen  de  stukken  SA*  en  SB*,  gelijk  aan  de  genoemde 
standvastige  som  der  afstanden  ,  zijn  uitgezet;  verdeelen  wij 
dan  SA  6  en  SB*  in  een  zelfde  aantal ,  bij  voorbeeld ,  zes , 
gelijke  deelen ,  en  trekken  wij  tusschen  de  deelpunten  de  lij- 
nen A,B5,  A2B4,  ASB3,  A4Ba  en  A5B,,  dan  zullen  deze 
lijnen ,  benevens  SAtf  en  SBtf,  de  te  vindene  kromme  lijn 
moeten  aanraken  ,  want  wij  hebben 

SAtf+0  =  SAS+SBX  =  SA4+SBa=  SAS+SB3  =  «**., 
zoodat  werkelijk  de  som  der  afstanden  ,  die  genoemde  raak* 
lijnen  van  de  beenen  van  den  hoek  afsnijden,  standvastig  is* 

Door  de  onderlinge  snijding  der  alzoo  getrokkene  raaklij- 
nen,  ontstaat  eene  gebrokene  lijn  A^A5CD£FB5Btf ,  die  de 
te  vindene  kromme  lijn  als  een  omgeschreven 'veelhoek  om- 
vat; door  het  aantal  gelijke  deelen,  waarin  SA*  en  SBS 
verdeeld  wórden ,  te  vergroot  en ,  zal  deze  omgeschreven 
veelhoek,  meer  tot  de  te  vindene  kromme  lijn  naderen,  en 
wanneer  dat  aantal  deelen  oneindig  groot  gesleld  wordt, 
zal  die  veelhoek  in  de  kromme  lijn  zelve  overgaan.  De  pun- 
ten Atf,  A5,  0,  D,  E,  enz.,  die,  zoo  het  aantal  deelen 
eindig  is  genomen ,  buiten  de  kromme  lijn  liggen ,  zullen 
dns,  indien  dat  aantal  deelen  oneindig  gesteld  wordt,  op  de 
kromme  gelegen  zijn* 

Trekken  wij  na  in  den  hoek  RST  (Fig.  51)  twee  lijnen 
AB  en  A'B',  zoodanig  dat  SA  -+-  SB  =  SA'  +  SB'  =  a 
standvastig  zij,  als  wanneer  AA'  =  BB'  zal  wezen,  en 
nemen  wij  aan ,  dat  A  A'  =s  BB'  oneindig  klein  zij ,.  dan 
zal ,  op  grond  van  het  boven  gezegde ,  het  punt  P ,  waarin 
AB  en  A'B'  elkander  snijden  ,  een  punt  der  kromme  zijn. 

Om  de  meetkunstige  plaats  van  dat  punt  P  te  bepalen, 
nemen    wij   SR  en  ST  voor  coördinaten-assen  aan,  en  stel* 
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ten,  na  PN  en  PM  evenwijdig  met  die  assen  getrokken 
te  hebben ,  PN  =  x ,  PM  =r  y  en  SA  =  «,  dan  is 
SB  =  a  —  x.  Ma  volgt,  uit  de  gelijkvormigheid  der  drie- 
hoeken AliP  en  PNB,  de  evenredigheid 

AM  :  MP  =  PN  2  NB 
of  SA  —  PN  :  MP  =  PN  :  SB  —  PM, 

dat  is:  *  —  x  :      y=rr:0  —  *  —  y; 

hieruit  verkrijgt  men  de  vergelijking 

xy  =  (o  —  ff  —  y)  («  —  *), 
die  na  herleiding  overgaat  in 

y%  =  (o  —  «)(*  —  *) (1)  , 

en  nog  maar  alleen  de  voorwaarde  uitdrukt ,  dat  het  punt 
P  op  de  lijn  AB  moet  liggen;  er  is  das  nog  eene  andere 
vergelijking  noodig ,  om  de  voorwaarde  uit  te  drukken ,  dat 
P  het  snijpunt  is  van  AB  en  A'B',  indien  AA'  oneindig 
klein  is. 

Deze  tweede  vergelijking  wordt  verkregen,  door  op  te 
merken,  dat  x  en  y  onveranderd  blijven,  wanneer  SA  in 
SA',  dat  is  %  in  *  -f-  #*,  overgaat;  en  dat  dus  de  verge- 
lijking (1)  gedifferentieerd  mag  worden,  in  de  onderstel- 
ling ,  dat  *  de  eenige  veranderlijke  grootheid  ia ,  die  er  in 
voorkomt.  Door  die  differentiatie  te  verrigten,  vinden  wij 
na  deeling  door  $% 

y  ==(«  —  *)  —  (*-.  jr) 

of  y  .=  o  +  x  —  2* (2). 

Elimineert  men  nn  %  tusschen  de  vergelijkingen  (1)  en  (2), 
dan  vindt  men  gemakkelijk 

jra  —  2xy  +  y*  — -  2a*  —  2ay  +  a*  =  0 
of  (x  —  y)*  —  2a(*  +  y)  +  aa  =  0    .    .    (3), 

welke  vergelijking  die  der  begeerde  kromme  lijn  is. 

Deze  vergelijking  is  van  den  tweeden  graad  en  het  gedeel- 
te (x  —  y)*  derzelve  bestaat  nit  het  product  van  twee  ge- 
lijke eerstemagtsfactoren ,  derhalve  is  de  kromme  lijn,  waar- 
naar gevraagd  wordt ,  .eene  parabool, 

Deelen  wij  den  hoek  HST  (Fig.  51)  in  twee  gelijke  dee- 
len ,  door  eene  lijn  SU  ,  en  nemen  wij  die  lijn  als  nienwe 
as  van  abscissen ,  de  coördinaten  onderling  regthoekig  en 
derzelver  oorsprong  in  S  aan;  stellen  wij  alzoo,  na  PQ 
loodregt   op  SU   getrokken  te  hebben,  SQ  =  u,  PQ  ss  I 

R5 
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•u  hoek  RST  =  2*,  dan  is  heek  SGN  =r  Aoelr  BGQ  =z 
AosX  MSG  ==  Ao#Ar  GSN  =:  *  en  dus  ONS  een  gelijkbeenige 
driehoek;  verder  is  dan:  NG  =:  SN  s  PM  =ry^  GS  sr- 
2  SN  X  Cos.  GSN  =  2yCaa*t  GP  =  PN  —  NG  = 
x  -  y,  GQ  =  GP  X  €né.  PGQ  =  (x  —  y)  Cos*, 
PQ  =  GP  x  £•»•  PGQ  =  (*  —  y)  Sin*  en  SQ  = 
GS  +  GQ  =z2yCo$*  +  (ar— -y)  Cöf*  =  (*  4-  y)  Cos.*. 
ALzoo  hebben  wij: 

«=:(*  +  y)  Cos^c    en    *  =  (x  —  y)  Sin* 
of  *  -+-  y  =  t*  &sc««    en    *  — -  y  rr:  f  Co$ec*. 

Door  substitutie  dezer  waarden  voor  jr  +  y  en  x  —  y 
in  (3)  ,  wordt  de  vergelijking ,  tasschen  de  nieuw  aange- 
nomene  coördinaten , 

t*Co§êc.**  —  2au  Sec*  +  aa  =  0 , 
of  t2  —  2au  Sin*  Tang*  +  a*Sin.**  =r  0  .    (4). 

Om  het  punt  O  te  vinden ,  waar  de  as  SU  door  de  pa- 
rabool gesneden  wordt,  hebben  wij  slechts  in  (4)  r  =  Oen 
u  ~  SO  te  stellen  ,  waardoor  wij  vinden  SO  =  \a€oê*\ 
-verplaatsen  wij  nu  den  oorsprong  der  reglhoekige  coördina- 
ten van  S  naar  O,  dan  is  OQ  =  v  stellende , 

u  -ss  SQ  =  OQ  +  SO  =  v  +  \aCo%*, 
en-  dit  in  (4)  overbrengende ,  komt  er 
*a  —  2aSin*  Tang*  {v+\a€oê*)  4-  a*Sin.*a  =  0, 
ra  —  2avSin*  Tang*  ^  a*Sin*Cot*  Tang* +a*  Sin.*  *=0, 
of,  <Jaar  de  beide  Jaalste  termen  elkander  vernietigen, 

t2  =  ïavSin*  Tang* (5) ; 

en  dit  is  nu  de  vergelijking  onzer  parabool,  indien  de  oor- 
sprong- der  onderling  regthoekige  coördinaten  in  den  top  ge- 
nomen wordt* 

De  gevondene  parabool  heeft  alzoo  2aSin*Tang*  tot 
parameter;  deze  parameter  wordt  gemakkelijk  geconstrueerd $ 
door  uit  het  punt  A<y,  SA5  ±=.  a  zijnde,  de  lijtien  AtfV  en 
AtfW  res|>ectievelijk  loodregt  op  SU  en  SR  te  trekken;  déze 
lijnen  getrokken  zijnde,  zal  het  gedeelte  VW,  dat  zij"  vatl 
de  as  'afsnijden  de  halve  parameter  zijn  ;  want  uit  deze  con- 
structie volgt 

AffW  =  SAtf  X  Tang.  RSU  =  aTang* 
en  VW  =  AtfW  x  Sin.  VArfW  —  aSi n*Tang*  *, 

uit'  het "  verband ■  hiervan  met   de    eigenschap  der  parabool, 
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dat  overal  de  subnormaal  gelijk  aan  de  halve  parameter  is , 
blijkt  tevens,  dat  de  lijn  SA$  juist  in  het  punt  A*  door  de 
parabool  geraakt  wordt* 

De  top  O  der  parabool  wprdt  mede  gemakkelijk  geconstru- 
eerd, -want  zoo « men  ,Sa  £=•  Sb  ze  \a  neemt  f  zal  de  snij» 
ding  der  lijnen  ab  en  SU  klaarblijkelijk  het  O  geven. 

Het  zon  kunnen  schijnen,  dat  slechts  een  gedeelte  der 
parabool ,  in  de  bij  hel  voorstel  opgegevene  voorwaarde, 
begrepen  was;  .maakt  men  echter  A^a'  =  Sb*,  dan  is 
Sa'  —  Sb'  =  SA*  =  a,  das  is  ook,  zoo  men  slechts 
den  negatieven  toestand  van  Sb'  in  aanmerking  neemt  a'L' 
eene  der  raaklijnen  in  het  voorstel  genoemd,  en  hieruit 
blijkt,  dat  werkelijk  de  geheele  parabool  in  «de  opgegevene 
voorwaarde  ligt  opgesloten. 

CXfi.  Voohstbi.. 
Door  J.  Badon  Ghijben. 
Indien  een  gegeven  gewigt  ah  last ,  aan  het  lo$$e  blok 
van  een  lakeigeitel  bevestigd ,  in  evenwigt  wordt  gehou- 
den door  een  tegenwigt ,  dat  aam  het  loi*+  einde  van  het 
touw  hangt,  en  men  vervolgene  bij  dit  tegenwigt  een  over- 
wigt  voegt ,  met  welke  verënellitig  zal  dan  de  last  zich 
naar  boven  bewegen  f  In  de  onderstelling,  dat  het  gewigt 
van  blok  en  touw  gering  genoeg  iëf  om  buiten  rekening 
te  blijven ,  en  dat  er  ook  geene  wrijving,  stramheid  of  te~ 
genttana*  der  lucht  plaat ê  heeft. 

OfoeiiOst  door  L.  J.  Ulman. 
OpLossirfe  van  L;  L  Olman. 
Laat   L    (Fig.  52)  de  last   voorstellen,  K.  het  tegenwigt, 
waardoor   de  toestel  in  rast  blijft  en  O  het  overwigt,  waar- 
door dezelve  in  beweging   gebragt  wordt.    Laat  verder  de 
verhouding ,  waarin   de   öiagt   tot   de   last  moet  staan ,  om 
„zich    aan   het   takelgestel   in   evenwigt    te  bevinden,  in  het 
algemeen  als   1   tot  n  wezen  (zgnde  in  de  figuur  slechts  ge- 
makshalve   n  =  3  genomen) ,    zoodat  L  =  n  K  is ,  dan  is 
de  ruimte,   die  door   K  inet.het  daaraan  verbondene  over- 
wigt  O    doorloopen   wordt ,   tot   de  ruimte ,  welke  L  door- 
loopt,   als    n  tot   1.     Zij   dus   G   de   versnelling,  waarmede 
K  +  O  zich   naar  beneden  beweegt,  en  G'  de  versnelling % 
waarmede  de  last  opwaarts  gaat,  dan  zullen  wij  hebben 
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G  :  G'  =  »  :  1 

en  G'=^=     GXp 

n  L 

Nemen    wij    na ,    ter   bepaling  van  G ,  de  eenvoudige  fop- 
male  (Zie  I.  R.  Schmidt,  Dynamica,  §•  95.) 

G  =  g  X    p-, 

waarin  B    de   be weegkracht ,  P  de  bewogene  massa  en  g  de 

versnelling  der  zwaartekracht  uitdrakt,  dan  is  in  ons  geval 

B  blijkbaar  het  overwigt  O  en  das 

O 
G  =  *T  X  y. 

De  massa  P%  bestaat  eerstelijk  nit  het  tegenwigt  K  bene- 
vens  het  overwigt  O ,  en  daarenboven  nit  zoodanig  gedeelte 
der  last  L ,  als  gelijk  is  aan  de  spanning ,  die  de  last  L 
aan   het  losse   einde  van  het  touw  te  weeg  brengt,  namelijk 

—  L,    Maar   dit   gedeelte  wordt,  niet  met  dezelfde  snelheid 

als  K  +  O ,  in  beweging  gebragt ;  het  verkrijgt  door  de  in- 

rigting  des   takels   slechts  —  van   die  snelheid;  wij  kannen 

si 

1 

dus  aan  het  losse  einde  ook  slechts  —  van  dat  gedeelte,  dat  is 

—  L,  als  massa  in  rekening  brengen,  en  verkrijgen  alzoo 

'    Hierdoor  wordt 

O 


G  = 


11 


of ,  ii  =:  •==-  sabstitnerende , 


en  das  is 


G__OL__ 

""  (K+0)L+&«* 


L  (K.+OJL+K.»' 

hetwelk  de  gevraagde  versnelling  ia. 
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•    *    •  > 

.  .  CXLL    V.a.o  r  s  t  e  x.. 

*  • 

Door  C.  tam  Schaick. 

"**  0736'  =  T  «*  A  —  ■  =  7  ••>    «ett«  *$»  *** 

de  overdekte  cjjferêf 

Opgelost  «faor  C.  tan  Schaick,  J.  A.  Hanskn,  I. 
Heemskerk,  Abz.,  D.  W.  Hivbb,  G.  Koster,  J.  C.  Oli vier, 
F.  C.  Radijs  ,  J.  Sjoenis  ,  M.  G.  Snoer  ,  J.  S.  öpeijeh  ,  J. 
Tbixeira  de  Mattos,  Jb.  en  A.  Volkers*. 

Oplossing  van  C  tan  Schaick. 
Indien  wij  de  door  A  erL  B  overdekte  cijfers  respectieve- 
lijk  door    x  en   y    voorstellen ,  geeft  het  voorstel  aajileidiag 
tot  de  vergelijkingen 

240+*      _    l_ 
lOOOy+736  "~    7 
en  *  —  y  =  7 ; 

de  eerste  vergelijking  wordt ,  na  verdrijving  der  breuken , 

1680  +  7j?  =  lOOOy  -h  736 , 
trierin  jr  =:  y  -f-  7    substituerende ;   zoo   als   uit   de  tweede 
Tergelijking  volgt,  komt  er 

1680  +  7(y  +  7)  =  1000  y  +  736, 
waaruit  dadelijk  gevonden  wordt 

derhalve  is  x  =  y  «+•  7  =  8. 

De  overdekte  cijfers  zijn  alzoo  8  en  1 ,  zoodat  de  opgege- 
Tene  vergelijkingen  zijn : 

248   —    l    «V      1  —7 

■  .    .  —  ■—  -en  o*—  *  —  *. 

1736  7 

Aanmerking   *ö*    J.  A.  Hansen.    Uit  eene  oppervlakkige 

beschouwing  der  Tergelijking 

1680  +  lx  =  1000y  +  ?36 
blijkt  dadelijk ,  dat  x  ^=  8  moet  zijn ,  dewijl  8  het  eenigste 
oijfer  is  ,  dat  met  7  vermenigvuldigd  eene  6  op  de  plaats 
der  eenheden  geeft.  Even  zoo  blijkt  uit  diezelfde  vergelij- 
king, dat  y  =  1  moet  wezen;  want  j?  <  10  zijnde,  is 
1680  +  7*  <  2000  en  dus  ook  lOOOy  +  736  <  2000. 
Men  zou  derhalve  de  tweede  vergelijking  kunnen  ontberen* 
Aanmerking  van  I.  Heemskerk,  Abz.  Dewijl  y  ten  minste 
1  moet  zijn  en  x  niet  grooter  dan  9  kan  wezen,  yordert  de 
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vergelijking  x  —  y  =*T  óf  °r  ü:  y  +.  7,  dat  y  =  1  en 

x  =  8  of  y  =  2  -en  x  -ê  0" *§•*  Vóór  *  =  9  en  y  =  2, 

24A       ,.  .  

sou    de-  noemer  der*  breuk  ^^  gróoter  dan  het  lienvoud 


des  tellers  worden;  men  kan  dos  alleen lx '£^  8  en  y  —  1 
nemen ,     als*  wanneeï  'die     break    naar    bëhooren    gelijk 

—  wordU 
7 

CXLtL  T'öo'rstïi, 
Voor  H.'  Kioos. 
Er  zijn  twee  getallen,"  die  de  volgende  eigenschappen 
hebben  :  zoo  men  het  eerste  getal  door  3  deelt ,  zoo  men 
het  verêchil  der  getallen  met  3  vermindert  en  zoo  men  het 
tweede  getal  met  eene  eenheid  verhoogt,  komen  er  drie 
volkomen  vierkanten;  de  wortels  -dezer  vierkanten,  in  de 
opgenoemde  volgorde  genomen ,-  'maken  eene  rekenkunatige 
reekê  uit ;  en  de  som  dezer  reeks  ttaat  tot  het  tweede 
getal,  als  3  tot  10.    Welke  i^n  deze  getallen  f 

Opgelost  door  D.  W;  Hinse,  J.  A.  Haksen,  F.  C.  Ra- 
dij»,  J.  S.  Speijer,  J.Teixeira de  Mattos,  Jr.,  G, Koster; 
M.  G.  Snoer,  I.  Heimskérk;  Abzï,  fi. Ktoose» J. Sjtoe^is. 

Oplossing  van  D.  'W.  Hinse* 
Men  stelle  roor  de  genoemde'  reeks 

'x  —  y,  x  eif  £  +  y, 
dan  vindt  men  nit  de  'eerst  opgegeven  e  bepalingen  : 

voor  het  eerste  getal 3(x  —  yj*, 

voor  het  tweede  getaL..-  •  ...    •    • .  •    (x  +  yj*  —  1, 

en  voor  het  verschil  der  getallen  * x*  +  3 ; 

hierdoor  heeft  men 

3(,  _  y)_»   _  [(,  +  y)»  -   1]   —  X*  +  3 

of  na  herleiding  A  ~r    .. 

x*  —  8Jry  -f  2y2  =  2    •    .    .    .    (1). 

Uit  de  laatste  'bepaling  Qéi "voorstel»  heeft  men  nog  ° 

3*  :  (x  +  y)a  —  1  =  3  :  10 

of  '      x2  +  2xy  +  y*  =  10*  +  1     .    .     (2j. 

*    Zoo    men   hel  tweevoud'  van    (2)    met   (Ij   vermindert, 

vindt  men 

x*  -f  12*y  nz20x 
of  j  daar  'X:  niet'  gelijk  nul'  kan  zijn , 
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k  +  12y  -=  20  $ 

alsoq  is  x  sn  20  —  12y (3). 

Deze   waarde   voor   r   in   (2)  substituerende ,  komt  er  na 
herleiding 

121y9  —  32Qy  +  199  =  0 , 
waaruit  gevonden  wordt 

y  =  f$?ofy=l 
en  dus,  volgens  (3), 

■  X  =  T*3aT   Of  X   =   8* 

Deze   waarden  van  x  en  jr  geven ,  voor  de  gevraagde  ge- 
tallen, 

3(*  ~VY  =  ffgff  en  (*  +  y)»  -  1  =  f§? 
of       z\x  —  y}*-=      147  -en  far-+  y)*  —  1  =    80. 

CXLHJ»     YoOBBTEL. 

Door  J.  A.  Hansbn.  , 

ln.eenen  regthoekigen  drieheek,  welke  kypothenUMa  door 

het  getal  325  wordt  uitgedrukt ,  is  een  cirkel  beechreven. 

Men    vraagt  dien    driehoek   zóó   te   bepalen,  dat  de  êtraal 

van   den-  ingeschreven  cirkel  door  een'  geheel  getal  wordt 

aangegeven  t 

Opgelost  door  J.  A-  Haksen  ,  J.  S.  Speijeb  ,  D.  W.  HlH- 
ftX,    C.   KOSTEB,    J.    €.   O&IVIEB,    J.   SjObNlS  ,   F.   C.   RaDIJ8, 

H.    G.  Snoek,  J.   Teixeiba  de  Mattos,  Jb.  en  L  Hbbxs* 

« 

XERX,   AÈZ.       . 

Oplossing-  van  J.  A.  Hansbk. 
Het  is  eene  bekende  eigenschap  der  regthoekige  driehoeken, 
dat   de  straal  des  ingeschreven  cirkels  gelijk  is  aan  de  halve 
overmaat  van   de  som    der  regthoekszijden  boven  de  hypo- 

thenusa* 

Stellen  wij  doe  voor  4e  zijden  des  driehoek*,  de  bekende 

vormen 

m(p*  —  f2) ,  2mpq  en  m{p*  +  1*) 
waarin  m ,  p  en  q  gebeele.  getallen  (p  >  q  2ijnde ,  en  m  geene 
vierkante    factoren    bevattende)    Verbeelden ,,  en   de   laatste 
van    welke  •  vormen    de    bypothennsa  voorstelt,  dan  .hebben 
wij,  voor  den  straal  des  ingescnre ven'  cirkels , 

B  _  m(p>-q>)+1mpq-*n(p*+q>)  _  ^  _  qy 

2 
Voorts  is  dan  gegeve» 


1 


264  NIEUWE    WISKUNDIGE 

«O»  +  1*)  =  326, 
waarin  men  voor   m  de    deelers    van  325  kan  nemen ,  met 
uitzondering   van  25;  dat   is:    m  =  I  ,  m  =  5,  m  =r  13 
en  «  =  65* 

Na   is  voor  *i  ss  1,  /»*  +  79  =  325,  en  dan  kan  men 
nemen  : 

q  s    1  en  ^  es  18 ,  waardoor  men  vindt  R  ss  17 ; 

q  =     6  en  p  =  17, —  —  —  R  ss  66; 

q  s=  10  en  />  =s  15,  — —  R  ss  50. 

Voor  m   =   5,  is  /**    4-  f a  ss  65,   en  dan  kan  men 
nemen : 

f  ss  1  en  /*  =s  8 ,  waardoor  men  vindt  R  ss  35 ; 

q  ==  4  en  p  =  7 ,  ■ —  R  =  60. 

Voor  m  =  13  ,   is  p%    +   q%  ss:  25 ,  en  dan  kan  men 
nemen : 

£  =  3  en  /^  ss  4,  waardoor  men  vindt  R  =r  39. 
Voor   ir  ss  65,   is  /**  +  q%  =  5,  en  dan  kan  men  ne- 
men: 

q  ss  1  en  p  =  2 ,  waardoor  men  vindt  R  ss  65. 
Er     zijn    das    in   het   geheel  zeven    antwoorden   op   het 
voorstel. 

Aaxmeakihg  van  J.  Radon  Ghijbsit.    Uit  de  aangevoerde 

eigenschap  der  regthoekige  driehoeken,  is  het  duidelijk,  dat 
de  straal  des  ingeschreven  cirkels  altijd  een  geheel  getal  zal 
zijn ,  als  men  slechts  voor  de  toss  der  regthoekszijden  een 
oneven  getal  neemt*  De  regthoekszijden  celven  znllen  dan 
wel  meestal  irrationaal  worden,  maar  de  rationaliteit  van 
deze  is  in  de  opgaaf  niet  bepaaldelijk  gevorderd.  Het  oneve- 
ne  getal,  voor  de  som  der  regthoekszijden  te  nemen,  is  eek 
ter  niet  geheef  willekeurig,  maar  moet  tnsschen  de  grenzen 
325  en  325|/2  liggen. 

CXLIV.    Voorstel. 

Door  A.  Volkbrs£. 

Eêtte  pendule  heeft  drie  wijzere  aan  dezelfde  opil,  een» 

uur-,  minuut-  en  seconde- wijzer ;  dezelve  êtaan  ten  12  ure 

alle  Juiêt  op  elkander*    Wanneer  zal  dat  weder  gebeuren 

en  wanneer  met  twee  van  dezelve  f  (*) 


(*)  Paistif ,  Wouveaux  Ekmtn*  de  Mathemmtiquee* 
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Opmlost  door  J.  A.  Hjlnsbn,  D.  W.  Hixsb,  G.  Koster, 
J.  C.  Olivier,  F.  C.  Radijs i  M.  G.  Snoer,  J.  S.  Speijer 
en  A.  Volkerse. 

Oplossing  van  J.  A.  Hans». 
.  Twee  wijzers,  van  welke  de  eene  in  u  tijdseenheden 
en  de  andere  in  b  tijdseenheden  eenen  omloop  volbrengt, 
zuilen  in  ab  tijdseenheden ,  de  eerste  b  malen  de  tweede 
«  malen  rondgaan.  De  tweede  gaat  das  den  eersten  ir—  b 
malen    voorbij    in     die    ab    tijdseenheden,    of  éénmaal   in 

r  tijdseenheden.    Rekenen  wij  na  in  minaten ,  dan  is : 

o— 0 

1°.  Voor  uur-  en  minuut-wijzer, 

a  =  720,  b  =  60,  das  -^  =  65/T  =  Vx°- 


Voor  minaat-  en  seconde- wijzer, 

ab 
a—b 
3°.  Voor  uur-  en  seconde-wijzer, 

ab 


a=    60,  b=    1,  dus  ^=1^=  1%%. 


a  =  720,  b  =     1,  dus  — -b  =  lyf5  =  ^ 

Van  12  ure  af  te  beginnen,  zullen  das,  telkens  na  ver- 
loop van  65/T  minaat,  de  nur-  en  minuut- wijzer;  telkens 
na  verloop  van  Ifo  mmaat,  de  minuut-  en  seconde- wijzer; 
en,  telkens  na  verloop  van  \j\?  minuut,  de  uur-  en  secon- 
de-wijzer weder  boven  elkander  staan. 

De  tijd  na  12  uur ,  waarop  alle  drie  de  wijzers  weder 
boven  elkander  staan  ,  moet  een  veelvoud  van  elk  der  bo- 
ven gevondene  tijden  zijn ;  daar  nu  het  kleinste  gemeene 
veetvond  van  die  tijden  720  minuten  of  12  aren  is ,  zoo 
zullen  de  drie  wijzers  elkander  niet  eer,  dan  na  verloop 
der  volle   12  uren ,  weder  bedekken. 

CXLV.     Voorstel. 
Door  A.  Volkerse. 

Indien  iemand  op  zijn  8"*  jaar  kon  tillen  15  pond,  op 
%ijn  16*  jaar  60  pond,  op  zijn  24*  jaar  90  pond,  op 
zijn  32"*  jaar  105  pond,  en,  toen  hij  aan  een  verval  van 
krachten  êtierf,  0  pond ;  hoe  lang  kan  men  dan ,  volgene 
dien  maatetaf,  rekenen,  dat  hij  geleefd  heeft t 

Opoelost    door   J.   Radon  Ghijben,  L.  J.  Uliuh,  J,  a, 

I.  Deel*  S 
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Hans»,    E.  Oiivieh,    Dz.,    F.  C.  Radijs,  G.  Kostsi,  J. 

S.    SPBIJXR    «ft   A.  VoLCEHfE. 

Oplossing  van  J.  Ba  don  Ghijbjsm. 
Het    getal  ponden  P ,  dat  de  bedoelde  persoon  tillen  kan , 
moet,   naar  den   aard   des    voorstels,  eene  functie  zijn  vaji 
het  getal    jaren    x,    dat  hij  bereikt  heeft,  zoo  dat  wij  knu- 
llen stellen 

P  =  *M 0), 

en  hierin  moet  nn:  P=15,  P  =  60,  P  =  90  en  P=105 
zijn ,  naar  gelang  x  =  8 ,  x  =  16 ,  *  =  24  en  x  =  32 
gesteld  wordt. 

Nemen  wij  na  voor  den  vorm  der  genoemde  functie ,  zoo 
als  men  in  dergelijke  gevallen  gewoon  is ,  den  vorm  aan 
van  den  algeineenen  term  eener  rekenkunstige  reeks  van 
hoogeren  rang,  dan  zullen  wij,  omdat  er  vier  overeenkom- 
stige waarden  gegeven  zijn,  in  dien  vorm  ook  vier  onbe- 
paalde coëfficiënten  moeten  aannemen;  wij  stellen  derhalve, 
in  plaats  van  (1) , 

P  =  a  +  bx  +  ex2  +  rfxs     .     .    (2}. 

Door  nu,  in  deze  vergelijking,  de  met  elkander  overeen- 
stemmende waarden  voor  P  en  x  te  substitueren ,  verkrij- 
gen wij : 

15  =  a  +    86  +      64c  +      512rf, 
60  =  a  +  166  +    256c  -f-    4096d, 
90  =  a  +  246  +    576c  +  13824rf, 
105  =  a  +  326  +  1024c  +  32768<f ; 
en   uit    deze   vergelijkingen    a ,   6 ,    c  en  d  oplossende ,  het- 
geen door  achtereenvolgende  aftrekkingen  kan  geschieden,  vin- 
den  wij  d  =  0,  c  =  —  Ty,,    6  —  V/   en   a  =  —  45, 
zoodat  wij  nu ,  in  plaats  van  (2) ,  hebben 

P  =  -  45  +  Vtfjr  -  &%x*     .    .    .    (3J. 

Dat  wij  hier  d  =  0  vonden  ,  is  daaraan  toe  te  schrij- 
ven, dat  de  gegevene  getallen  ponden  niet  geheel  willekeurig 
genomen  zijn ,  maar  zoo  zijn  gekozen ,  dat  zij  eene  reeks 
van  den  tweeden  rang  vormen. 

Om  nu  te  vinden,  op  welken  ouderdom  de  bedoelde  per- 
soon 0  pond  kon  tillen ,  hebben  wij  in  (3)  slechts  P  =  0 
te  stellen  en  vervolgens  x  te  berekenen;  dit  geeft  achter* 
volgens ; 
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x¥**a  -  W*  +  «  =  o, 

x*  —  72*  +  384  =  0, 
x  =  36  ±  1/912  =  36  ±  30,2..., 
en  das  x  =  5,8-     of    jr  —  66,2...; 

hij  kon  alzoo  juist  0  pond  tillen ,  vooreerst  toen  hij  5,8  ja- 
ren en  ten  andere  toen  hij  66,2  jaren  oud  was ;  overeen- 
komstig met  de  opgave  moet  hij  dos  66,2  jaren  geleefd 
hebben. 

Stelt  men  in  (3) ,  x  —  0 ,  dan  vindt  men  P  =  —  45; 
bij  zijne  geboorte  kon  hij  das  niet  alleen  geen  gewigt  tillen , 
maar  zou  nog  eene  ondersteuning  van  45  pond  behoeven , 
om  zich  zelven  het  vallen  te  beletten.  Wil  men  zijnen  waar- 
schijnlijken  leeftijd  bepalen,  in  de  onderstelling,  dat  zijne 
krachten  bij  het  overlijden  gelijk  staan  met  die  bij  de  ge» 
boorte,  dan  moet  men  in  (3)  P  in  —  45  stellen  en  vindt 
dan 

Tï*x      TS* 

of  x2  =  72*, 

waaraan  ,  behalve  x  =s  0 ,  ook  x  =  72  voldoet.  In  de 
genoemde  onderstelling,  die  echter  niet  overeenkomstig  de 
opgaaf  is ,  moet  hij  dm  72  jaren  geleefd  hebben. 

Onderzoekt  men ,  welke  waarde  voor  x  in  (3)  moet  ge- 
nomen worden,  om  voor  P  een  maximum  te  verkrijgen, 
dan  vindt  men  x  zz  36 ,  waarmede  P  rr  106}  overeen- 
stemt; op  zijn  36lU  jaar  kon  hij  dus  het  grootste  gewigt, 
en  wel  een  gewigt  van  106$  pond ,  tillen. 

Aa.nmf.bk  ing.  Het  aannemen  van  den  vorm  (2)  in  plaats 
van  (1),  behelst  altijd  veel  wil lekeurigs ,  en  geschiedt  al- 
leen, omdat  men  voor  de  geheel  onbekende  wet,  volgens 
welke  het  vermogen  om  ge  wigten  te  tillen  van  den  ouder- 
dom afhangt ,  wel  verpligt  is  deze  of  gene  onderstelling  aan 
te  nemen. 

CXLVI.     V  o  o  R  8  T  E  L. 
Door  P.  Krom. 

Ik  heb  eene  rekenkunstige  en  eene  meetkunstige  reek* . 
ieder  van  drie  termen  ,  en  de  êom  van  deze  zen  termen  ie 
96.  De  eerste  term  der  rekenkunstige  reeks  is  in  don  eer* 
sten  term  der  meetkunstige  reeks  tweemaal ;  do  tweede  term 
der   rekenkunêtige  is  in  den  tweeden  term  der  meetkunsiige 

S2 
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driemaal,  en  ie  derde  term  der  eerêtgemelde  reeke  ie  in 
den  derden  term  der  laatetgemelde  neemaal  begrepen ,  welke 
zijn  die  reekeent  (*) 

Opgelost   door  P.  Kjlom,  J.  A.  Hansek,  L  Heemskerk, 
Abz.,  D.  W.  Hinse,  G.  Koster,  F.  C.  Badijs,  J.  Sjoznis, 
J.  S.  Speijfb,  J.  Tbixeiba'Dk  Maitos,  Ja/,  M.  G.  Snoer, 
•J.  C.  Oüivibb  en  A.  Vouéeesiu 

Oplossing  van  P.  Kbom. 
'Laafde  termea  der  rekenkundige  reeks  voorgesteld  wor- 
dden door 

x ,  x  +  a    en    *  +  2a , 

dan   moeten   volgens  het  voorstel  die  der  meetkundige  reeks 

*sijn 

2x,  3(*  +  a)    en    6(*  +  2a). 

Daar  na,  bij  eene  meetkanstige  reeks  van  drie  termen, 
altijd  het  verschil  der  heide  laatste  termen  tot  het  verschil 
der  beide  eerste  staat ,  als  de  gemeene  reden  van  die  reeks 
tot    de    eenheid ,    200   hebben    wij ,  die   gemeene   reden    r 

.noemende , 

6(*+2a)  —  3(*+a)  :  3(x+a)  —  2*  =  r  :  l , 
dat  is :  3x+9a  t  x+3a  =  r  :  1 

of,  de  beide  eerste  termen  dezer  evenredigheid  door  jr  +  3a 

doelende , 

3  :  1  =  r  :  1, 

.waaruit  volgt  r  —  o. 

Omdat    dus    de    gemeene   reden    der   meetkanstige  reeks  3 

is,  hebben  wij  ook 

2x  X  3  =  3(x+a) 
of  2*  =  x+a , 

waaruit  volgt  4?  =  a. 

De  gestelde  reeksen  worden  hierdoor 

a,  2a,  3a-,     en    2a,  6a,  18a. 
Omdat  verder    de  som  dezer  zes  termen  96  moet  wezen  , 
vinden  wij  32a  =  96 

en  a  =  3> 

zoodat  de  gevraagde  reeksen  zijn : 

3,  6,  9;    en    6,  18,  54, 

(*)  Hbuib  Hibsob,    Fertam,  van  Foorb.  Vert.  door  G.  Ruuxbbj. 
Bltds.  «56-  No.  11. 
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CXLVII.       VOORSTEL» 

Door  J.  A.  Krajenbrink. 

Men  vraagt  de  ëom  van  de  vierkanten  der  loodlijnen, 
die  uit  de  hoekpunten  van  oenen  wiliekeurigen  driehoek  op 
de  overêtaande  xtjden  zijn  nedergelaten ,  in  eene  functie 
van  de  drie  xtjden  uit  te  drukken  f 

Opgelost  door  J.  A.  Hansen,  D.  W.  Uinse,   I.  A.  Kra- 

JENBBINK,     J.     C.    OlIVIER,    F.    C.   R  AD  IJS,    J.    SjOENtS  ,    J.   S. 

Speijer  en  J.  Teixeira  de  Mattob,  Jr. 

Oplossing  van  J.  A.  Hansen. 

Laat  de  zijden  des  driehoek*  a ,  b  en  e ,  de  halve  som 
dezer  zijden  *  en  de  inhoud  van  den  driehoek  I  genoemd 
worden ,  dan  heeft  men ,  zoo  afs  algemeen  bekend  is , 

I  =  !/«(•—«)  ï*— *)  (•—  *)     •    •    •    •    (1). 
Laat    verder    de    loodiijnen    op    o>,   b   en  o  respectievelijk 

door  at y  V  en  o'  worden  aangeduid,  dan  heeft  men  ook 

I  =  laa' ,  I  =  $6b'     en     I  =  $00'     .    .    (2)  , 

waaruit  voor  de  loodiijnen  deze  waarden  volgen: 

f  _21     v  _21  <         2I 

a   =  — ,  o  =  -7-     en    o   =  — ; 

0  o  c 

de  som   van   derzelver  vierkanten  door  Sa  voorstellende ,  is 
al  zoo 

s*  =  41*ü  +  F  +  i) w 

of,  voor  I  de  waarde  (I)  substituerende, 

ft-  =  *.(.-«)  (B-i)  (—c)  (1  +  1  +  1)    .    (4), 

waardoor y    omdat    $  —   J(a  -+-  &  +  c)  is,  aan  het  voor- 
stel is  beantwoord. 

Aanmerkingen  uit  de  overige  oploêêingen.  Als  men  in 
(1)  s  =  §(«  -f-  6  -f-  c)  substitueert ,  komt  er 

I  =  J|/(2*a*a+2tfaca+2*aca— «4— *4— c4)    .    .    (5); 
dezen  vorm  voor  I  in  (3)  overbrengende,  vindt  men 
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4«a*aCa.  V 

Neemt  men  de  som  van  de  vierkanten  der  vergelijkingen 
(2) ,  dan  zal  men  vinden 

(öa')a  +  [wy  +  (ec'y  =  12  I- 
of,  voor  1  de  waarde  (5)  substituerende, 

(aa'y+(M'y+(cc')'— 3(aaja+«a  <,*+$*<:-)—  |(«4-H4-H>4)..(10). 

CXLVJIJ.     V  o  o  r  s  T  E  I.. 
Door  J.  A.  Krajenbrink* 

Wanneer  men  de  overeenkomstige  termen ,  van  twee  re* 
kenkunstige  reeksen  van  willekeurige  orden,  met  elkander 
vermenigvuldigt ,  welke  eoort  van  reeke  zullen  dan  do  ko* 
mende  producten  uitmaken? 

Opgelost    door  J.    A.    Krajenbrink,  J.   A.  Hansen,  D. 
W.   üinse,    J.  C.  Olivifr,  L.  J.  Ulman  0»  F.  C.  Badijs. 
Oplossing  van  J.  A.  Krajenbrikk. 

De  algemeene  of  xd#  term  eener  rekenkunstige  reeks  van 
de  p*9  orde,  kan  worden  voorgesteld  door  de  formule 

T  =  «  +  pj?  +  yjra  +  *n* +  «je?     .     •     (1) , 

waarin  * ,  0 ,  y ,  .  •  .  «  coëfficiënten  zijn ,  die  van  den  eer- 
sten term  der  reeks  en  van  de  eerste  termen  van  de  reijen 
der  eerste,  tweede,  derde  verschillen,  enz.  afhangen. 

De  algemeene  of  ***  term  eener  reeks  van  de  q**  orde, 
kan  even  zoo  worden  voorgesteld  door 

T'  =  *   +  fix  +  y'x*  -+-  enz +  dxi  .    .    (2). 

Vermenigvuldigt  men  deze  beide  algemeene  termen  met 
elkander,  dan  heeft  het  product  den  vorm 

TT'  =  a'  +  px  +  y'x2  -f-  enz +  uxP+t  .    .    (3). 

Geeft  men  nu  in  (1) ,  (2)  en  (3)  aan  x  eene  zelfde  waar- 
de ,  dan  geeft  (1)  eenen  term  van  de  reeks  der  />*•  orde , 
(2)  den  overeenkomstigen  term  van  de  reeks  der  qi9  orde, 
en  (3)  het  product  dezer  overeenkomstige  termen. 

Daar  na  (3)  den  vorm  heeft  van  den  algemeenen  of  **•■ 
term  eener  rekenkunstige  reeks  van  de  (p  +  yjd«  orde, 
zullen  de  bedoelde  producten  zulk  eene  reeks  uitmaken;  en 
wij  besluiten  dus:  dat,  wanneer  men  de  overeenkomstige 
termen  van  twee  rekenkunstige  reeksen  van  willekeurige 
orden,  met  elkander  vermenigvuldigt,  de  komende  producten 
eene  nieuwe  rekenkunstige  reeks  zullen  uitmaken,  van  zooda- 
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nige  orde,  als  aangewezen  wordt  door  de  som  der  getallen, 
die  de  orden  voor  de  beide  oorspronkelijke  reeksen  aanwijzen» 

CXLIX.      VoOESTEL. 

Door  B.  Lübbebs.  / 

Een  zeker  vierkant  getal  van  vier  cijfers  heeft  de  vol" 
gende  eigenschappen :  het  cijfer  der  duizendtallen  ie  een 
vtjfhoekig  getal ;  de  oom  van  de  cijfers  der  duizend-  en 
honderdtallen  is  mede  een  vtjfhoekig  getal ,  waarvan  de 
wortel  3  meer  is  dan  de  wortel  van  het  eerstgenoemde; 
het  cijfer  der  eenheden  is  het  vierkant  van  dat  der  dui- 
zendtallen;  de  som  der  cijfers  is  een  vierkant,  waarvan 
de  wortel  het  cijfer  der  honderdtallen  is ;  en  de  cijfers 
der  duizendtallen,  honderdtallen  en  eenheden  maken  eene 
rekenkunstige  reeks  uit*    Welk  is  dit  getal  f 

Opgelost  door  £*  Lübbebs,  J.  Teixeiba  de  Mattos,  Jb., 
M.  G.  Snoer,  J.  A.  Hansen,  D.  W.  Hlnsb  ,  I.  Hbfmskebk, 
Abz.,  G.  Kost  eb  9  F«    C.  Radijs  en  J.  S.  Speijeb. 

1.    Oplossing  van  B.  Lübbebs. 

Laat  de  cijfers  der  duizendtallen,  honderdtallen,  tiental- 
len en  eenheden  respectievelijk  door  de  letters  d,  h,  t  en  e 
voorgesteld  worden ,  en  noemen  wij  x  den  wortel  van  het 
eerstgemelde  vijf  hoekige  getal ,  dan  geeft  het  voorstel  aan- 
leiding tot  de  volgende  vergelijkingen  : 

«  —  — 2 — *  '» 

d  +  h  =  ^+»y *+») .  .  .  Wf 

•  =  d* (3), 

d+h  +  t+ez=zh*    -    •    •    .    (4), 

d  +  e  =  2A (5). 

Uil    (1)  en  (2)  vindt  men  door  aftrekking,  en  na  behoor- 
lijke herleiding  A  =  9*  +  12    .    .    .    .    (6); 
uit  (3)  volgt  door  substitutie  van  (I) 

e=  -—El-      .    .    (7); 

en   brengt  men  na  de  waarden  (1) ,  (6)  en  (7)  in  (5)  over, 
dan  verkrijgt  men  de  vergelijking 

— _  +  _IL_  —  l8x  +  24, 
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welke,  tot  den  gewonen  vorm  der  hoogere  magU vergelijkin- 
gen herleid  wordende ,  verandert  in 

9*4  —  6*8  +  7xa  —  74*  —  96  =  0, 
en  waaruit,  als  eenigen  bruikbaren  wortel,  gevonden  wordt 

*  =  —  1. 
Derhal  re  is :  volgens  (IJ  ,  d  =  2;  volgens  (3) ,  e  =,  d2  =  4 ; 
volgens  (5),  h  =  J(d  +  e)  =  3;  volgens  (4),  t  =  A»  — 
( J  .)-  A  +  «)  =  0 ,  en    diensvolgens   heeft    men  voor  het 
verlangde  getal  2304* 

Aanmjhtcino  van  J.  Tkixiira  de  Mattos,  Ju.  Dat  het 
verlangde  getal  een  vierkant  moet  wezen ,  behoefde  niet  ge- 
geven te  zijn ,  omdat  de  overige  voorwaarden  het  getal  vol- 
komen bepalen ,  en  wel  zóó ,  dat  het  daardoor  van  zelve 
een  vierkant  wordt. 

Aanmebkiko  van  M.  G.  Snozr.  Uit  de  vergelijking  (6) 
is  terstond  blijkbaar ,  dat  x  zr  — -  1  moet  zijn ,  omdat  het 
cijfer  der  honderdtallen  niet  grooter  dan  9  en  ook  niet  ne- 
gatief mag  wezen;  hierdoor  kan  dan  het  voorstel  verder 
geheel  opgelost  worden. 

II.  Oplossiko  van  D.  W.  Hinse. 
Omdat  het  cijfer  der  eenhedm  het  vierkant  van  dat  der 
duizendtallen  is  ,  zoo  moet  dit  laatste  1  ,  2  of  3  zijn.  Daar 
3  na  geen  vijf  hoekig  getal  is,  zoo  kan  hel  cijfer  der  dui- 
zendtallen slechts  1  of  2  zijn.  Stelt  men  dat  hetzelve  1 
is,  dan  is  ook  het  cijfer  der  eenheden  1  en,  volgens  de 
laatste  bepaling ,  zon  dan  ook  het  cijfer  der  honderdtallen  1 
zijn,  hetgeen  tegen  de  voorlaatste  bepaling  strijdt.  Het  cij- 
fer der  duizendtallen  is  dus  2,  dat  der  eenheden  4  en, 
volgens  de  laatste  bepaling ,  dat  der  honderdtallen  3.  Vol* 
gens  de  voorlaatste  bepaling  is  dan  het  cijfer  der  tientallen 
0,  en  dus  bekomt  men  voor  het  begeerde  getal  2304. 

Dit  getal  voldoet  aan  al  de  opgegevene  bepalingen ,  hoe- 
zeer sommige  van  die  bepalingen  tot  de  oplossing  niet  ge- 
bruikt zijn  en  dos  als  overtollig  gegeven  kunnen  beschouwd 
worden.  * 

CL.    Voorstel. 
Door  B.  Lubbsrs. 
Van    oen   ander  getal  van  vier   eitfere  ie    bekend:  dat 
1°  het  cijfer  der  duizendtallen,  2°  het  cijfer  der  eenheden, 
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3°  Óe  som  van  de  cijfert  der  duizend-  en  honderdtallen  en 
4°  de  som  der  vier  cijfers ,  vier  op  elkander  volgende  ter- 
men zijn ,  uit  de  rij  van  de  vierkanten  der  natuurlijke  ge- 
tallen.   Welk  getal  is  dit  ? 

Opgelost  door  fi.  Lubbers  ,  J.  A.  Hansen,  D.  W.  Hinse, 
G.  Koster,  F.  C.  Radijs,  M.  G.  Snoer.,  J«  S.  Speijer,  J. 
Trixeira   de    Mattos,    Jr.  ,  A*  Volkebse,  ].  Ueemskbrb:, 

AbZ.,   J.  C.   OLIVIER   011   J.  Sjoems. 

Oplossing  van  B.  Lubbïrs. 

Laat  de  cijfers  van  bet  getal ,  even  als  in  het  voorgaande 
voorstel,  door  de  let  Iers  d,  h,  /en  e  worden  voorgesteld, 
en  laat  x2  ,  (j  +  1)*,  (x  +  2)2  ,  (x  +  3)2  de  op  elkan- 
der volgende  vierkanten  zijn ,  waar  vin  in  de  opgaaf  gespro- 
ken wordt ,  dan  hebben  wij  volgens  bet  voorstel 
d=x2,  e=(x+l)2,  d+h=(x+2)2  en  d+h+t+e=(x+S)*', 
trekt  men  de  eerste  vergelijking  van  de  derde,  alsmede  de 
som  van  de  tweede  en  derde  vergelijking  van  de  laatste  af, 
zoo  vindt  men  h  en  t  in  x  uitgedrukt,  zoodat  men  dan 
heeft 
d=x2,h  =  kx  +  k,  *  =r  4  —  x*  en  e  =:  (x  +  l)2. 

Daar  het  cijfer  der  duizendtallen  geene  nul  mag  zijn,  om- 
dat men,  zoo  het  eene  nul  was,  geen  getal  van  vier  cijfers 
zou  verkrijgen ,  moet  men  hebben  : 

d  >  0,    *a  >  0    of   x  >  0; 
omdat   het   cijfer    der    honderdtallen    op  zijn   hoogst   9  kan 
zijn ,  moet  men  ook  hebben : 

h  <  10,    4*  +  4  <  J0    of    x  <  J. 

Hieruit  blijkt ,  dat  alleen  jr  =  1  kan  wezen ;  waaruit  dan 
volgt  <f  ==  1 ,  A  =  8 ,  f=  3  en  0  =  4,  zoodat  het  be- 
geerde getal  1834  is. 

CLI.     Voorstel, 

Door  E.  Lubbers. 

Men    begeert    vijf  geheele  getallen  te  vinden,  die  de  val- 

gendi   eigenschappen    hebben:  het  1*",  2de  en  bdt  zijn  har- 

.monisch;    het    1*",   4*  en  bdt  zijn  eontraharmonisch ;  het 

2*  f  3*  en  bd'  zijn  harmonisch  ;  en  het  2d' ,  4*  en  5*  zijn 

eontraharmonisch*    Welke  getallen  kunnen  dit  zijn  t 

Opgelost  door  J.  A.  Hansen  ,  M.  G.  Snoer,  D.  W.  Hin- 
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ss ,   B.   Ltjbbers  ,   J.    S.  Spejjeb.  ,  J.  Teixbira  db  Mattos  , 
Jk.  tn  F.  C.  Radijs. 

Oflossino  van  J.  A.  H  aksen. 
Dé  getallen    door    x ,   y ,   * ,  v  en  w  voorstellende ,  heeft 
men ,  volgens  de  opgaaf,  deze  vier  gewone  evenredigheden : 

X  —  y  :  y  —  w  =:  x  :  »     •     •    •     •     (1), 
x  —  v  :  v  —  w  =  f»  :  *     •    •    •    •     (2), 
y  —  *:*—  w  =  y  :  w    •    .    .    .    (3), 
y  —  v  :  v  —  w  ^  f9  :  y     •     .    •     •     (4); 
daar   na   deze  vier   evenredigheden    de    te    vervallen  voor* 
waarden    bevatten ,   waaraan    vijf  onbekenden  voldoen  moe- 
ten,   is   het    voorstel    onbepaald.      Lost    men    uit    de  eerste 
dezer   evenredigheden    y ,    uit   de  tweede  v ,  ait  de  derde  % 
en  uit  de  vierde  v  op ,  dan  vindt  men  : 

2*1* 

y  =  ^-  •  • w> 

x2-\-w* 

•  =  i^r ®> 

2yw 

*  =  -^— (71, 

y+»  v  " 

t>  =  ^t-    .    .  ■ (8)5 

y+w 

door  (5)  bij  (6)  ,   alsmede  (7)  bij  (8)    op  te  tellen ,  verkrijgt 
men 

y+t»  =  x+w (9), 

z+v  =  y+»  • (10); 

en  het  verschil  van  (9)  en  (10)  geeft 

y— *  =  *— y (H)> 

zondert   men   w  ait    de    vergelijkingen   (5)   en    (7)   af,  zoo 
vindt  men 

«  =  jr^L     en     «  =  ^-     .    .     .    (12), 
2x— y  2y— *  v    " 

waaruit  dan  verder  volgt 

x       g 

2jt— y         2y— a  ' 

2j— y  2y-s 

2*— y  _  j  _2y— *  —  2 
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x—  y  2(y— *) 


#  2         9 


of,  daarvolgens  (11)  x  —  y  zzz  y  —  s  is, 

J-  —  A 

x  s 

en  *  =  2x (13). 

Vervolgens  heeft  uien:  uit  (11)  en  door  substitutie  van  (13) 

y  =  \(x  +  z)  =  ix (14); 

uit  (12),  door  substitutie  van  (13)  en  (14), 

w  =  3x (15)  f 

uit  (9) ,  door  substitutie  van  (14)  en  (15) , 

t>  =  x  +  w  —  y=|jr 06)f 

zoodat   nu   al    de   overige  onbekenden  in  x  zijn  uitgedrukt  r 
en  de  verlangde  getallen  begrepen  zijn  in  de  vormen 

*  ,  f*  ,  2* ,  |j»  en  3x. 
Neemt  men  dus  voor  *  een  willekeurig  even  getal,  dan 
zullen  deze  vormen  geheele  getallen  opleveren,  die  aan  het 
voorstel  beantwoorden.  Voor  x  =:  2,  vindt  men  de  ge- 
tallen 2,3,  4,  5,  6,  hetwelk  de  kleinste  getallen  zijn,  die 
aan  de  vraag  voldoen. 

CLJ1.  Voorstel. 
Door  S.  Dik,  Corbsz. 
Van  xtkere  harmonie  che  evenredigheid  ie  de  eerete  term 
eene  derdemagt ,  de  tweede  term  eene  tweedemagt  en  de 
derde  term  het  dubbel  van  den  eer  eten ;  terwijl  tevene 
de  vierkantewor4el  uit  den  tweeden  term  het  dubbel  ie  van 
den  derdemagte wortel  uit  den  eereten*  Welk  ie  deze  har- 
monieche  evenredigheid  f 

Opgelost  door  S.  Dik  ,  Cornsz.  ,  J.  A.  Baksen  ,  I.  Heems- 
kerk ,  Abz.  ,  D.  W.  Hinse  ,  G.  Koster,  F.  C.  Radijs,  J. 
S/oem8,  M.  G.  Snoer,  J.  S.  Speijsr  en  J.  Teixeira  de 
Mattos,  Jr. 

Oplossing-  van  S.  Dik,  Corksz* 
Laat   x   de   derdemaglswortel    uit    den  eersten  term  zijn, 
dan   is  %x   de   vierkantswortel  uit  den  tweeden;  de  termen 
zelve  zijn  dan ,  daar  de  derde  het  dobbel  van  den  eersten  is, 

x8,  kx*    en    2j?s. 
Volgens   de   eigenschappen    der   harmonische  evenredighe- 
den is  nu 
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**  :  2xs  =  xs  —  4xa  :  kx*  —  2x3 
-oT  1:2      =  *    —  4       :4      — 2jp; 

uit  deze  evenredigheid  volgt  de  vergelijking 

2x  —  8  =  4  —  2x, 
waaruit  men  vindt  x  =  3. 

«De  harmonische  evenredigheid  bestaat  das  ait  de  termen 

27,  36    en    54. 

CLI1L      V  O  O  B  8  T  X  i*. 

Door  S.  Dot,  Cornsz. 
Fait  welken  Boog  maken  de  Coêinue ,  Tangene  en  Seeane 
een*  meetkunëtige  reeks  uit  ? 

Opgelost  door  D.  W.  Hinsb,  S.  Dik,  Cornsz.,  J.  A. 
Haiisen,  J.  C.  Ojlivier,  F.  C.  Radijs,  J.  Sjoknis,  M.  G. 
Snoer,  J.  S.  Speijer,  J.  Teixeira  dx  Mattos,  Jr.  en  G. 
Koster. 

Oplossing  van  D.  W.  Hinse. 
S! el  den  gevraagden  boog  door  <f>  voor,  dan  is 
Co$4  :  Tang.Q  =  Tang.(p  :  Sec4 
en  dos ,  daar  CosjQ.  SecQ  =  1  ia , 

Tang.*Q  =  1 
of  Tang4  =  ±  1 

zoodat  men  heeft  <p  =s  itsr  ±  45°, 

waarin  n  een  willekeurig  geheel  getal  verbeeldt. 

Aanmerking.  De  bovengevondene  waarde  van  0,  zal 
al  lijd  verkregen  worden ,  indien  men  Tang4  of  Cot.<p  mid- 
clenevenredig  aanneemt,  tasschen  twee  Gonio metrische  lij- 
nen ,  waarvan  de  regthoek  gelijk  is  aan  het  vierkant  op  den 
straal.  Daar  dit  nu  ook  plaats  heeft  niet  den  Sinus  en  Co- 
secans  van  eenen  zelfden  boog  zoo  zullen  ook  de  Sinus , 
Tangens  en  Cosecans  van  den  gevonden'  boog  eene  meet- 
knnstige  reeks  uitmaken.  Om  dezelfde  reden  zal  de  Tan- 
gens van  dien  boog  middenevenredig  zijn ,  lusschen  zich 
zelven  en  den  Cotangens ,  en  dus  gelijk  wezen  aan  den  Co- 
tangens; iels  hetwelk  ten  opzigte  van  n*  ±  45°  eene  be« 
kende  waarheid  is.  Men  zal  dus  nit  de  gedurige  evenre- 
digheden : 

Co&4  :  Tang4  =  Tang4  :  SecQ , 
Sin.(p  :  TangQ  =  Tang4  :  Coeecjfy , 
Co§4  :  Cot4     =  Cot4     :  S*c4, 
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en  Sin^>  :  Cot.Q  zs  Cot^>  :  CosecJ), 

altijd  vinden        ^  =  «t  ±  45d. 

CLIV.      VOOESTEL. 

Door  S.  Dik,  Corssz. 

Van  welken  boog  maken  de  Coêinuê ,  Tangene  en  Secans 
eene  rekenkunstige  reeke  uit  f 

Opgelost  door  D.  W.  Hinse,  J.  C.  Olivier  ,  J.  S. 
Spiijkr,  J.  A.  Hansen,  J.  T*:ixeira  de  Mattps  ,  Jb.  ,  G. 
Kostfr  ,  J.  Sjoenis  ,  S.  Dik,  Cornsz.  ,  F.  C.  Radijs  en  M. 
G.  Snoer. 

Oplossing  van  D.  W.  Hinse. 

Stel  den  geviaagden  boog  door  0  voor,  dan  is 
Cos.0  :  TangXp    ~-  Tang.0  :  Sec.0  , 
en  dus  Coe  0  4-  Sec.<p  zzz  2Tang.$  , 

*     *  l  2Sin4 

Of  Co»4  +  ~ -~   =    ^ ~» 

waaruit  volgt     Cos.*Q  —  2Sin.$  +  1  r  0, 

Verder  gaat,  omdat  Cos.7$  rr  1  —  Sin.2Q  is,  deze  ver- 
gelijking over  in 

&"«.«$  +  2Sin.(p  —  2=0, 
en  hieroit  wordt  op  de  gewone  wijze  gevonden 

Sin.(p  =  —  1  ±  v/3. 
Dewijl  &'*.$  tnsscben  de  grenzen  —  1  en  -f.  1  moet  val- 
len,   kan   het   benedenste  teeken  niet  gebruikt  worden;  men 
heeft  das  alleen 

Sin4  =  —  1  +  i/2  =  0,7320508, 
waaruit,  met  behulp  der  tafels,  gevonden  wordt: 

<p  =    47° ,    3'  31' 


$  =    47°,     3'  3T1 
of0=l32o,56'29-/nagenOeg' 


Aanmerking.  Indien  men  eene  standvastige  grootheid 
door  de  termen  eener  rekenkundige  reeks  deelt,  zullen,  zoo 
als  bekend  is,  de  quotiënten  harmonisch  evenredig  zijn.  Hier- 
uit volgt,  dat  — — -,  7= en  — — -    of  wat  hetzelfde  is 

°  Coè.<P     Tang.<p         &ec.<p 

Sec.<P  t     Cot.Q   en    Cos  <p ,    voor    de   bovenstaande    waarden 
van  0,  eene  harmonische  evenredigheid  uitmaken. 
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CLV.    Voorstel. 
Door  S.  Dik,  Cornsz. 

« 

Van  welken  boog  maken  de  Sinus  venu*,  Coeinut  en 
Sinue  eene  rekenkunëtige  reeke  uit  ? 

Opgelost  door  J.  S.  Speijf.r,  J.  A.  Kansen,  S.  Cik  , 
Cobxsz. ,  D.  W.  Hinse,  J.  C.  Olivier,  J.  Teixeira  de 
Mattos,  Jr,,  G.  Koster  a»  M.  G.  Snoer. 

Oplossing  van  J.  8.  Speijer. 

Stel    wederom    den    begeerden  hoek  door  Q  voor  ,  dan  is 

Sin.  VerêQ  «+-  Siw.<J)  =  2Coe.Q 
en  das ,  omdat  Sin.  Verz.$  =  1  —  Coe.$  is  , 

1   -f-  Sin.0  ~  3Cos.(p 
of  wel  jSifl.0  ==  3Co8.$  —  1. 

De  leden  dezer  vergelijking  in  het  vierkant  brengende , 
komt  er 

Sin.2Q  =  9Co«.24>  —  6CW.0  -jr  1 ; 
schrijvende  nu  1    —  Cos.*Q  in  plaats  van  &i*.2$,  dan  komt 
er  na  herleiding 

10Cos.9$  —  6Cot.0  =  0 , 
of  CoÉ.<p(10Co8.<p  —  6)  =  0. 

Den  eersten  factor  gelijk  nul  stellende,  zoo  heeft  men 
Co8(p  z=  0  en  Sin.tp  r=  3Cos.(p  —  1  zz:  —  1;  bepaalt  men 
zich  tot  positieve  bogen  kleiner  dan  360,  dan  volgt  hieruit 
<p  =  270°, 

Den  tweeden  factor  gelijk  nal  stellende ,  zoo  vindt  men 
Cog^P  =  f  en  Sin.(p  zzz  3Co$.(p  —  1  =:  J;  bepaalt  men 
cich  dus  even  als  boven ,  dan  volgt  hieruit ,  met  behulp 
der  tafels, 

Q  =  53°  7'  48'. 
Aanmerking  van  J.  A.  Hansen.     De  laatsf gevondene  hoek 
is    de  grootsle    scherpe    hoek    van    ecnen    regihoekigen  drie- 
hoek,   welks   zijden    tot   elkander    staan    als    de  getallen  3, 
4  en  5. 

CLV1.     Voorstel. 

Door  S.  Dik,  Cornsz. 

Een  ligchaam  A  wordt  verticaal  opgeworpen,  met  eene 
enelheid  van  80  ellen  ;  een  ander  ligchaam  fi  wordt  7  «6- 
conden  later  in  dezelfde  rigting  opgeworpen ,  met  eene  snel- 
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heid  van  100  ellen.  Men  vraagt:  hoe  hoog  het  eerste  lig- 
chaatn  reedt  geklommen  zal  zijn ,  ah  het  tweede  begint  te 
klimmen ,  011  waar  deze  ligchamen  elkander  zullen  ontmoe- 
ten? Allee  in  de  onderstelling ,  dat  de  zwaartekracht 
standvastig  is,  en  dat  er  geene  tegenstandbieding  der  lucht 
plaats  heeft* 

Opgelost  door  D.  W.  Hinsb,  S.  Dik,  Cornsz»,  en 
en  F.  C.  Radijs. 

Oplossing  van  D.  W.  Hinsf. 

Wanneer  een  ligchaam  met  een  snelheid  C  verticaal 
wordt  opgeworpen ,  en  zich  dien  ten  gevolge ,  na  T  secon . 
den  ,  op  eene  hoogte  S  hoven  het  punt  van  opwerping  be- 
vindt ,  dan  is  (Zie  I.  R.  Schmidt  ,  Beginselen  der  Dyna- 
nica.  §.  37.) 

S  =  CT  —  gT*  , 
in   welke    formule  g  de  versnelling  der  zwaartekracht  voor- 
stelt;   kunnende    deze   versnelling   op  onze  breedte  gerekend 
worden  4,9  el  (e  zijn. 

Om  dus  bet  eerste  gedeelte  der  vraag  te  beantwoorden, 
hebben  wij  in  deze  formule  slecht*  C  =  80,  T  =:  7  en 
g  —  4,9  te  stellen;  hierdoor  wordt 

S  =  80  X  7  —  4,9  X  49  =  319,9 , 
zoodat    het   ligchaam   A  reeds  319,9  el  geklommen  is,  wan- 
neer het  ligchaam  B  wordt  opgeworpen. 

Stellen  wij ,  om  het  tweede  gedeelte  der  vraag  te  beant- 
woorden ,  dat  op  het  oogenblik  der  ontmoeting  A  x  secon-^ 
den  in  beweging  is  geweest ,  en  das  het  ligchaam  B  x  —  7 
seconden,  dan  worden,  volgens  de  aangehaalde  formule,  de 
hoogten ,  waarop  de  ligchamen  A  en  B  zich  bij  hunne  ont- 
moeting boven  het  punt  van  opwerping  bevinden,  respec- 
tievelijk uitgedrukt  door 
S  =  80x  —  4,9*2  en  S  =  100(*  — 7)  —  4,9(.r—7)a  enz. 

Daar  nu  deze  waarden  van  S  aan  elkander  gelijk  moeten 
zijn,  hebben  wij 

80*  —  4,9*a  =  100(*  —  7)  —  4,9(*  —  7)», 
dat  is,  na  herleiding, 

700  +  *,9  X  49  =  20*  +  4,9  X  14* 
of  9401  =  886*. 

waaruit  volgtx  =  10  |JJ  of  x  =  10,61  nagenoeg* 
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Substitueren  wij  verder  deze  waarde  van  x,  in  eene  der 
beide  bovenstaande  uitdrukkingen  voor  S,  dan  vinden  wij 
S  =  297  fSHJlS  of  S  =  297,2  nagenoeg. 

De  ontmoeting  der  ligcbamen  heeft  das  plaats,  ruim  297 
el  boven  bet  punt ,  waar  de  ligcbamen  sijn  opgeworpen , 
en  wel  10  fJJ  seconden,  nadat  bet  ligcbaam  A  is  begonnen 
te  klimmen. 

Aaxicerxing-  uit  de  oploeeing  van  S.  Dik,  Corns*.  De 
grootste  hoogte,  waartoe  bet  ligchaam  A  opklimt,  en  de 
tijd ,  dien  het  daartoe  besteedt ,  worden  gevonden  door  in 
de  for malen 

V*  r=  C*  —  4$S    en    V  =  C  —  2gT 
(zie   ter  aangehaalde  plaats)  V  =  0,  C  =  80  en  g  =  4,9 
te  stellen;  men  vindt  dan 

S  =  122  —  326,5    eii    T  =  ^  =  8,16  nagenoeg. 

De  ontmoeting  heeft  das  plaats ,  als  het  ligchaam  A  ,  eerst 
gedurende  8,16  seconden  ter  hoogte  van  326,5  el  geklom- 
men zijnde  t  daarna  gedurende  2,45  seconden  weder  eene 
ruimte  van  29,3  el  heeft  doorgevallen. 

CLVII.      VOORSTEL. 

Door  L.  VAN  db  Kasteele. 

Jekand  laat  eenen  eteen  in  tenen  put  vallen,  en  hoert 
den  'val  op  den  bodem,  a  eeconden,  nadat  hij  den  eteen 
heeft  toegelaten*  Indien  nu  de  verenelling  der  zwaarte* 
kracht  en  de  snelheid  dee  geluide  bekend  zijn,  hoe  diep 
ie  dan  die  put  f  Vezel/de  onderetellingen  aU  bij  het  vori* 
ge  vooretel  aannemende» 

Opgelost  door  G.  Koster,  J.  A.  Hansen,  D.  W.  Hin- 
ts ,  L.  van  de  Kasteele  ,  E.  Olivirr  ,  Dz. ,  F.  C-  Ba* 
pijs .  M.  G.  Shobr  ,  J.  S.  Spsijbr  «ii  J.  Teixsira  de  Mat- 

tos,  Ja. 

Oplossing  van  G.  Koster* 

Laat  gegeven  zijn,  dat  de  steen  vrij  vallende  in  de  eerste 
seconde  g  ellen  doorloopt  en  dat  het  geluid  in  elke  seconde 
o  ellen  aflegt.  Stel  voorts,  dat  de  steen  tot  deszelfe  val  be- 
steedt x  seconden,  dan  besteedt  het  geluid  a  —  *  secon- 
den ,  om  van  den  bodem  des  puts  naar  boven  te  komen* 

Na   doorloopt  de  steen  in  *  seconden  gx2  ellen  en  het 

I.  Deel.  t 
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geluid  in  m  —  *  seconden  o(a  —  s)  ellen ,  welke  doorge- 
loopene ruimten  ieder  op  zich  zelve  de  diepte  ven  den  put 
en  das  onderling  geBjfc  «jn. 

Alzoo  is  gx*  £=  c(a  —  *) 

of  **  -| *  =  — , 

g  * 

waaruit  op  de  gewone  wijze  gevonden  wordt 

*  v/0*  *«\       . 

of  *_ Tg . 

kunnende  hier  uit  den  aard  der  zaak  bet  teeken  — ,  vóór  de 
wortelgrootheid ,  niet  in  aanmerking  komen* 

Door  nu  de  gevondene  waarde  voor  x  in  het  vierkant 
te  brengen  en  daarna  met  g  te  vermenigvuldigen,  komt  er 
ten  Jaatste  voor  de  diepte  des  puts 

8**  =  ^{«  +  %<*g  —  i/(<?»  +  **$*)}. 

Aajnmbbxin»  f4iii  J.  Badon  Ghijsen.  Gebruikt  men  in 
bovenstaande  oplossing  het  teeken  — ,  dan  verkrijgt  men 

_        c+\/(e*+kag6) 

*-  ü 

en  gx*  =  ~{c  +  lag  +  j/(c*  +  4ay)|; 

daar  na  x  negatief  ïs,  beteeken t  zulks,  dat  het  Jigchaam, 
'"  «      —        seconden   vóór   bet   oogenblik,    waarop  het- 

Zgr  • 

zelve  boven  aan  den  put  in  rust  was ,  zich  op  den  bodem 
bevond  en  aldaar  een  geluid  voortbragt ,  hetwelk  «  secon- 
den na  het  genoemde  oogenbljk  gehoord  wordt.  De  uit- 
drukking —  |c  -f.  lag  +.  tf(c2  +  kagc)j geeft  das  de  diep* 

te  van  den  put  aan,  indien  de  vraag  volgender  wijze  was  op- 
gegeven :  Een  tteen  wordt  uit  den  bodem  van  een9  put  verti- 
caal opgeworpen ,  met  eene  enelkeid,  die  den*elven  juiet  tot 
boven  aan  den  put  doet  klimmen;  een  geluid,  bjj  het  op- 
werpen ontêtaan,  wordt  boven  aan  den  put  gehoord,  a 
eecotiden ,  nadat  de  tteen  reedt  de  opening  van  den  nut  6+- 
reiht  heeft  ;  men  vraagt  enz. 
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Brengt  men  den  opk  deze  nieuwe  Traag  in  vergelijking  en 
stelt  men  daartoe,  dat  de  steen  x  en  das  bet  geluid  a  +  x 
seconden  noodig  heeft,  om  van  den  bodem  tot  aan  de  ope- 
ning te  komen ,  dan  zal  de  diepte  van  den  pat  door  gx* 
en  door  e(a  -f-  x)  worden  uitgedrukt,  zoodat  men  dan  heeft 

gx*  =  c(a  +  x), 
waaruit  gevonden  wordt 

c  ±  \/(c*+iagc) 

Hier  kan  nn  nit  den  aard  der  zaak  bet  .teeken  —  weder 
niet  gebruikt  worden  ;  en  men  vindt  dan  ,  alleen 

*  +  \f(o2+*0g<>) 

X     «m»  _ 

2g 
.nemende  ,  voor  de  diepte  des  pats 

hetwelk  met  de  bovenstaande  verklaring  overeenstemt. 

CLVIII.      Voorstel. 

Door    L.  VAN  DB    KaSTEELE, 

■ 
r 

Van  tenen  gewonen  regten  cirkelvormigen  cilinder ,  waar- 
van de  ae  verticaal  etuat ,  ie  een  etnk  afgesneden ,  door 
oen ,  keilend  vlak ,  dat  door  kei  middelpunt  deè  grondvlake 
gaat.  Men1  vraagt  den  inhoud  van  dat  etuk  te  vinden, 
indien  deexeffe  grootete  hoogte,  èenevene  de  etraal  van 
dan  cilinder  gegeven  zijn? 

Opgelost  door  L.  van  de  Kasteel  s,  J.  A.  Hansbn, 
J»  S*  Speijer  en  F»  C.  Radijs. 

I.  Oplossing  van  L.  van  de  Kasteele. 
Laat  ABCD  (Fig.  53)  het  bedoelde  ligchaatn  zijn,  waarin 
ABC  het  halve  grondvlak  des  cilinders  en  CD  de  gegevene 
grootste  hoogte  is,  dan  is  gegeven  AM  =r  -BM  =  CM  =  r 
#n  CD  =  h.  Nemen  wij  na  op  den  straal  MC ,  die  regfc- 
hoekig  op  AB  staat,  MP  =r  x  en  brengen  wij  door  het 
pont  P  een  vlak  loodregt  op  MC,  dan  snijdt  dit  vlok  bet 
ligchaam  volgens  eenen  regthoek  EFGH,  Waarvan  EH  de 
bazis  en  PQ  de  hoogte  is. 

Uit  de  gelijkvormige  driehoeken  MPQ  en  MCD  volgt 

PQ  :  CD  =  MP  :  MC, 
T2 
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Terder  i«       EP  =s  |/(ME»  —  MP»)  =  y/[r*  —  x»), 

EH  =  2  EP  =  2i/(r»  —  x') 

en        JiJl.  ngfL  EFGH  =  PQ  X  EH  =  *—  |/(r*— **). 

Vermenigvuldigen  wij  na  den  inhoad  Tan  dezen  regthoek 
met  is  9  dan  verkrijgen  wij ,  voor  de  differentiaal  yan  den 
inhoad  des  ligchaams 

>l  =  ^i/(r»-*'); 

schrijven  wij  hiervoor 

*  I  =  —  —  (#••  —  *»)*  *.(r*  —  *»), 
dan  vinden  wg  voor  de  integraal  onmiddellijk 

i = c  -  f.  a  (r.  -  **)*. 

T 

Nemen  wg  deze  integraal  van  jr  =  0  tot  *  r=  r,  dan 
komt  er  ten  laatste 

Ink.  ligch.  ABCD  =  f  raA. 

Beschrijven   wg  om  het  ligchaam  een  regthoekig  parallelo- 

pipedum,  ABIK.  tot  grondvlak  en  CD  tot  hoogte  hebbende, 

dan  blijkt   dat   de   inhoud  van  het  bedoelde  ligchaam ,  juist 

het  derde  gedeelte  van  dat  omschrevene  parallelopipedum  is* 

II.    Oplomino  wan  J.  A.  Heksen* 

Laat  men  het  halve  grondvlak  ABC  (Fig.  54)  om  de  mid- 
dellijn AB  omwentelen  ;  dan  verkrijgt  men  eenen  bol.  Brengt 
men  vervolgens  vlakken  loodregt  op  AB ,  dan-  sngdt  het 
oppervlak  des  genoemden  bols,  van  die  vlakken  cirkels  af, 
die  tot  elkander  staan  als  de  vierkanten  van  de  ordinaten 
MC ,  me,  m'cr,  enz.  des  makenden  cirkels,  liet  oppervlak  des 
bedoelden  ligchaams  snijdt  van  diezelfde  vlakken  regthoekige 
driehoeken  MCD,  mcd,  m'c'd',  enz.  af,  die,  eenenon* 
tierüng  gelijken  scherpen  hoek  hebbende ,  gelijkvormig  zijn 
en  insgelijks  tot  elkander  staan,  als  de  vierkanten  van  de 
genoemde  ordinaten. 

Even  als  das  de  inhoud  van  den  bol  gelijk  is  aan  het 
product  van  de  grootste  loodregt  op  AB  staande  cirkelvor- 
mige doorsnede   met  }  van  de  lijn  AB ,  zal  ook  de  inhoud 
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van  het  bedoelde  ligchaam  gelijk  zijn  aan  de  grootste  lood* 
regt  op  AB  staande  driehoekige  doorsnede  met  f  van  AB 
vermenigvuldigd. 

Deze  grootste  driehoekige  doorsnede  is  de  driehoek  MCD , 
die  den  gegeven9  straal  r  en  de  gegevene  hoogte  h  tot  regt- 
hoekszijden  heeft;  derhalve  h 
Inh.  ligeh.  ABCD  =  Drieh.  MCD  X  |AB  =  §rA  X  |r  =  §rafc 

Daar  de  inhoud  van  het  ligchaam  ook  gelijk  moet  zijn  aan 
deszetts  ronde  oppervlak  vermenigvuldigd  met  een  derde  ge* 
deelte  van  den  straal ,  zoo  vinden  wij ,  dien  inhoud  door 
$r  deelende, 

Rond  oppérvl.  ligeh.  ABCD  =  §raA  :  \r  =?  2rh, 
waaruit  blijkt,  dat  dit  oppervlak  het  viervoud  van  de  groot- 
ste   der  genoemde   driehoekige  doorsneden  is ;  even  zoo  als 
bet  oppervlak   des  bols  het  viervoud  is  van  de  grootste  cir- 
kelvormige doorsnede. 

Aaxmsb*iko  van  J.  Badon  Ghïjben.  In  het  C  LX  Vil. 
Voorsml,  van  bet  V  Dbel  der  Vernam,  van  Wiek.  VooreU 
is ,  voor  den  inhoud  van  een  deel  een  cilinders ,  gevonden 
de  formule 

I=Jaa(*— iaTang.D)($—Sin4Coê4)+fia*Tang.DSi*.*Q. 

h 

Substitueren  wij  hierin:  a  —  2r ,  6  =r  h,  Tang.  D =2 — , 

0  SS  90°,  dus  Sin.Q  =  1  én  ,Co$.<p  =  0,  dan  gaat 
het  daar  berekende  cilinderstuk  in  het  hier  bedoelde  over, 
en  wij  verkrijgen  voor  den  inbond  dadelijk 

I  =  %r*h. 

CL IX.    Voorste  i,. 

Door  J.  Bassan. 

Mon   begeert  de  differentialen  der  Goniometrieehe  lynen, 

nonder  behulp  der   differentiaal-rekening,    uit  elementaire 

gronden  te  vinden  f 

Ofmlost  door  J»  Bassax,  F.  C.  Badijs,  S.  Spstjsr  en 
D.  W.  Hxitss. 

Oplossing  van  J.  Bassak. 
Zij  ABC   (Fig.   55}    een    cirkelkwadrant,   en  laat   daarin 
Boog   AP  es  <p  zijn ,  beschreven    wij  dan  in  de  figuur  op 
de  gewone-  wijze   de  Goniometrische  lijnen  van  dien  boog, 
zoo  wordt: 

T  3 
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PQ  =  CR  =  Si*<p,    PR  =  CQ  =  Co$4>, 
AS  =:  Tang.<p,  BT  =  Cot4, 

CS  =  Sec4 ,  CT  =  Co$ec4, 

AQ  =  Sin.  Vërê4,       BR  =  £*••  ^ers^. 
Zij  verder  PP'  =  #0,  en  beschrijven  wij  in  de  figuur  ook 

nog   de    Goniometrische    lijnen  van  Boog  AP'  =  $-}-#$, 

dan  wordt : 

FQ'  =  &».($  +  aty) ,  FR'  =  Co$.(<t>  +  fy)9 

ASr    =  Tang.(<p  +  *<p) ,  BT'  =  Cot.(<p  +  1<p) , 

CS'   =  See.(Q  +  ty) ,  CT'  =  Coêecfö  +  1$) , 

AQ'  =  &°«.  V*r9.(<P  +  *0),  BR'  =  CW  Fert.($  +  ty). 
Indien  wij  nu  de  Goniometrische  lijnen,  tot  den  boog  AP 
behoorende,  aftrekken  van  de  gelijknamige  lijnen,  die  tot 
den  boog  AP'  behooren,  zijn  de  overblijvende  verschillen, 
dé  differentialen  dier  Goniometrische  lijnen.  Beschrijven  vrij 
dus,  om  de  verschillen  der  secanten  en  cosecanten  in  de 
fignnr  aanschouwelijk  te  maken,  nit  C  met  CS  en  CT  als 
stralen  de  boogjes  SS'  en  TT',  en  nemen  wij  den  positie- 
ven of  negatieven  toestand  der  genoemde  verschillen  behoor- 
lijk in  acht ,  dan  is  : 

P'U   s-s  V.Sin.<p,  PU  =  —  *.Com4, 

SS'    =  X.Tang4,  TT'  =  —  X.Cot4 , 

S'S'  =  X.Sec4,  '  TT  =  —  Z.Co$ec4, 
QQ'  =  &&'*  Vér*4 ,  RR'  =s  —  t.Coi.  Vert4. 
Daar  de  boog  PP'  en  dus  ook  de  hoek  PCP'  oneindig 
klein  is,  kannen  wij  de  boogjes  PP',  SS'  en  TT'  als  regte 
lijntjes  beschouwen,  en  de  gelijkbeenige  driehoeken  CPP', 
CSS',  CTT'  aanmerken,  als  hoeken  aan  de  bases  te  heb- 
ben ,  die  ieder  in  het  bijzonder  regt  zijn.  Vooreerst  zijn 
dan  de  driehoeken  CPQ  en  FOP  gelijkvormig,  omdat  de 
zijden  van  den  eenen  loodrègt  op  die  van,  den  anderen 
staan;  hieruit  volgen  de  evenredigheden 

Fü  >  CQ  —  PP'  :  CP    en.  PU  :  PQ  —  PF  :  OP, 
dat  is ,  zoo  wij  den  straal  CP  =  1  stellen , 

$.Sin4 '  Co$4  =  2ty :  1  en  —  Ü.Co$4 :  S%n4  =  $Q :  1; 
hieruit  wordt  onmiddellijk  gevonden 

<S.Si*4  =  Co$4  IfQ    ...<..    ( l)  9 

en    .  <S*Co*4  =  -*  S**4  $4>    *    •    •    •    •    (2); 

voorts  is  klaarblijkelijk 
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QQ'  =  pU  en       RR'  =  P'U, 

dat  is      *.Sn.r«r*.0=  —  *.Co*4>  en  —  *.Coê.V*r94=X.Sin4-t 
hierin  voor   *.£<».<f>  en  *.&«<$  de  waarden  (2)  en  (l)  »*b- 
stitaerende ,  komt  er 

en  #.£<*.  F#rs.$  =5  —  tt>*$  #$•••••    (*)• 

Vervolgen*  zijn  ook  de  driehoeken  CAS  en  SS'S'  gehjk- 
vormig,  omdat  zij  in  A  en  S<  regthoekig  zijn  e»,  wegens 
het  régt  zijn  van  den  hoek  CSS',  S' SS'  het  complement  van 
CS A'  is ;  liieruit  volgen  nu  de  evenredigheden 

SS'  :  CS  ==  SS'  ;  CA  en  S'S'  :  AS  =:  SS'  :  CA  , 
dat  is  *.Tang4:Sec4=$S't  1  en  lf.S$e><p:Tang4 = SS':l* 
vooi*  den  boog  SS'  die  hierin  voorkomt,  wordt  uit  de  ge- 
liikvormicbeid  der  cirke]sectoren  CPF  en  CSS'  gevonden 

CSxPP' 
SS'  :  PP'  =  CS  :  CP    en     SS'  =  -    cp       =  &c4  *$> 

daardoor  gaan  deze  evenredigheden  over  in 
*.Tong4:S$c.<p=Sec4ti<t>>.l  en  t.S*c4:Tang4=Sec4lt<pA  , 
waaruit  na  weder  terstond  gevonden  wordt 

I.Tang.Q  •=.  Sec.*<p  1<p  =<^0  ....    W, 

«n  IJSêöj  =  Tang4  Sëej  1$  s=  Cot^  '  •  •  W' 
Ook  «ja  nog.  de  driehoeken  CBT  ea  TT'T'  gelijkvormig, 
omdat  zij  ia  B  en  T'  regthoekig.  zgn  en ,  wegen,  het  regt 
,ujn  ,van  den  boek  CTT',  T'TT'  het  complement  van  CTB 
Ui  hierait  hebben  wij  de  evenredigheden 
TT  :  CT  =  TT' :  CB    en    TT"  :  BT  =  TT'  :  CB, 

dat  is :  a__.it»  1 

-J.Cot4:Co9tc.Q=£lTil  en  -JCos9c4.Crt4=zl  r  tl j 

voorts  is ,  genjkerwqze  als  boven ,  ^        " 

CTxPP 
TT'  :  PP'  =  CT  '  CP  en  TT»  =  ~-  ^—  =  Coêêo&Q, 

daardoor  veranderen  de  laatste  evenredigheden  in 
waaruit  weder  dadelijk  volgt 

T4 
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en  X.Coteccp  =  —  Cot.<pCo$ec4&<p  r= *  vj       .    (8). 

Laat  eindelijk  (Fig.  56)  de  koorden  AP  en  AF  getrokken 
worden  en  beschrijven  wij  uit  A ,  met  AP  als  straal ,  een 
cirkelboogje  PV,  dan  kan  PVP'  als  een  regthoekig  driehoek* 
je  beschouwd  worden ,  regthoekig  in  V ,  en  waarvan  de 
hoek  VFP,  als  met  deszelfs  hoekpunt  aan  den  omtrek  de* 
cirkels  op  den  boog  AP  staande,  door  de  helft  van  den 
boog  AP  gemeten  wordt.  Deelen  wij  na  den  boog  AP  in 
M  midden  door,  trekken  wij  CM  en  laten  wij  uit  M  de 
loodlijn  MN  op  CA  vallen ,  dan  is  ook  MNC  een  regthoeldge 
driehoek ,  waarvan  de  scherpe  hoek  MCN  door  de  helft  van 
den  boog  AP  gemeten  wordt.  De  driehoeken  MNC  en 
PVP'  zijn  dos  gelijkvormig,  alzoo  is 

FV  :  CN  =  PPr  :  MC; 
maar  nu  is  FV  =  #. Koorde  0  en  CN  =  Co*.\<P,  dus  heb- 
ben wij 

tJLoorde  0  :  Coê.%0  ss  #<p  :  1 , 
waaruit  ten  laatste  volgt 

$. Koor  de  0  r=  Co9.\Q8(p     .    .    (9)* 

CLX.     Voorstel. 

Door  J.  Badon  Ghijben. 
Wanneer  men  alle  mogelijke  regt hoekige  driehoeken, 
waarvan  de  echuineche  zijden  even  groot  zijn ,  met  de  regl- 
hoekêzijden  op  elkander  legt,  welke  i$  dan  dê  kromms 
lijn,  die  door  de  echuineche  zijden  van  al  deze  driehoeken 
wordt  aangeraakt  t  v.-^ 

Opgelost   door  J.  Badon  Ghijben. 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghijben. 
Laat  SR  en  ST  (Fig.  57)  de  onderling  regthoeldge  lijnen 
zijn,  waarop  de  regthoekszijden  van  al  de  bedoelde  driehoe* 
ken  geplaatst  worden ;  indien  dan  ASB  en  A'S'B'  twee  van 
die  driehoeken  voorstellen ,  znllen  de  lijnen  AB  en  A'Bf 
even  groot  en  raaklijnen  aan  de  begeerde  kromme  moeten 
zijn.  Door  nu  op  dezelfde  wijze  te  redeneren,  als  in  de 
oplossing  van  het  CXXXIX.  Voorstel  ,  wordt  het  daide- 
lijk, -dat,  als  men  AA'  oneindig  klein  stelt  en  voor  de  dif- 
ferentiaal van  SA   aanneemt,  het  snijpunt  P  der  achtervol- 


VOORSTELLEN.    N°.16a  289 

gende    raaklijnen   Afi   en  A'B'    een  pant    der   kromme  zal 
wezen. 

Nemen  wij  SB  en  ST  als  onderling  regthoekige  coördina- 
ten-aaien aan ,  en  stellen  wij  das ,  na  PM  loodregt  op  SR 
getrokken  te  nebben ,  SM  =  x  en  PM  =  y ;  zij  voorts 
AB  =s  a  en  SA  =  «,  das  AM  =  *  —  x  en  BS  = 
j/(aft— »*)  ,  dan  gaat  de  evenredigheid 

AM  :  AS  =  PM  :  BS  , 
uit  de   gelijkvormigheid  der  driehoeken  AMP  en  ASB  afge- 
leid, over  in 

s  —  x  :  s  =  y  :  t/(aa— s») , 
en  wij  hebben  alzoo  de  vergelijking 

sy  -s  (s-x)  |/(aa-*a), 
of 

(£^+*a=«a «• 

Gaat  nn  SA  in  SA',  dat  is  s  in  s  +  ïs  over,  dan  big* 
Ten  *  en  y  zoowel  als  a  onveranderd  en  wij  mogen  dos 
de  vergelijking  (1)  differentiëren ,  alsof  %  de  eenige  daarin 
voorkomende  veranderlijke  grootheid  is;  deze  differentiatie 
verrigtende,  verkregen  wij 

2(«— x)ayag**— 2yaga(«--x)y* 


/        i4    1-  2**s  =  0, 


en  na  herleiding        (* — x)ya  —  ya*  +  (*— xjs  =r  0 

of  (*—*)*  =  **a (2). 

Om  nn  de  vergelijking  der  gevraagde  kromme  lijn  te  be- 
komen, hebben  wij  slechts  s  tnsschen  (1)  en  (2)  te  elimi- 
neren. Gemakshalve  schrijven  wij  daartoe  die  vergelijkin- 
gen eerst  onder  de  gedaanten 

,9/^L.+,\  =  aa    en    _£--:•=• 
verbinden  dezelve  daarna  tot  de  nieuwe  vergelijking 

*(=  +  l)  =  a', 

vereenvoudigen  deze  laatste  tot 


*    ' 


*s 


t3 


trekken  hieruit 

T5 
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en  brengen  deze  waarde  voor  *  ïn  (2)  over;  dan  verkrijgen 
wij  de  vergelijking 

(Va*x—x)*  SS  xy*  > 
die  door  achtervolgende  herleiding  overgaat  in 

^«ft4P— x  =s  Vxy* , 
Vo*—$Sx*  ss  ^ya 

of  Vx*+Vy*  =  >"«*     •    •    •    •    •    (8)- 

Deze  laatste  vergelijking  is  na  die  van  de  begeerde  krom- 
me ;  blijkens  dezelve  heeft  de  positieve  of  negatieve  toestand 
van  eene  der  coördinaten  x  of  y  geen  invloed  op  de  waar» 
den,  die  de  andere  coördinaat  verkrijgt;  bijgevolg  verdeelen 
de  assen  deze  kromme  lijn  in  vier  gelijke  en  gelijkvormige 
deelen.  De  kromme  lijn  wordt  volgens  de  opgave  getee- 
kend,  door  in  den  regten  hoek  TSR  (Fig.  58)  een  genoeg- 
zaam aantal  lijnen  AB  te  construeren .  die  alle  eene  zelfde 
lengte  hebben ,  en  daarna  uit  de  hand  eene  rakende  krom- 
me aan  al '  die  lijnen  te  trekken.  Construeert  men  deze  lij- 
taen  op'  diezelfde  wijze  in  elk  der  vier  regte  hoeken ,  door 
de  snijding  der  Kjnen  SR  en  ST  gevormd,  dan  zal  men  al 
'de  vier  genoemde  deelen  der  kromme  verkrijgen* 

Beschrijven  wij  met  eenen  straal  SC  s=  a  (Fig.  59)  eenen 
cirkel,  die  in-  C  inwendig  geraakt  wordt  door  eenen  ande- 
ren cirkel ,  OC  =  \a  tot  straal  hebbende;  indien  dan  de 
kleine  cirkel  over  den  omtrek-  des  grooten  cirkels  rolt,  is 
'de  kromme  lijn ,  die  het  punt  C  van  den  kleinen  cirkel  be- 
schrijft, eene  hypocyeloide ,  waarvan  wij  thans  de  vergelij- 
king z allen  opmaken. 

Laat  de  kleine  cirkel  over  den  boog  CND  van  deit  groo- 
ten cirkel  gerold  hebben  en  dien  ten  gevolge  de  straal  OC 
in  den  stand  O'C'  gekomen  zijn-,  dan  is  C'  een  pont  der 
hypocyeloide  en  de  achtervolgende  punten  van  den  boog 
C'ÏTD  des  kleinen  cirkels  hebben  dan  de  achtervolgende 
punten  van  den  boog  CND  des  grooten  cirkels  geraakt*  De 
boogen  CND  en  C'tCD  zijn  dus  even  lang,  maar  de  straal 
O'C'  s=  O'D  is  gelijk  aan  het  vierde  gedeelte  van  den  straal 
SC  ss  SD  genomen,  derhalve  is  omgekeerd  hoek  C'O'D 
(uitwendig  gemeten)  ss  4.  hoek  CSD. 

Stellen  wij  nu  SC'  ss  x,  Am* CSC'  =  0,  hoek  CSD—*, 
dan   is:    hoek  C'O'D   (inwendig  gemeten)    ss  360°  —  4*, 
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hoek  (VSC  =r  <p  —  +,  *m*  O'C'S  =  hoek  C'O'D  — 
hoek  O' SC'  =  360°  —  (3+  +  <p)i  voorts  is  SDrr:  SC  =  «, 
O'D  ss:  O'C'  =  |«  en  O'S  ^  |* ;  de  aaneengeschakelde 
•evenredigheid 

SC' :  O'C' :  O'S  =  &'*  SO'C' :  Sin.  OSC' :  Sn.  O'C'S 
uit  den  driehoek  SO'C'  getrokken ,  gaat  dan  over  in 

s :  \a  :  \a  '=  St».4* :  «•*.(*,—,$)  :  Si n.(3^  +  $}. 

-  Dit  dezelve  kannen  wij  onmiddellijk  afleiden 

f  &*.(3*  +  <p)  =  3£in.(*  —  <J>)    •    .    .    (4) 

en      z  t  a  —  SinJty  :  &'n.(3^  +  0)  -f-  5i«.(f  —  0) ; 
voor  deze  evenredigheid  kan,  omdat  SinA}=&Sin.2}Co9.2}  en 
&'*3(f    +   0)   +   Stn.(}  —  <p)  =  2£faity  £*«.(*  +  0) 
is ,  ook  geschreven  worden 

s  :  a  =  £0*2^  :  <7öf.(tf»  +  0)  •  •  •  ($)\ 
vrij  hebben  das  slechts  ^  tusschen  (4)  en  (5)  te  elimineren! 
om  de  polaire  vergelijking  der  bypocycloide  te 'bekomen* 

Door  ontwikkeling   en  herleiding  van  (4)  vinden  wij  ach- 
texvolgens  : 

&inZ}Co$.0+Co92}$in4  =  3fis^00t  .$^C«a>f  £•*$ ,  , 
Siiufy+Cóê&i,T*ng4  =  3Sin.iP--3Co#4Tai«^.$  , 
_  __  3Si«.^— S»».3J/ 

«»#0        Cot.3ifH-3C,o^' 
of,  omdat  in  het  algemeen  dSin^f  —  SinJfy  £=  4&'it.8^  *n 
ft»t.3ifr  +  3Cöt .vf/  =  4Cot.3^  is ,  (Zie  I.  R.  Schuwt  ,  Vijf. 
Int.  Rek.  §.  60  en  61.) 

Tang4  =  Tang.5} 
en  Ta»$.,f,  =  VTang.0. 

-  Door   ontwikkeling  en  herleiding  van  (5)  ,  verkrijgen  wij 

<verder 

*•   ;*_ Co*.*ty—Sin.*} Co9.*}(\—  Tang.*}) 

'x    a  *    Coê.fCoe.Q—Sin.ïSinjr'  Co9.}Co94(l—Tang.}Tang4)\ 

%Co$4  €09.4,(1— Tang.*}) 

a  1— Tang}Tang4* 

.tajutitaeren .  wij.  na,  in    den   noemer  van  het  tweede  lfd, 
voor  TangjQ  de  bovengevonderte  waarde  Tangl*},  dan  komrer 
*Co9Up  __  Co*.}(\—*Tang.*ty   '  ':~:    Coo.} 
*  \—Tang.+}  l+Tang.2} 

■  .   .  1         _ 1 

(l+Tang.**)Sec4  ~  {\+Tang.*+)\f(\+TantfÏÏ* 
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da»  is         z2Coe.*d)  —  71 — = . , 

*         (1+Tang.**)*' 

en  200  wij  hierin  voor  Tang.ty  weder  de  bovenverkregene 
waarde  VTangj)  overbrengen,  verkrijgen  wij,  toot  de 
polaire  vergelijking  der  hypocycloide, 

'2Cn^  =  (i+F^P^i «■ 

Om    uit   deze   polaire  vergelijking ,  die  op  onderling  regt- 
boekige    coördinaten   te  vinden,  behoeven  wij  slechts  in  (6) 

de  bekende    substitutie  n    %Co$$  =  *    en  Tang$  =r  —  te 


x 


doen;  hierdoor  wordt  dan  die  vergelijking 


*a 


of  na  behoorlijke  herleiding 

^**  +  ^y*  =  *Vs#; 

en  daar  deze  vergelijking  na  dezelfde  is  als  de  vroeger  ge- 
vondene (3) ,  zoo  ziet  men  dat  de  begeerde  kromme  lijn 
eene  hypocycloide  is ;  en  wel  zulk  eene  hypocycloide ,  als 
beschreven  wordt  door  eenig  punt  van  den  omtrek  eens 
cirkels ,  die  inwendig  over  den  omtrek  van  eenen  anderen 
cirkel  rolt,  welks  straal  viermalen  zoo  groot  is,  als  die  des 
bewegenden  cirkels. 

CLXL    V  o  o  r  •  t  x  1» 
Door  B.  Lttbbers. 

Men  begeert  twee  wet  de  eenheid  beginnende  reeteen, 
van  op  elkander  volgende  veelhoekige  getallen  te  vinden  9 
die  de  eigeneehap  hebben ,  dat  de  verechillen  der  overeen- 
kometige  termen,  met  de  eenheid  vermeerderd,  alle  vier- 
kanten opleveren? 

Opgelost  door  D.  W.  Hraax,  J.  A.  Hamsen,  H.  Kxoos, 
G.  Koster,  B.  Lubbers,  F.  C.  Radijs,  J.  S.  Sfsijxr,  J. 
C.  Olivieb  en  J.  Teixeira  de  Mattos,  Jr. 

Oplossing  van  D.  W.  Hinss. 

Laat  de  beide  begeerde  reeksen  die  der  /nhoekige  en  f  -hoe- 
kige getallen  zijn ,  dan  is  de  algemeene  of  ***  term  van  de 
eerste  reeks 
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(P  -  V«*  ~(P-  4)ü 
2 
en  tui  de  tweede  reeks 

(y  -  »>a  -  fa  -  *K 

2  ' 

volgens  het    voorstel  moet   dos,   voor  alle  waarden  van  nf 

de  uitdrukking 

(P  -  »>'  -  (y  -  *>  _  fa  -  2)»»  -  (q  -  k)n 

2  2  h 

een  volkomen  vierkant  zijn. 

Toor  deze  uitdrukking  kan  men  schrijven 

7*  (/ — f )  + 1 

of,  zoo  men  />  —  y  =  r  stelt , 

**  —  n  ,    , 
—  X  r  +  1; 

wij  hebben  dus  voor  r  zoodanig  getal  te  vinden,  dat  de 
laatste  vorm,  onaihankelijk  van  eenige  bijzondere  aan  n  te 
gevene  waarde,  een  vierkant  wordt.  Het  is  duidelijk,  dat 
hiertoe  r  van  den  vorm  2«a  moet  zijn,  waardoor 


X  r  +  1  =  *a«a  —  ut  *  +  ï 


2 

wordt.  Zal  deze  laatste  uitdrukking,  voor  alle  waarden 
yan  *,  .een  vierkant  xirezen,  dan  moet  de  middelste  term 
het  dubbele  product  zijn  van  de  vierkantswortels  nit  de  eer- 
ste en  laatste  termen,  dat  is,  men  moet  hebben 

n#a  =  2.  »#  X  1  =  2fit. 
Hieruit  volgt  nu  dadelijk 

•  =  2       en        r  =  2ta  =  8,  % 

jEoodat  dan  ook  p  —  y  =  8  of  /»  =:  9  -|-  8  zal  moeten 
wezen. 

Aan  het  voorstel  zal  alzoo  voldaan  worden,  met  de  reek- 
een der  drie-  en  s(f- hoekige,  der  vier»  en  rwa^-hoekige , 
der  vijf-  en  rfsrftsit-hoekige  getallen  enz.  te  nemen.  Stellen 
wij  bij  voorbeeld  p  ss  11  en  q  =  3 ,  dan  is 

de  eerste  reeks:         1,    11,    30,    58,    95,    141,    ***. 
en  de  tweede  reeks :      1,      3,      6,    10,    15,      21.    «ns. 
de  verschillen  zijn    0,      8,    24,    48,    80,    120,    enz. 
en    deze  verschillen ,  elk  met  de  eenheid  vermeerderd ,  leve- 
ren de  vierkanten  der  onevene  getallen  op. 
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Aanmerkingen.  1°.  Zoo  men  in  de  uitdrukking  — - —  Xr+l, 

2 

r  ==  8  «telt,  wordt  zij  4«*  —  4»  -f-  1  =  (2»  —  l)a. 
Hieruit  volgt  dus,  dat,  het  zij  men  de  reeksen  der  oV»V-  en 
elf hoekige,  der  vier-  en  f  »<*«(ƒ- hoekige ,  der  vyf-  en  <J#r» 
Jt>jt-hoekige  getallen ,  «»*.  neemt ,  de  in  het  voorstel  ge* 
noemde  vierkanten  altijd  de  tweede  magten  der  onevene  ge- 
tallen zullen  zijn. 

j  2°.  Daar  — - —   een    driehoekig  getal   voorstelt,    en  8  de 

I  2 

eenige    waarde    voor    r    is,  die ,  voor  alle  waarden  van  n , 

ita— si 

— -z —  X  r  +  1    tot  eeu  vierkant  maakt,  zoo  volgt  hieruit, 

dat  van  elk  willekeurig  driehoekig  getal  Meen  het  acht- 
voud  plus  de  eenheid  een  vierkant  kan  zijn* 

CLX1I.     Voorstel. 
Door  B.  Lubbbbs. 
Gegeven  zijnde  de  vergelijking 
«(**— l  +  ***-*  +  **"•-*  +  enz.  .  •  .  +  x2)  +  jp*=S**;, 
waarin  m  een  geheel  getal  vooretelt ,  begeert  men  de  waar- 
den van  x  te  vinden,  die,  onafhankelijk  van  m,  aan  deze 
vergelijking  voldoen  f 

Opgelost  door  L.  J.  Ulman,  E.  Lubbers,  J«  S.  Stsijbb, 
D.  W.  iliNSE,  J.  A.  Hansen,  F,  C.  Radijs,  fl.  Kloos, 
G.  Koster,  J.  C.  Olivier -e*  J.  Tbixbira  bb  Mattos,  Jft. 

Oplossing  vAn  L.  J.  Uucan. 
De  som   der  tnsschen  haakjes  gestelde  reeks  is  klaarbïïjke- 

lijk = — ,   zoodat  wij    voor   de  opgegevene   vergel 


kannen  schrijven 


of 


nfx^—x*)  m 

X — l 

(.»-..)  (l- -5.)  =  0; 


dat  is ,  na  vermenigvuldiging  met  x  —  1  , 

(x  —  1   —  *)**    (**— l  —  :1)  —  0. 

De  waarden  van  x  worden  derhalve  gevonden : 
1°,  door  te  stellen  x  —  1  —  it  =  0,  waaruit  volgt  x=ft -f- 1; 
2°.  door  te  stellen  xa  :==  0,  waaruit  volgt  x  =  0; 
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3°W  door  te  stellen  js***  —1=0,  waaruit  volgt  ***-*  =  1; 
daar  m  een  geheel  getal  beteekent,  is  2w  —  2  een  even 
exponent  en  das  wordt  aan  de  vergelijking  **»-*  =:  1  vol- 
daan door  x  =  rfc  1.  Maar  de  waarde  *  ==:  -f-  1 ,  hoe- 
zeer aan  de  afgeleide  vergelijking  voldoende,  voldoet  niet 
aan  de  oorspronkelijke  vergelijking ,  en  is ,  door  de  plaats 
gehad  hebbende  vermenigvuldiging  met  x  —  1  ,  in  de  ver- 
gelijking ingevoerd  geworden;  wij  bepalen  ons  dus  tot  de 
waarde  x  ss  —  1.  De  overige  waarden  voor  x  die  nit 
<£**"*  =  1  kunnen  afgeleid  worden ,  zijn  de  onbestaanbare 
(2m  —  2)dé  magts wortels  uit  de  eenheid,  en  deze  kannen, 
als  afhankelijk  van  m  zijnde,  volgens  de  voorwaarden  des 
voorstel» ,  niet  in  aanmerking  komen. 

r  Aan   die  'voorwaarden  voldoen  dus  geene  andere  waarden 
voor  x ,  dan  *  =rr  n  -f-  l,*  =  0enjr  =  —  1. 

•  •  •  • 

CLX11L    Voorstel. 
Door  S.  Dik,  Cornsz. 

Eens  zekere  echuld  wordt ,  met  den  int  reet  van  6  (5)  ten 
honderd  *$jaar*9  in  vier  jaren  afgeloet,  zoodanig,  dat 
ieder  jaar  a  (630)  gulden  aan  kapitaal  en  intreet  betaald 
wordt.    Men  vraagt  hoe  groot  die  echuld  wa»  f 

Opqelost  door  S.  Dik,  Cohnsz.,  D.  W. Hinse ,  H.  Kloos. 
G.  Koster,  F.  C.  Radijs,  J.  Sjoenis  ,  J.  S.  .Speijer  ,  J.  A. 
Uaksem  en  J.  Teixeira  de  Mattos  ,  Jr. 

Oplossing  van  S.  Dik  ,  Cornsz. 

Stel  dat  onder  de  jaartijksche  betalingen  van  a  galden  > 
achtervolgen*  begrepen  zijn  p,  q,  r  en  •  gulden  aan  kapi- 
taal, en*  bij  gevolg  «  —  ps  a  —  q,  *  —  r,  a  —  $  gul- 
den aan  intrest,  dan  is,  zoo  wij  stellen,  dat  de  geheek 
schold  x  galden  zij , 

*=/>  +  9  +  r  +  • (Ij. 

De  intrest  loopt,  gedurende  het  eerste  jaar,  tegen  b  ten 
honderd  over  de  geheele  schuld  p  +  q  +  r  +  $f  en  be- 
draagt dus  voor  dat  jaar  ^T  galden. 

'Ka  het  einde  van  het  eerste  jaar  wordt  er  p  gulden  op 
•het  kapitaal  betaald,    dus   loopt   de.  intrest  gedurende  het 
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gevolg 


jaar  aiechte  over  f  4-  r  +  •  gulden  en  bedraagt 
100 


gulden. 


Even  zoo  blijkt,  dat  de  intrest  over  het  derde  jaar  ir"*"*/* 

'  100 

en  over  het  vierde  jaar  —     galden   bedraagt     Wij   hebben 
alzoo  nog  de  vergelijkingen 

Töö —  a~p 

— ïoT~  —  *  ~  * 

100 

»*  — 

iöö  —  "  ""  • 

Uit  (5;  volgt  terstond    «  =  -J2L, 

100+-4 

door  (5)  van  (4)  «f  te  trekken ,  komt  er 

rb 


100 


tnn.  =  »  — ■  r,  waaruit  volgt  r  =S  -— «. 
100  5       —  100+A«» 

en  du»  door  substitutie  der  waarde  (6) 

_  ƒ   100  \« 

r  —  VÏÖÖ+*/  «  •  •  • 

door  (4)  van  (3)  af  te  trekken ,  vindt  men  even  zoo 


f*   — 

ÏÓ0  —  r-f,    ?  = 


100 


ioo+*r' 


en  door  snbstitotie  der  waarde  (7) 

__  /   100  y 

door  eindeujk  (3)  van  (2)  af  te  trekken ,  komt  er 

t*  m  100 

ïoo  —  *-'*  /,==ïöö+^' 

en  das  door  (8) 


/   100  y 


Volgens  (1)  is  derhalve 


P  ~"  \  100+6 


•        • 


(V. 
(3), 

W, 
(5). 

(6); 


fOï 


(8); 


(9), 


--  (/_i°°  V,Y  10Q  V  ,/  10°  \  _,_/  ïoo  \i 
*—  lVioo+«/  +Vioq+*7  +\iöö+4/  +Vïöö+Jia* 


V  O  O  R  S  T  E  L  L  E  N,    N°,  169  en  16*.     897 

Stellen  wij  in  de  gevondene  formnlen  a  r=  630  en  i  s=  5, 

dan  yinden  wij : 

j>=  518Aft,f=  **Mft>  r  =  «ty* t=600en*=2233|8f$. 

De  schuld  bedroeg  das  2233 §gj£  gulden,  of  nagenoeg 
ƒ2233,95*.  •    •  -    i 

Aanmerking.  Indien  de  betaling  op  de  voorachreva  «e 
wijze    in    *    jaren    geschiedde  >    zon  men,    kortheidshah 

-— - — ■ — -  =r  m  stellende ,  klaarblijkelijk  gevonden  hebben 

x  =  (••»  +  «"-1  4-  s**-1  +  .  . .  .  -h  n8  +  a»)* 
of   j?  =  (w*-1  H-  »*-*  +  ■•*-»  -4-  „  .  . .  +  "*    +  1)*«; 
en  voor  deze  waarde  van  *  kunnen  wij ,  daar  de  veelledige 
factor ,    die   er  in   voorkomt ,  bet  quotiënt  der  deeling  van 
l  —  W»  door  1  —  m  is ,  ook  schreven 

1  —  **» 


Door  hierin  a  =  630  ,«=:4,m=: 


1  —  m 

100  100      20 


100-M~"105  —  21 


1 

en  1  —  te  =  —  te  substitueren,  vinden  wij 

i  -  fff 


~  —        J_        "        ~21  21?  3087 

21 
even  als  boven* 

CLXIV.     VoO&STBL. 

Door  S.  Dik  ,  Cornsz. 

Fan  «**•  rekenkunetige  reek*  ie  cfe  tweede  term  een  voU 
komen  vierkant  getal ;  en  wanneer  men  den  vierden  term 
met  2  vermeerdert  en  deze  eom  door  den  wortel  dse  twee* 
den  terme  deelt,  komt  er  tot  quotiënt  een  getal,  dat  twee 
meer  dan  deze  wortel  s"t  •    Welke  reekê  kan  dit  *(jn  t 

Opgelost  door  S.  Dik,  Cornsz»,  J.  A.  Kansen,  D.  W» 
Hinsb,  II.  Kloos,  G.  Koster,  H.  Middelburg  ,  E*  Oi*i- 
vier,  Dz.,  J.  C.  Olivier,  F.  C.  Radijs,  J.  Sjoinis,  J.  S* 
Spzijer  en  J.  Teixbïra  de  Mattos  Jr. 

Oplossing  van  S.  Dik,  Cornsz. 

Stellen  wij  voor  de  termen  der  reeks 

x*  —  v,    xa,    xJ  +»,    **  +  2t»,    xfl  +  3*     «iis. 

I.  Deel.  V 
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dan  ia  aan  de  eerste  voorwaarde  voldaan.  Volgen*  de  tweede 
voorwaarde  moeten  wij  verder  hebben 

**+%v+2  _ 

- —  .«  +  2, 

waaruit  volgt         #a  +  2*  +  2  =  j?a  +  2x , 

29  +  2  =  2», 

of  ü  =r  *  —  1; 

door  deze  waarde  voor  x  in  de  gestelde  reeks  over  te  bren- 
ggen •  gaat  *ïj  over  in 

*a— (x~l%  **,  #•+(*— 1),  jt*+2(*~1),  **+3(x— 1),  «ms. 
waarin  men  na  voor  jr  eene  willekeurige  waarde  kan  ne- 
men j  met  nitsloiting  echter  van  x  =  1 ,  indien  men  eene 
wezenlijke  reeks ,  die  uit  verschillende  termen  bestaat ,  ver- 
langt. 

Door  x  ~  v  -f»  1  in  de  gestelde  reeks  over  te  brengen , 
kan  men  dezelve  ook  nog  in  den  vorm 
l*+v+h  üa+2t>+l,  t>a+3t>+l,  v2+kv+l,  v*+&v+l,  en% 
verkrijgen,  waarin  alweder  voor  v  een  willekeurig  getal  kan 
genomen  worden»  Voor  v  =  1  of  x  =  2,  wordt  de  ver- 
langde reeks 

3,    4,    5,    6,    7,    enz. 

CLXV.     Voorstel. 

Door  S.  Dik,  Cornsz. 

I/tl  <fo  vergelijkingen 

(Sin*  +  Co«.a)  (jrS/n.*  +  yCo*.b)  —  &'*2a  +  1 
«M  xTang.6  =  yTang.a, 

dê  waarden  van  x  en  y  te  vinden  t 

Otoexost  «foor  S.  Dik,  Cornsz.,  D.  W.  Hinse,  H. 
Kloos,  H.  Middelburo,  J.  Sjoenis,  J.  S.  Sfbtjrr,  J.  A. 
HAhSBKj  J«  Tbixeira  db  Mattos,  Jr.,  G.  Koster,  E. 
Ourua.  Dz«,  F.  C  Radijs  e»  J.  C.  Olxvisr. 

O? lossing  van  S.  Dik.  Cormsz* 
•    Schrijven  wij ,  in  het   tweede  lid  der  eerste  vergelijking , 
2Sin*  Cqm  in  plaats  van  Sinüa,  en  Sin.2*  -+.  Ca*.**  in 
plaats  van  1 .  dan  wordt  die  vergelijking 
(&W  +  Cqm)  (xSifub  +  yC*.U) 

&*••#  -f*  25t*.a  Cm*  4-  Ca*.**, 
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of,  hare  beide  leden,  door  Simu*  +»  0o**  deelende, 

xSin.6  +  yCoo*b  z=  &'*•«  +  Ce*«*    •    ..    (#). 

e  ■■   ..            ««ja       j         •    i-t*        Sin*a         Sin*b 
Schrijven   wij,   ia  de  tweede  vergelijking,  _ en  ■= — ^ 

in  plaats  van  Tang.a  en  T<f«g.é,  dan  wordt  «9 

*  C7Ö7Ê        *  CoB.m9 

Stiua  Coe.b 
waaruit  volgt  x  =  — — -j- (P) 

Deze  waarde  voor  x  in  de  vergelijking  (*)  substituerende, 
.komt  er 

{Sin*a  Cot.6        „     ,1  ■       •     „ 

~CeTÏ h  c    f  y  ==      a  +       a 

C09.Ö  ,-         -  _,.  „ 

of      .    ~ (&**a  +  Cbt.a;  y  =  Stiua  .-+•  Cot.a , 

Cot.b 
waaruit  volst  — v  =  1 

Cot.a 

terwijl,   door   deze  waarde  voor  y  in  (p)  over  te  brengen; 
onmiddellijk  gevonden  wordt 

Sin.a 

Alzoo  zqn  jr  ==:  -.  ,-  en  y  ss  — — j  de  begeerde  waar- 
den van  jr  en  y. 

CLXVL    Voorstbl. 
Door  P.  Krom. 

£*ft  vader  gevraagd  zijnde  naar  ziftten  ouderdom,  ant- 
woordde: vermenigvuldig  de  jaren  mijner  dochter  met  die 
mijne  zoone ,  zoo  bekomt  gij  tot  product  mijnen  halven  ou- 
derdom ;  en  %oo  gij  de  jaren  van  ieder  mijner  Beide  kinde- 
ren vermenigvuldigt  met  den  ouderdom ,  die  zij  over  een 
jaar  zuilen  hebben ,  zal  de  oom  dezer  producten  42  *#fi. 
Jndion  do  vader  en  zijne  kinderen  nu  to  zomen  38  jaren 
telden ,  hoe  oud  mat  dan  ieder  t 

Opoblos*  door  P.  Kbok  ,  J.  A*  Hausen  ,  D.  W.  Hikse  , 
G.  Kosxsn  ,    li.  Muuuuuno  ,  E.  Oliviba  ,  Dz. ,  F.  G.  Ra- 

V  2 
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dijs,  J.  Sjoznis,  J.  S.  Speijbh,  H.  Eloos,  J.  ,C  Olivzze 
ra  J.  Tsixxika  dk  Mattos,  Jk. 

Oplossing  van  P.  Keok. 
Stellen  wij  dat  de  dochter  x  en  de  zoon  y  jaren  ond  is, 
dan  wordt,  volgens  de  eerst  opgegevene  voerwaarde,  de 
onderdom  des  vaders  door  2#y  uitgedrukt,  en  de  verder  op- 
gegevene voorwaarden  geven  dan  aanleiding  tot  de  verge- 
lijkingen 

*f*  +  i)  +  y(y '  +  V  =  *2  .  .'  .  •   (i) 

.en  *  +  y  +  2xy  =  38    ,    ...    (2). 

Nemen  wij  de  som  dezer  vergelijkingen,  dan  bekomen  wij 

<*  +  iOfl  +  af*  +  y)  =  so 

of  (*  +  y)a  +  2(s  -h  y)  +  1  =  81 , 

waaruit  volgt  ar+y  +  l  =  ±9; 

daar  het  benedenste  teeken  nemende  *  -f-  y  :zr  ~  10  zijn 
zou ,  hetgeen  met  de  bedoeling  der  vraag  niet  kan  overeen- 
komen, is  alleen  het  bovenste  teeken  bruikbaar,  waardoor 
wij  verkrijgen 

*  +  y  =  S (3)j 

en  deze  waarde  voor  x  -j-  y  ia  (2)  substituerende ,  vinden 
wij  onmiddellijk,  voor  èen  ouderdom  des  vaders, 

2«ry  =  30. 

Nemen  wij  het  verschil  der  vergelijkingen  (1)  en  (2)$  dan 
hebben  wij  {x  —  y)2  =  4, 

waarnit  volgt  x  —  y  z=r    ±  2      •    •    •    .    (4); 

zoodat  nn,  uit  het  verband  van  (3)  en  (4),  gevonden  wordt 
*  —  5    en    yr=3    of   j?=:3    en    y  =3:  & 

De  vader  was  alzoo  30  en  zijne  kinderen  waren  5  en  3 
jaren  ond;  zijnde  het  onverschillig  of  men  wil  aannemen, 
dat  de  dochter  5  en  de  zoon  3,  dan  wel  dat  de  zoon  5  en 
de  dochter  3  jaren  is* 

CLXVU.     Voorstel. 
Door  P.  Knot*. 

Zeker  getal  gedeeld  wordende  door  12  geeft  tot  quotiënt 
oen  driehoekig*  en  door  13  een  pronikgetal.  Do  wortel* 
van  dit  driehoekig-  en  pronikgetal  bedragen  to  samen  14» 
Welk  ie  het  eeretgenoemd»  getal  f 

Opgelost   door  J.   S.  Speijjkr,  J.    A.  Hansen,   D.   W. 
HiasE,  H.  Kiioos,  G.  Koste*,  P.  Kaox,  F.  C.  Radijs, 


ff 
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J«  Siobmis,  J.  Teufsiha  dpb  Mattos,  Jr,,  H.  MlDDSLBURO, 
E*  OjciTin ,  Dz«  6»  J.  C.  Olivie*. 

Oplossing  van  J.  S.  Sfsijxr. 
Laat  jr  het  gevraagde  getal  zijn ,  dan  is  ,  indien  men  den 
Wortel  van  het   driehoekig  getal   door  m   en    dien  van  het 
pronik-getal  door  »  voorstelt  , 


x         «3-H»  x 

derhalve  is 

*  rs  6(«*  +  m)  =  18(»a  +  ft), 
waaruit  volgt 

«a  -;-  m  =  3na  -{-  3*. 
Volgens  de  laatste  voorwaarde  heeft  men  ook  m  +  nrrr  14 
of  «  ss  14  —  «;   hierdoor  gaat  onze  voorgaande  vergelij- 
king over  in 

210  —  29»  +  «a  =  3na  +  3»; 
of,  door  overbrenging  van  termen  en  na  deeling  door  2,  i» 

«a  +  1G«  —  105  =  0, 
waaruit  op  de  gewone  wijze  gevonden  wordt 

ft  =  5        of       *  =  —  21 , 
met  welke  waarden  voor  n,  volgens  de  vergelijking  t»  — 14 — nr 
overeenstem  men 

m  t=  9       en       m  zs  35* 
Nemen  wij   nn  alleen  ]x>sitieve  wortels  in  aanmerking,  dan 
is  alleenlijk ,  voor  «rz5en»i=:9, 

x  =  6(»a  -}-«)  =  18(»a  +  ft)  ==  540? 
willen  wij  echter  een  pronikgetal  met  eenen  negatieven  wor- 
tel toelaten  >  dan  hebben  wij  ook  nog ,  voor  ft  =  —  21  en 
«  =  35 

a?  =  6(«a  4-  «)  =  18(»a  +  ft)  =  7560. 
Het  begeerde  getal  is  dus  540  of  7560 ,  maar  het  laatstge* 
noemde  antwoord  nemende,  moet  men  aan  het  pronikgetal , 
dat  na  deeling   door   18  ontstaat,  eenen  negatieven  wortel 
toekennen. 

CLXVIII.    Voorstel. 

« 

Deor  J.  A.  Hansïn. 
Eeit  gel$k%$digen  driehoek   te   teechrpven,  waarvan  de 
inheud  gelijk  ie   aan  dien   van   ##*'    willekeurig  gegeven 
driehoek  f 

V  3 
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Opouost  door  J.  A.  Hawsbn,  D.  W.  Hikse,  G.  Korre», 
J.  C.  Olivier,  F.  C.  Radijs,  J.  Sjoenis,  J.  S.  Spsijzjl  0* 
J.  Teixziba  de  Mattös,  Je» 

Oplossing  van  J.  A.  Hahsek. 
Laat  ABC  (Fig.  60)  de  willekeurig  gegeven  driehoek  rijn; 
beschrijf  op  eene   van   de   beide    grootste  zijden  dezes  drie- 
hoeks  ,  bij   voorbeeld   op .  AB ,   eenen  geltjkzijdigen  driehoek 
ABD   en    op    eene  opstaande  zijde  van  den  laatstgenoemden 
driehoek,   bij  voorbeeld  op  BD,  als  middellijn  eenen  halven 
ei  1  kei;   trek  door  6  eene  lijn  evenwijdig  aan  AB,  snijdende 
BD  in  E;  rigt  op  BD  nit  £  eene  loodlijn  op,  snijdende  den 
cirkel    omtrek  in  F;  trek  BF  en  beschrijf  daarop  eenen  g%- 
lijkzijdigen  driehoek  BFG ,  dan  zal  dit  de  begeerde  zijn. 
Want,  volgens  de  eigenschappen  der  gelijkvormige  figuren,  is 
Inh.  drieh.  BFG  :  Inh.  drieh.  ABD  =  E  F*  :  BD*; 
volgens  de  eigensohappen  van  den  cirkel  is 

BF*  :  BDa  =  BE  :  BD; 
en,   daar  de   driehoeken   BEA  en  ABD,  wanneer  men  BB 
en  BD  als  hunne  bazea  beschouwt,  gelijke  hoogten  hebben, 
is  ook 

BE  :  BD  =  Inh.  Drieh.  BEA  :  Inh.  Drieh.  ABD, 
zoodat  het  verband  der  drie  opgegevene  evenredigheden  geeft; 
JnA.Drt0A.BFG :  Ink.Driëk.\BD=Inh.Drieh.BEJL :  Ink.Drith.kED, 
waaruit  volgt 

Inh.  Drieh.  BFG  =  Inh.  Drieh.  BEA. 
Maar  de  driehoeken  BEA  en  ABC,  op  dezelfde  basis  AB9 
en   tassehen  dezelfde  evenwijdige  lijnen  AB  en  CE  geplaatst 
zijnde,  hebben  gelijken  inhoud,  das  is  ook 

Inh.  Drieh.  BFG  =  Inh.  Drieh.  ABC. 
AAKME&Küto*  In  plaats  van  eenen  gelijkzijdigen ,  kan  men 
ook  op  dezelfde  wijze  eenen  driehoek  van  gegevenen  gedaante 
heschrijten,  waarvan  de  inhoud  gelijk  is  aan  den  willekeurig 
gegeven9  driehoek:  ABC*  Daartoe  behoeft  men  de  driehoeken 
ABD  en  BFG  slechts  de  verlangd  wordende  gedaante  te  ge- 
ven ,  zorgende ,  dat  BF  gehjkstandig  is  met  BD. 

CLXIX*     V  O  O   E  B  T  X   L. 

Door  F.  C.  Radijs. 
'  Wanneer  men  in  eenen  regeimaiigen  vijf  hoek  êfiie  nege- 
lijke    diagonalen  irekt,   entetaat  er,  deer  de   onderlinge 
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emjdiug  >  de%er  .diagonalen ,  teodor  eèn  regelmatige  ■  vijfhoek  ; 
gaat  men  mei  deaen  taatoten  op  gel$ie  wffsê  te  vdrkr 
zoo  enteiaèt  er  weder  een  vjjfhoek)  en  zoo  tot  in  het  i*K 
eindige*  Jiu  verlaagt  men  de  oom  der^omirékkén  van  ai 
die  v$f hoeken  te  pinden  f 
Oj»ob&ost    door  J."~Ba*on  Ghijbe*,   J.   A.  Hahsbk,  D. 

W.    HltfSE,    G.    KoSTBR,H.   Ml&DBEBCTHO,    J.  £.  OXrIVI&R  , 

IV  C.  Badijs,  J.  S.  Spbijer,  J.  Tbixbula  db  NUfcroa- Jnv,; 
H.  Kxobs  dn  J.  Sjoxjus. 

'    0*t,OSSINO  ««II  J.  fiADÖN  GfilJBBN* 

Laat  ABCDE  een  vijfhoek  zijn  (Fig.  61),  waarin  door 
hét  trekken  der  diagonalen  een  tweede  vijfhoek  FGHIK  itf 
gevormd,  dan  deelen  deze  diagonalen- 'elk- der  p^ygoónshoe* 
ken  in  drie  gelijke  deelen ,  die  ieder  van  36°  zijn. 

Elke  driehoek-,  die  twee 'der  diagonalen  en' eene  zijde  des 
vijfhoeka  tot  zijden  hééft,  'zoo  als  bij  voorbeeld  de  driehoek 
AfiD,  is  dns  een  gelijkbeenige  driehoek,  welks  hoeken  aan 
de  bazis  ieder  in  het  bijzonder  het  dubbel  van  dén  tophoêi 
zijn*  Heft  is  eetfe  bekende  eigenschap  van  zalfceenen  driehoek, 
dat  eene  lijn  BK.,  die  den  hoek  aan'  de  bazis  ABt)  midden 
rfoor  deelt,  de  opstaande  zijde  AD,  over  dien  node,  'in  de 
uiterste  en  middelste  reden  verdeelt ;  en  dat  het  grootste' 
deel  DE.  van  die  opsuande  zijde  gelijk  is  aan  de  bazis  AB 
én  aan  dè  deellijn  BK;  wij  zien  hieruit,  dat  elke* diagonaal 
de  anderen  die  hij  snijdt,  in  de  uiterste  en  middelste  reden 
verdeelt,  en  dat  bij  deze  verdeeling  het  grootste  stok!  van 
de  diagonaal  gelijk  aan  de  zijde  des  vijfhoeks  ia» 

Elk  der  driehoeken ,  die  tot  zijden  heeft  eene  zijde  des 
vijfhoeks ,  het  grootste  stak  van  eene.  en  het  kleinste  stak 
van  eene  andere  diagonaal,  is  almede  zulk  een  gelijkbeenige 
driehoek,  zoo  als,  bij  voorbeeld,. DEK.  Hierin  deelt  dos  de 
i$n  EI ,  de  opstaande  zijde  DK  in  de  uiterste  en  middelste 
reden ,  en  bij  die  verdeeling  is  weder  het  grootste,  stok  D£ 
griijk  aan  de  bazis  EK  en  aan  de  deellgn  EL  Wij  zien 
hieruit,  dat  van  de  beide  deelpnnten ,  die  fcieh  op  eenè  dia- 
gonaal bevinden ,  het  eene  de  diagonaal  zelf  en  het  ander* 
haar  grootste  stuk  in  de  uiterste  en  middelste  reden  verdeelt. 

Uit  het  aangevoerde  volgt,  dat  eene  zijde  ELI  van  den 
tweeden  vijfhoek  en  eene  zijde  DÏ  van  de  vijipaatige  eter, 

T4 
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door  de  snijding  der  diagonalen .  ontslaande ,  respectievelijk 
gelijk:zijn  aan  liet  kleinste  eD  grootste  stuk  van  de  zijde  des 
vijf  hoeks,  zoo  .die  zijde  in  de  uiterste  en  middelste  reden 
verdeeld  wordt  Stellen  wij  dos  die  zijde  gelijk  a,  alsmede 
ter  bekorting  f (3— \fb)  =  «  en  f(— 1+»/5)  =  *,  dan  is 

KI  =  am  en  Dl  r=  0*» 
,  De  omtrekken  der  vgfhoeken  ABCDE  en  FGHIE.  staan 
tot  elkander  als  hunne  zijden,  dat  is:  als  a  tot  mi.  of  als 
1  tot  n;  de  omtrek  van  den  tweeden  vijfhoek  inoet  klaar* 
bhjkelijk  tot  dien  van  den  derden  in  dezelfde  reden  zijn  , 
als  die  van  den  eersten  tot  dien  van  den  tweeden,  en  zoo 
vervolgens*  Stellen  wij  dos  de  omtrekken  der  opvolgende 
vijfhoeken  door  O,  O',  0%  O",  enx.  voor,  dan  hebben  wijs 

O  :  O'    =  1  ;  m, 
O'  :  O'  'ss  1  :  m  =  m  :  »« , 
O'  :  O"  =  1  ;  m  =  «a  :  w»  , 

erts. 
hieruit  volgt  de  aaneengeschakelde  evenredigheid 

O  :  O'  *  O*  :  O" :  e**.  s=  1  :  m  :  m*  z  m,*  :  en%-, 
waaruit  dadelijk  kan  afgeleid  worden 
O  -f-O'  +  O'  +  0"  +«»*. :  0  =  1  +«  +«a  +  »»  +ënx.:  1. 
Stellen  wij  nu  de  begeerde  som  der  omtrekken  door  g  (O) 
voor,  en  nemen  wij  in  aanmerking,  dat  wegens  ai  <  1,  de 
som  der  oneindig  voortloopende  reeks  1  -[-  m  •+»  m2  -{-  m* 

+   ***•  ss is,  dan  volgt  uit  de  laatste  evenredigheid 


terstond  S  (0)  =:  r ; 

of,  soo  Wij  O  =:  5tf  en  m  =  J(3  —  |/5)  substitueren, 

Nekten  wij  in  aanmerking;  dat  §«(1  -j~  |/5)  de  waarde 
van  eene  diagonaal  des  eersten  vijfhoeks  is,  dan  blijkt,  dat 
de  begeerde  som  het  vijfvoud  van  zulk  eene  diagonaal  is ; 
en  daar  et  in  den  vijfhoek  juist  vijf  diagonalen  kunnen  ge* 
•trokken  worden,  zijn  de  omtrekken  der  opvolgende 
•hoeken ,  den  eersten  medegereksnd  en  tot  in  het  onesi 
toe  genomen,  te  zarnen  zoo  groot,  als  de  som  wbxl  de  diago- 
.nalen  .des  eersten  vijfhoeks. 
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CLXX*      VoOR8TEX*« 

Door  F.  C.  Radijs, 
Men   verlangt  ook   de  eom   der  inhouden  tan  de  in  kei 
voorgaand*  veórotel  bedoelde  v^ f  hoeken  te  vinden? 

Ofguost  door  J.  Badon  Ghijbbn  ,  J,  A.  JIansen  ,  D.  W« 

HlHSS,   G»    KoBTEB,  H.  MlDDBLBVBG  ,  J.  C.  O&ivxer,  F,  CL 

Radijs,  ƒ.  S.  Spbijbr,  J.  Txixeiba  ds  Mattos,  Jh»,  II* 
Kloos  en  J.  Sjobnis. 

Oplossing  van  J.  BadokQiijjbbn. 
De  inbonden  der  opvolgende  vijf  hoeken  staan  tot  elkan*. 
der  als  de  vierkauten  hunner  omtrekken;  deze  inhouden 
alsoo  door  I,  1',  i',  1",  enx.  voorstellende  en  derzelver 
•ooi  door  S  (I)  >  hebben  wij,  naar  aanleiding  van  hetgeen 
ia  de  voorgaande  oplossing  is  aangetoond, 

I  :  f  :  I#  :  I"  i  enz.  =  1  :  m*  :  «4  :  m6  :  «»*. ; 
hieruit  volgt 
l+lf  +  r+I'f  +  ««^;I  =  1  +m*  +m*  +  m*  +  enx.:l  , 

dat  is  g(l):  1=  -l-a  :  1 

Substitueren  wij  hierin  «a  =  (§(3  —  |/5)J8  =r  §(7  —  3|/*)s 
dan  Jcomt  er 

en  nemen  wij  ten  «lotte  in  aanmerking,  dat  de  inbond  eens 
regelmatigen  vijfhoeks  in  zijne  zijde  wordt  uitgedrukt  door 
de  formule 

1  =  |aV(25  +  10t/5), 
dan  verkrijgen  wij ,  voor   de  begeerde  som  der  inhouden ,. 
na  behoorlijke  herleiding, 

S  (I)  =  §« V(«0  -J-  58»/5). 
CLXXÏ.    Voorst»  l. 
Door  F*  C.  Radijs. 
In  elk  der  vyfhoeken,  in  de  heide  laatnte  vooretellen  om^ 
^ohreven,  vormen  -de  diagonalen  eeno  vijfpvntige  eter»  Men 
verlangt   de   oom  van  de  omtrekken  van  al  dene  vyjj&ntige 
eterren  te  vinden? 
Opgelost  door  J.  Badov  Qbijbxs  ,  J.  A.  Bavsbj*  ,  D*  Vf. 
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HlNSE,     G.     KOSTER,   H.  MiDDBLBURG,  J.  C  OliYIBR,   F*  C. 

Radijs,   J.   S.    Spbijbr,   J.  Tbixeira  dm  NLattos,  Jr.,  H. 
Kxbos  en  J.  Sjobsis. 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghijbrn* 
De  opvolgende  vijfpuntige  sterren  «jn.  gelijkvormige  figu- 
ren ;  de  omtrekken  zijn  dos  evenredig  met  de  gelijkstandige 
lijnen  in  die  figuren  getrokken ,  dus  ook  met  de  zijden  der 
vijf  hoeken ,  waarin  zij  beschreven  zijn.  Naar  aanleiding  van 
het  CLXIX  Voorstel  ;  hebben  wij  alzoo,  die  omtrekken  door 
O,  O',  O',  0'%  **s.  voorstellende,  en  hunne  som  door  S  (O), 

O  :  O'  :  O'  :>0"  :  enz.  =,  1  :  m  :  m*  :  m*  :  enz*, 
waaruit  volgt 

0+0'+0*+0''-M«*. :  0=l-H»+M*+jna-HfMfc :  1 , 

dat  is  S(0)  :  O  =  ,— —    :  1 

*    '  1  —  tn 

of  a  (O)  =  j-2-^ 

en  na  substitutie  van  m  r=  |(3  —  j/5) 

a  (0)  =  ^^5  =  10(1  +  t/s). 

Daar  wij  nu  in  het  CLXIX  Voorstel  almede  aangetoond 
hebben,  dat  (Fig.  61)  Dl  =  «*  =  £o(—  1  +  j/5)  is,  en 
de  omtrek  van  de  eerste  vijfpantige  ster  klaarblijkelijk  hei 
tienvond  van  de  lijn  Dl  is,  hebben  wij 

O  =  5a(—  1  +  |/5), 
waardoor  de  vroegere  uitdrukking  voor  2(0)  overgaat  in 

S(O)  =  10«j 
de    in    dit   voorstel  bedoelde  som  van  omtrekken  is  dus  het 
dubbel  van  den  omtrek  des  eersten  vijfkoeks. 

GLXX1I.    Voorstel. 
Door  F.  C.  Radijs. 
Men  verlangt   ook  de   oom  van  do  inhouden  der  in  kot 
voorgaande  vooretel  bedoelde  vijfpuntige  eterren  te  vinden  f 
Opgelost   door   J.  Badon    Gbijbbn  y   J.    A.  Haksek  ,  D. 
W.   Hinsb,'  G.   Koster,    H.  Middelburg,  J.  C.  Olxvxxr, 
F.  C.  Radijs,  J.  S.  Sfeijbr,  J,  Teixbjra  dr  IAattos,  Jr«, 
II*  Kloos  en  J«  Sjobnir, 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghijbbn. 
De  inhouden  der  opvolgende  vpfptintige  sterren  staan  tot 
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elkander  al*  de  vierkanten  van  bare  omtrekken ;  die  inbon- 
den alzoo  .door  1 ,  1' ,  I* ,  I"  ,  enz*  voorstellende  en  hunne 
som  door  2!  (I)  ,  hebben  wij ,  naar  aanleiding  van  het  voor- 
gaande voorstel , 

I  :  I'  :  1'  :  I"  :  e*%.  r=:  1  :  *•*  :  «4  :  m6  :  «ft*., 
waaruit  volgt 
I  +  r  +  1'  +1"  +  0nx. :  I  =  1  +  ma  +  m4  +m*  +  «n*.t  1 ; 

datü  a  (|)  :  I  =  __!_  .  1 

en ,  zoo  wij  hierin  m2  =  |(7  —  3|/5)  substitueren , 

Om  na  de  waarde  van  I  in  de  zijde  des  eersten  vijfhoeks 
uitgedrukt  te  krijgen,  trekken  wij  nit  het  middelpunt  M  des 
vijfhoeks  (Fig.  61)  de  lijnen  MI,  MK  en  ME,  dan  gaat  ME 
reglhoekig  door  IK.  en  wij  hebben  das 

Inh.  Vierh.  MKEI  =  'KI  X  ME ; 
daar   nn  ME    de   straal  is  van  den  cirkel  om  den  vijfhoek 
ABCDE   beschreven ,   hebben  wij ,  volgens  de  bekende  for- 
mule voor  de  zijde  des  regelmatigen  vijfhoeks 

a  =z  §ME|/(10  —  2}/b) , 
waarnit  volgt 

ME  =  •(lO  -  tyb)  =  "^f50  +  1(V*> ' 

terwijl  volgens  het  GLX1X  Voorstel  is 

KI  =  am  =  §a(3  —  j/5) ; 
door  substitutie  dezer  waarden  voor  KI  en  ME ,  verkrijgen 
wij ,  na  behoorlijke  herleiding , 

lnh.  Vierh.  MKEI  =  T%a*]/(2S  —  10v"5). 
Daar  nn  de  eerste  vjjfpuntige  ster  het  vijfvond  van  dezen 
vierhoek  is ,  hebben  wij 

I  =  |«V(25  —  I0|/5) 
en  hierdoor  wordt 

S(I)  =  5%a*(5  +  3i/5M25  —  10^5), 
of  na  herleiding 

a  (i)  =  *•  vfu>  +  2|/5). 
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CLXXIIL    Voorstel. 
Voor  F.  C.  Radijs. 

Wannéér  men  in  de  driehoeken ,  die  de  punten  der  in- 
de laalête  vooretellen  genoemde  vjjfpuntige  eterren  uitma- 
ken, cirkels  beschryft,  en  de  middelpunten  der  cirkels,  dis 
tot  eene  uelfde  ster  behooren,  door  regte  lynen  vereenigt, 
ontstaat  er  voor  elke  ster  een  nieuwe  regelmatige  vyfhoek- 
Nu  begeert  men  de  som  te  vinden  van  de  omtrekken  van* 
ai  deus  nieuwe  vtjfhoekent 

Opgelost  door  J.  Dadox  Ghijben  ,  J.  A.  H  aksen,  D.  W. 
Hinse,  G.  Koster,  11.  Middelburg,  J.  C.  Olivier,  F. 
C.  Radijs,  J.  S.  Sfeijer,  J.  Teixeira  de  Mattos,  Je., 
H.  Kloos  en  J.  Sjobhxs. 

*    Oplossing  van  J.  Badow  Ghijben, 

De  opvolgende  vijfpuutige  sterren  zijn  gelijkvormige  figu- 
ren, in  elk  van  welke  op  dezelfde  wijze  een  nieuwe  regel- 
matige vijfhoek  wordt  geconstrueerd;  de  omtrekken  dezer 
nieuwe  vijflioeken ,  zijn  dos  evenredig  met  de  omtrekken  der 
vjjfpuntige  sterren  waartoe  zij  behooren.  Stellen  wij  dos  de 
omtrekken  dezer  nieuwe  vijf  hoeken  door  O,  O',  O',  O",  cnsu 
en  de  som  dier  omtrekken  door  Jg  (O)  voor ,  dan  hebben 
wjj ,  even  als  in  het  CLXX1.  Voorstel  , 

S  (O)  =  ^—m  =  |Of  1  +  i/5). 

Om  na  de  waarde  van  S  (O)  in  de  zijde  a  des  oorspron- 
kelijken  vijflioeks  uit  te  drukken ,  behoeven,  wij  alleen  den 
omtrek  O  van  den  eersten  der  nieuwe  vijflioeken  te  berekenen, 

Deelen  wij  de  hoeken  F,  G,  11,  I,  K,  (Fig.  61)  mid- 
den door  de  lijnen  ab,  bc,  cd,  de,  ea,  dan  zijn  de  snij- 
punten a,  b,  c,d,e,  dezer  lijnen,  de  middelpunten  der 
cirkels ,  in  de  punten  der  eerste  ster  beschreven  \  a  b  c  d  e  is 
bijgevolg  de  eerste  der  bedoelde  nieuwe  vijf  hoeken,  en  deze 
vijfhoek  is  de  omgeschrevene  vijfhoek,  om  den  zelfden  cir-> 
kei ,  waar  in  de  vijfhoek  FGHIK  beschreven  is. 

Daar  nu  de  zijden  en  dus  ook  de  omtrekken  der  regelmar 
tige  vijflioeken  om  en  in  eenen  zelfden  cirkel  beschreven  tot 
elkander  staan  als  —  1  4-  ]/5  tot  1 ,  (*)  hebben  wij  dadelijk 


(*)  De  atraal  eem  cirkels  als  eenheid  ••noemende,  wordt  het  Ter* 
bsnd .,  tusiehen  de  tijden  Z  en  s  der  om-  en  in-Jjeschrerene  regel- 
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Omtr.  abode  :  Omtr.  FGHIK  =  —  1  +  s/5  :  1; 
«de  eerste  dezer  omtrekken  is  die ,  welke  wij  door  O  hebben 
voorgesteld ,  en  roor  de  tweede  hebben  wij ,  blijkens  de  op- 
lossing van  het  GLXIX  Voorstel, 

Omtr.  FGHIK  =  5  X  KI  =  bom  —  |*(3  —  j/5), 

alxoo         O  :  |«(3  —  »/*)  =  —  l  +  V*  :  l  •> 
waaruit  dadelijk  volgt 

O  =  |«(3  —  v/5)  (—  1  +  l/*)  =  Mk<—  2  +  V*)l 
en   zoo  wij  nu  deze  waarde  voor  O  in  de  voor  g(O)  ge- 
vondene uitdrukking  substitueren ,  verkrijgen  wij 

S(O)  =  5«(~  2  +  1/5)  (l  +  1/5)  =  5«(3  -  »/5> 

CLXXIV.    Voorstel. 
Door  F.  C.   Badijs. 

Wanneer  men  cirkels  beschrijft  in  de  driehoeken,  die  er 
overblijven,  ah  men  de  eterren ,  in  de  vorige  voereteilen 
bepaald,  uit  de  vijf  hoeken,  waarin  zjf  beschreven  zijn, 
wegneemt,  en  de  middelpunten  dezer  cirkels,  op  gelijke 
wijxe  als  in  het  voorgaande  voorstel ,  vereenigt ,  verkrygt 
enen  eene  nieuwe  reeks  van  vijf  hoeken.  Ook  van  deze  vijf- 
hoeken  begeert  men  de  som  der  omtrekken  te  vinden? 

Opgelost  door  J.  Badon  Ghijben  ,  J.  A.  Hahsen  ,  D.  W. 
Hixse,  G.  Koster  ,  H.  Middblburg,  J.  C.  Olivier,  F.  C. 
Radijs ,  J.  S.  Speijer,  J.,  Teixeira  ds  Mattos,  Jr,  U- 
Kloos  en  J.  Siozmis. 

Oplossing  van  J.  Badon  Ghijbsk. 

Dit  de  gelijkvormigheid  der  achtervolgende  figuren,  is  het 
klaar ,  dat  ook  de  omtrekken  van  de  vijf  hoeken  dezer  nieuwe 

matige  veelhoeken  Tin  hetselfde  aantal  tijden ,  soo.als  bekend  is9 
uitgedrukt  door  de  formule 
U 

agn  nu  dese  regelmatige  veelhoeken  vijfhoeken,  dan  is,  100  als  mede 
bekend  is,    *  =  Jl/(10  —  fy/5)    en  **  =  i(5  —  1/5) ,-  hierdoor 
verandert  dan  de  Torige  evenredigheid  achtervolgen»  in : 
Z  :  z=2  :  |/{4— i(5—^5)}=2  :  'ft/(6+li/5)  , 

Z  :  %=4  :  l/(6+2l/5)=4  :  1+K5  , 

Z  :  z=4(~l+i/5)  :  (1+V i)(«l+j/5)dH+|/B)  :  4f 
dat  is  eindelijk 

Z  :  *=  —i+f/5  :  1. 


310  NIEUWE    WISKUNDIGE. 

» 

reeks  in  dezelfde  reden  zullen  afnemen ,  als  de  omtrekken 
der  vijfhoeken  en  vijfpuntige  sterren ,  waarvan  de  sommen 
in  het  CLXIX  en  CLXX1.  Voorstei»  bepaald  zijn. 

Indien  dos  O,  O',  0%  O",  enz.  de  omtrekken  Tan  de 
vijfhoeken  dezer  nieuwe  reeks  zijn  en  S  (O)  de  som  van  die 
omtrekken  voorstelt,  hebben  wij,  even  als  in  de  genoemde 
voorstellen , 

%  (0)  =  jiL  =  §0(1  +  i/5); 


zoodat  nog   alleen  de  vraag  kan  zijn ,  ook  hier  O  in  de  zij- 
de a  des  oorspronkelijken  vijfhoeks  nit  te  drukken* 

Laat  na  fghik  (Fig.  61)  de  eerste  vijfhoek  zijn  der  hier 
bedoelde  reeks,  dat  is  de  vijfhoek,  waarvan  nn  de  omtrek 
door  O  is  voorgesteld  geworden,  dan  is  eene  diagonaal  fh 
van  dezen  vijfhoek  gelijk  aan  de  zijde  fiG  des  oorspronke- 
lijken vijfhoeks.  Zoo  wij  namelijk  h  C  en  f  B  trekken ,  dee- 
len  deze  lijnen  de  hoeken  OCH  en  ABF  midden  door,  om- 
dat h  en  f  de  middelpunten  zijn  van  de  cirkels  in  de  drie- 
hoeken DEH  en  ABF  beschreven;  de  hoeken  hCB  en  f  BC 
bevatten  das  ieder  twee  en  een9  halven  hoek  van  36°,  en 
zijn  alzoo  regt;  de  lijnen  hC  en  fB  zijn  voorts  klaarblijke- 
lijk even  groot ,  derhalve  is  h  CB  f  een  regthoek  en  bijgevolg 
f h  =  BC  :=  a.  Daar  nu,  in  eiken  regehnatigen  vijfhoek, 
de  zijde  tot  de  diagonaal  staat  als  1  tot  $(1  -f-  |/5) ,  heb- 
ben wij 

fg:  fh  =  l  :  |(1  +  \/b), 
waaruit  volgt 

2fh  la  ,  ,      i    .      y*% 

f«  =  r+75  =  r+T75  =  «- l  +  Vb)' 

0  =  5  xfg  =  K-  1+1/5), 
door  substitutie  van  welke  waarde  wij  ten  slotte  verkrijgen 

53(0)  =  |fl(-  1  +  v/5)  (I  +  |/5)  =  5a. 
De   hier   bedoelde  som  van  omtrekken  is  dos  gelijk  aan  den 
omtrek  des  oorspronkelijken  vijfhoeks. 

CLXXV.    VooasTXi». 
Door  K.  Smit. 
Eene   rekettkunetige   reeks  van  n  termen  te  vinden,  zoo- 
dat  de  mom    van  de  derde  magten  dezer  termen  weder  eene 
volkomene  derde  magt  z$t 
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Opgelost  door  J.  S.  Speijer  ,  F.  C.  Radijs  «jc  J.  Teixei- 
ba  ds  Mattos,  Je. 

Oplossing  va»  J.  S.  Speijer. 

Laat  a,  *  -f-  *,  a  -J-  2©,  a  +  3* ,  «**.  eene  reken- 
kunstige  reeks  zijn ,  die  de  eigenschap  heeft ,  dat  de  som 
Tan  de  derde  magten*  harer  termen  weder  eene-  derde  magt 
b.  v.  t*  is;  indien  men  dan  al  de  termen  dezer  reeks  met 
of  door  een  zelfde  getal  è  vermenigvuldigt  of  deelt ,  zal  men 
eene  nieuwe  rekenknnstige  reeks  verkrijgen ,  en  de  som  van 
de  derde  magten  Tan  de  termen  dezer  nieuwe  reeks  zal  dan 

i$t*  of  — ,  en  das  insgelijks  eene  derde  magt,  zijn.   Hieruit 

volgt :  ten  eerste ,  dat  indien  men  eene  reeks  gevonden  heeft, 
die  aan  de  vraag  voldoet  en  waarvan  de  termen  breuken 
zijn,  men  eene  voldoende. reeks  in  gebeele  getallen  zal  ver- 
krijgen ,  •  door  de  termen  der  eerste  met  den  gemeenschappen 
lijken  noemer  te  vermenigvuldigen $  en  ten  tweede ,  dat  men, 
zonder  aan  de  algemeenheid  der  oplossing  te  kort  te  doen , 
het  verschil  der  reeks  naar  welgevallen  kan  aannemen. 

Nemen  wij  dan  het  getal  2  als  het  verschil  der  te  vindene 
reeks  aan,  dan  kunnen  wij  de  reeks  voorstellen: 
1°  indien  n  even  of  n  =  2m  is ,  door 
s— (2s*~  1),  *— (2s*— 3),  ««««.««*— 5, 4T— 3,  *— 1,  jr+1,  x+3, 

jr+5,  enz...„..~x+(2tn— 3),  jp+(2«— 1) ; 
en  2°  indien  n  oneven  of  n  ==:  2m  -f-  1  is ,  door 
«~2m,  jr—  (2«— 2),  jt— (2«— 4),  *ns...........jr~4,  x— 2,  x,  x+t, 

x+k,  4nz.**...*.*x+{2m—k)y  jr-|-(2m— 2),  x+2m. 

In  het  eerste  geval  vinden  wij ,  voor  de  som  van  de 
derde  magten  der  termen, 

.  n*8  +  6*{1*  +  3*  +  5a  +  ««**  .  • .  +  (2m  — 1)*\ 
en  in  het  tweede  geval 

***  +  24jp{12  +  2»  +  3*  -f-  enz. +  m*\  ; 

daar  nu  door  de  bekende  leerwijze,  voor  het  sommeren  der 
rekenkunstige  reeksen  van  de  tweede  orde,  gemakkelijk  ge- 
vonden wordt 

la+3a+ö3+  *nz -f-  (2«—  \y  =  |«(2«+1)(2»— 1) 

en  1  »+2a-f-3*+  enz. . . . .  +  m*  =  £m(m-f-l)  (2m+l J, 
komt  ex  voor  de  som  der  derde  magten :  in  hel  eerste  geval 

**»  +  2»(2»  +  1)  (2»  —  l)x 
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en  in  het  tweede  geval 

mr*  +  4mfm  +  1)  (lm  +  l)j?; 
of,    daar  in  het  eerste  geval  m  zs  \n  en  ia  het  tweede  ge* 
val  jm  =  \n  —  |   is,   in  beide   gevallen,    door  snbatitntie 
dezer  waarden  voor  m9 

«jr»  +  *(*  —  1)  (»  +  1)*    of    n«»  +  («■  —  *)*, 
zoodat  het  er  nn  slechts  op  aankomt  x  zoodanig  te  bepalen, 
dat  deze  uitdrukking  eene  volkomene  derde  magt  worde. 

Dewijl   wij    hieraan  kannen  voldoen ,  door  x  =  1  te  ne- 
men,  als  wanneer   ux*  -f-  (*s  —  n)x.  =s  **   wordt,   zoo 
stellen  wij  x  =  y  -j-  1 ,  alsdan  wordt 
jup»  +  («»  —  *)*  =  ny*  +  3*ya  +  (»3  +  2*)y  -J-  **; 
laat  nn  py  +  »  de  derdemag ts wortel  hiervan  zijn ,  dan  ia 

ny*  +  3nya  -{-  (**  +  2«)y  +  «»  =  (py  +  *)3  * 
of    (»— />$)y8  +  (3«±-3/iaii)ya  -}-  («*+2*— 3/>«aJy  =  ft 

Stellen    wij   verder  *3  +  2*  —  3/Mia  =  0,    dan  wordt 

«a+2 

ji  —  —^~~  >  terwijl  de  laatste  vergelijking,  na  deeling  door 
oh 

y* ,  overgaat  in 

(n  —  p3Jy  +  3*  —  3/>a«  =  0;. 

hiertut  vinden  wn        y  =  —  • ~ 

7  »— f>3 

na«4— 2 
of.  na  substitutie    der   bovenstaande   waarde  p  zs  — — 
'  ^3» 

en  behoorlijke  herleiding , 


«a 


*  *  »4— 5»aH-4 

J—  »*— 2l»4+12»a+8  —  »♦— 20*a 

waaruit  eindelijk  volgt 

—      ^  i  _         8(«a-l)a 

X  ~  V  4-  1  —  —  — ■» 

.Toor  n  —  3  is  jr  =:  +  $£|r  en  dus  de  gevraagde  reeks 
x  -  2  =  fgfr,  x  =  |il  en  *  -j-  2  =  &$ ; 
zoo  wij  al  de  termen  door  T§y  deelen,  verkrijgen  wij  in  ge* 
heele  getallen   de  reeks    149,  256  en  363,  waarvan  de  som 
der  derde  magten  67917312  =  (408) 3  is. 

Voor  n=r:4is  *  =  25  en  dus  de  gevraagde  reeks 
X— 3  =  22,  *  —  1  =  24,  *4-l  =  26  en  jp  +  3  =  28; 
zoo  wij   hier   al   de   termen   door  2  deelen  ,  verkrijgen   wij 
de  reeks    11,    12,    13  en    14;    en  de  som  van  de  derde 
magten  der  termen  wordt  na  8000  =  (20) 3. 
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Voor  «  ===  5  is  «r  =:  —  V/  en  de  pee^8  wordt  dan 

*+2=— 4T8/  en  jt+4z=- W  't 
zoo  wij  weder  alle  deze  termen  door  —  &  deelen,  bekomen 

wij   de  reeks  282,  269,  256,  243  en  230,  zijnde  nn  de  som 

van  de  derde  magten  der  termen  85184000  =  (440) 9  ;  enz. 

Aanmerkingen.  1°.  Indien  men  *  =:  2  neemt,  dan  is 
x  zsz  1  ,  en  de  getallen ,  hoewel  geene  reeks  uitmakende , 
zijn  dan  0  en  2;  dit  komt  overeen  met  de  bekende  stelling  , 
dat 'aan  de  vergelijking  p*  -|-  y3  r=  r3  nimmer  voldaan 
kan  worden  met  ratio nale  waarden  voor  p,  f  en  r ,  zonder 
dat  eene  dezer  drieN  getallen  nol  zij. 

2°.  Men  zal  steeds  reeksen  in  positieve  geheele  getallen 
verkrijgen,  zoo  lang  de  eerste  en  laatste  termen,  of  jp— ►(»— X) 
en  x  -f-  (n  —  Ij,  met  hetzelfde  teeken  zijn  aangedaan. 
Verschillen  echter  de  teekens  dezer  termen ,  .dqn  zullen  er 
noodzakelijk  negatieve  termen  in  de  reeks  moeien  voorkomen. 

Om  nu  te  onderzoeken  ,  voor  welke  waarden  van  n  deze 
teekens  verschillend  zullen  zijn ,  stellen  wij ,  in  de  uitdruk- 
kingen *  —  (ft  —  1)  en  jr  +  (»  —  1)  ,  voor  x  de  boven- 
gevondene  waarde,  dan  verkrijgen  wij  • 

,       ,x         ,       ii    »4-r-8»3— 12fia-~8n— 16 

,-(,-i)=-(„-i)x    ^°n<_2Qn2_4   - 

.      ,x     A   f      ,,    —  »4+8»8+?8»a— 8n 
en  x-h(«-l)=-(»-UX „4_2QfJ..qï * 

Dewijl  voorts 
n4+8n5— 12na— 8«— 16ji=(»— 2)(»8+10»a+8ft+8) 
en  -.»4+8»sH-28»a—8ft==:ii(--its+8»a+28fi--«J 

is  terwijl  uit  den  aard  der  zaak  n  positief  en  grooler  dan 
2  is  zal  het  genoegzaam  zijn  na  te  gaan ,  voor  welke  waar- 
den van  «  de  uitdrukkingen  *s  +  10»a  +N  8*  +  8 
en n9  +  8fta  -+-  28»  —  8  verschillende  teekens  zullen  ver- 
krijgen-, ofwel,  voor  welke  waarden  van  n  de  uitdrukking 
*s  8na  —  28»  +  8  positief  zal  wezen. 

Daar  men  nn  dez,e  laatste  uitdrukking  kan  schrijven  in  de 

vormen 

<na+2ft)(«--10)--8(!i--l)      of     (»M-3«)(ii-11)+(S*+8)  , 
zoo  blijkt  dadelijk,    dat   zij    positief  zal   zijn,   indien  n  = 

of  >  11,  maar  negatief,  indien  »  =  of  <  10  is;  en  hier- 

I.  QZZZ»  X 
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uit  Tolgt  dan  eindelijk ,  dat  door  de  voor  x  gevondene  waar- 
de steeds  in  positieve  getallen  aan  het  voorstel  kan  beant- 
woord worden,  200  lang  men  reeksen  van  minder  dan  elf 
termen  begeert,  maar  dat  voor  n  =  of  >  11  altijd  sommige 
termen  negatief  zullen  zijn* 
3*.    Door  in  de  uitdrukking  nx*  +  (*$  —  n)x  te  stellen 

S(n2  —  l)2 
•  -—  %  —  L '- t  en  verder  als  boven  te  hande- 

ten ,  zal  men  nog  andere  waarden  voor  x  kunnen  vinden  ; 
het  opsporen  van  zulke  andere  waarden  hebben  wij  echter, 
wegens  het  omalagtige  der  berekeningen,  achterwege  gelaten. 

CLXXVI.    Voobstsi.. 
Door  J.  Bassan. 

D.  uitdrukking  -^^^0-   te  integreren? 

Opgelost   door  D.  W.  Hinsb,  J.  Bassan  ;  F.  C.  Badijs, 
J.  5.  Sfeijbb  on  L.  J,  Uiman. 

Oplossing  van  D.  W.  Hmsx. 
Omdat   1    +    Co$.2<p   =  2 Cos.2  0  is ,   kan   de  gegevene 
uitdrukking   onder   de  volgende  gedaante  worden  voorgesteld 

lf<p\/(Tang.  <p  —  1) 
Com.*  $  (1  +  Tang.  <p)' 

en  daar  — — ^—r  —  #•  Tang.  <p  is,  zoo  kan  de  laatstgevon- 
Co§.ü  Q 

dene  uitdrukking  aldus  geschreven  worden, 

Ï.  Tang.  Q  {/(Tang.  <p  —  1) 

1  +  Tang.  <p 

Stelt  men  nu  \/(TangjQ — 1)=*#  zoo  is  T<i»£.0=l+*a, 

1  +  Tang.  0  =  2  +  *a  ,  *.  Tang.  0  =  2z#%  en  dus  is 

*.  Tang.  <p  VJTang.  0  —  1)  _  2*a*s 

1  +  Ta*$.  $  2-r-*a# 

Deelt %  men    2ft*#*    door    2    +   *%t  dan  is   het    quotiënt 

28 m  — ,  zoodat  de  gevraagde  integraal  is 

Dewijl J^sisrZ*,  en X5~-r=(2|/2)fi«o<jT«w'.|«/2  is, 

zoo  vindt  men ,  voor  *  derzelver  waarde  \/(Tang.  0—1) 
schrijvende, 
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waarnit  dadelijk  volgt: 

_(**+»'  \— i   ■  c_  f  *V  \i  .  c_ w  *'9*     ,  c 

CLXXVIII.         VoORSTEI.. 

Doir  J.  Badon  Ghijben. 

Te  integreren  de  differentiaal  vergelijking 

tf*  ïz 

*-C=ZXTx+VTy> 
waarin  *  een*  functie  der  onaf  hankeljjk  veranderlijke  groot- 

<$%       <fz 
heden  x   en  y   vooretelt ,  terwijl  —  en  ^  de  differentiaal- 
quotiënten    dier  functie    ten    opzigte   van   x  en  y  ieder  in 
het  bijzonder  zijn? 

Opgelost  door  F.  J.  Stamkaht  en  J.  Badov  Ghijbbn. 
I.    Oplossing  van  F.  J.  Staukart. 

De  opgegevene  vergelijking  behoort  tot  de  zoodanige,  die 
in  de  hoogere  analysis  hetzelfde  zijn  als  de  onbepaalde  ver- 
gelijkingen in  de  gewone  stelkunst ;  zij  bevat  eene  voorwaar» 
de  te  weinig,  om  z  bepaaldelijk  in  x  en  y  te  kannen  uit- 
drukken, en  er  bestaan  diensvolgens  een  oneindig  aantal 
vormeü,  waaruit  de  voorgestelde  vergelijking  kan  afgeleid 
zon ,  die  echter  alle  met  elkander  in  een  zeker  verband  staan. 

Wanneer  eene  functie  z  van  twee  onafhankelijk  verander- 
lijke grootheden  x  en  y  gedifferentieerd  wordt,  bekomt  men 
in  het  algemeen 

Hz  =  £-##  +  j-Vy  =  fX*  +  qTSy   ....  (ij 

en  het  is  duidelijk,  dat  men  uit  deze  vergelijking  de  oor- 
spronkelijke functie  z  niet  zal  knnnen  terug  vinden,  ten  zij 
bekend  is ,  welke  fuuctiën  van  x  en  y  door  p  en  q  worden 
voorgesteld;  dat  is,  ten  zij  de  vormen  der  fan  ctiën /)=$(>,  j) 
en  q  =  <P'(*t  y)  gegeven  zijn.  De  leerwijze,  om  in  zulk 
een  geval  de  vergelijking  (1)  te  integreren,  bestaat,  zoo  als 
bekend   is ,  daarin ,  dat  men  zich  eerst  overtuigt  van  de  ge- 
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Ifjkheid  der  differentiaal-quotiënten  ~  en  ^.    Deze  gelijkheid 

-werkelijk  bestaande,  beschouwt  men  eene  der  onafhankelijk  ver- 
anderlijke grootheden,  by  voorbeeld  y  f  als  standvastig;  inte- 
greert in  die  onderstelling  de  vergelijking  <Sz  =  0(x ,  y)Hx , 
en  voegt  bij  de  uitkomst,  in  plaats  van  eene  standvastige 
grootheid,  eene  nog  onbepaalde  functie  van  y.  Deze  functie 
van  y  wordt  vervolgens  bepaald,  door  de  verkregene  inte- 
graal, in  de  onderstelling  dat  x  standvastig  is,  te  differentie- 
ren ,  de  differentiaal  die  men  daardoor  verkrijgt  aan  Q'(x,  y)$y 
gelijk  f  e  stellen ,  en  dan  nogmaals  te  integreren. 

Zijn  de  vormen  der  functicn  p  =  (p(x,  y)  en  g  z=z  <p' (x,  y) 
niet  elk  afzonderlijk  gegeven,  dan  kan  deze  leerwijze  niet  meer 
in  haar  geheel  worden  toegepast,  en  de  integraal  kan  dan 
ook  niet  meer  in  eenen  geheel  bepaalden  vorm  aangewezen 
worden.  Was,  bij  voorbeeld,  alleen  p  bekend,  dat  is,  kende 

men  alleen  den  vorm  der  functie  —  ^  p  =  $(x  *  y)> 
dan  zoude  de  integraal  moeten  uitgedrukt  worden  door 

*  =  f  <K*>  v)**  +  Y    •  •  •  •  (Vf 

-waarin  Y    eene   geheel   onbepaalde  functie  van  y  voorstelt, 

$z 
die;    omdat   de  vorm  der  functie  -r-  :=  q  rs:  <p'(x ,  y)  on- 
bekend  is,    ook    niet   bepaald  kan  worden,  zoo- 'at  de  inte- 
graal almede  eenen  onbepaalden  vorm  moet  blijven  behouden. 

In  de  opgegevene  vergelijking  zijn  p  en  q  geen  van  beide 
bekend  j  men  kent  alleen  eene  betrekking  tusschen  deze  di£Ee<- 
rentiaal-quotienten ,  de  veranderlijke  grootheden  x  en  yf  en 
de  functie  %  ;  deze  betrekking  verschaft  echter  ééne  voor- 
waarde, waaraan  de  te  vindene  integraal  voldoen  moet, 
evenzeer  als  het  ééne  voorwaarde  zou  verschaffen,  dat  p 
geheel  bekend  en  q  geheel  onbekend  ware;  het  valt  dan  ook 
gemakkelijk,  door  het  aannemen  eener  nieuwe  veranderlijke 
grootheid ,  uit  de  gegevene  vergelijking  tusschen  p  en  q  eene 
andere ,  tusschen  twee  differentiaal-quotiënten  p'  en  q'  af  te 
leiden,  waarin  p'  geheel  bekend  en  q'  geheel  onbekend  is. 
En  uit  deze  nieuwe  vergelijking  kan  dan  de  onbepaalde  in- 
tegraal, volgens  het  boven  aangevoerde  (2),  gevonden  worden. 

Volgens  de  opgaaf  is  namelijk 

X  3 
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*  —  *  =  p*  +  qy (%) 

en  omdat  %  eene  functie  van  x  en  y  is 

%%  rr:  pXx  +  qty (4) 

stellen  wij  na  slechts , 

y  =  tx    en  das    Hy  =  tiix  +  xKt      .    .    (5) 

waardoor  t  r=  —  eene  nieawe  veranderlijke  grootheid  wordf , 

zoodanig,  dat  wij  *  als  eene  functie  van  de  twee  onafhanke 
lijk  veranderlijke  grootheden  x  en  t  kannen  beschouwen 
dan  gaan  (3)  en  (4)  over  in 

*  —  c  =  px  +  qtx  =  (p  +  qt)x       .     .     (6)^ 
t%  —  /#*  +  qtix  +  y**/  =r  (p  +  yijaTjc  -h  y**l  (7} 

en  wij  verkrijgen  das ,  door  uit  (6)  te  trekken  p+qtzz:?^? 

x 

én  deze  waarde  in  (7)  over  te  brengen, 

**  =  — J- ^  +  9***      •    •     •    •    (8) ; 

maar    2   als  eene  functie  van  x  en  t  beschouwende,  hebben 
wij  ook 

<Sz  =r  p'<fx  -f-  y'tfr •    (9) 

en    in   deze  vergelijking  is  nu  blijkens  (8)  p'  =  *~°  geheel 

* 

bekend ,   terwijl   er   geen    middel    bestaat ,  om  uit  de  opgaaf 
q'  =  y*  te  vinden. 

Integreren    wij    na    de   vergelijking    (9) ,   in  de  onderstel- 
ling  dat  t  standvastig  is  ,  dan  komt  er  achlervolgens : 

* 


* — e  * 

Log.  (%  —  c)  =5  £*£.  *  4.  x^..  Q, 

*  —  c  rr  x  C, 
en   daar   de    toegevoegde   grootheid    C   geene    standvastige, 
maar   eene    functie  van    f,    moet  wezen,    zoo  hebben  wg 
eindelijk 

*  -  c  —  *ƒ  (*) 

%.rf  s~ü  =  jr>(x) (10), 

voor  de  begeerde  integraal. 

Men   kan  zich  van  de  deugdelijkheid  dezer  uitkomst  over- 
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tuigen,   indien    men   slechts  uit  (10),  door  differentiatie,  de 
opgegevene  differentiaal-vergelijking  weder  te  voorschijn  brengt 

Differentiëren  wij  alzoo  (10) ,  daarbij  X.f  f-?- )  voorstellende 

^  x 

door  f  (—je.   (2S) ,  dan  vinden  wij 

of,  daar  1.  JL  —  ^ï^f    ea    volgens    (10)  f  (£)  __ 


t—c  . 
—  w, 


x  x  \  x  y 

Stellen  wij  na  hierin  beartelings  y  en  x  standvastig,  dan 
verkrijgen  wij 

ft.  =  =4.  -  *,(£  «  £,  =  *,(X) 

*     s  =  ~  -  i  Ki)  -  g  =  /'CD . 

als  imf'f — J  tusschen  de  beide  laatste  vergelijkingen  eli- 
minerende ,  komen  wij  werkelijk  op  de  gegevene  vergelijking 
terag.  Deze  terngkeer  tot  de  gegevene  differentiaal- vergelij- 
king verspreid  een  nienw  licht,  over  het  onbepaald  blijven 
der  integraal ;  want  men  ziet  er  uit,  dat  de  gegevene  ver- 
gelijking moet  beschouwd  worden ,  als  te  zijn  ontstaan  uit 
de  vergelijkingen 

'tusschen    welke   eene   zekere   functie  van  x  en  y  is  geëlimi- 
neerd  geworden.      Deze    beide    vergelijkingen   bepalen  %  als 
'functie   van    x  en    y  volkomen ;  maar  de  ééne  vergelijking , 
die   er  na   zulk  eene    eliminatie   te  voorschijn  komt ,  is  tot 
die  bepaling  ontoereikend. 

De  vergelijking  (10)  is  hi  het  algemeen  die  van  alle  ke- 
celvlakken,  waarvan  de  top,  of  liever  het  middelpunt,  tot 
coördinaten  heeft  *  =  0,  y  =  0  en  *  =  c;  want  trekt 
rafcn  uit   dit  punt  eene  lijn ,  naar  het  pont  aangewezen  door 
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de    coördinaten  jr,  y  en  s,  dan  zal  de  projectie  dezer  Kjirr 
op   het    vlak   der  xy,  met  de  as  der  jr  eenen  hoek  maken, 

waarvan  de  trïgonometrische  tangens  —  is;   en  de  projectie' 

dezer  zelfde   lijn,  op  het  vlak  der  xz,  zal  met  de  as  der  x 

eenen  hoek  maken,  waarvan  de  tangens  is  •   Dewijl  na 

X 

eene  functie  van  —  is ,  zoo  blijft  de  stand  der  genoem- 


de lijn  onveranderd,  wanneer  de  verhouding  —  standvastig 
blijft;  waaruit  volgt,  dat  alle  zoodanig  getrokkene  lijnen 
het  oppervlak,  door  de  vergelijking  :=ƒ■  —  ■  voorge- 
steld, met  hare  geheele  lengte  zullen  aanraken,  en  dat  dos 
dit  oppervlak  een  kegelvlak  zijn  moet. 

Schrijft  men  in  de  voorgestelde  vergelijking,  in  plaats  van 

p  en  y,  dat  is  in  plaats  van  —  en  — ,  de  standvastige  coëffi- 
ciënten A  en  B,  dan  gaat  dezelve  in  die  van  een  plat  vlak 
over ,  dat  als  een  bijzonder  geval  van  de  kegelvlakken  kan 
aangemerkt  worden.  Zoodra  echter  A  en  B  veranderlijk 
zijn ,  moet  men  zich  dat  platte  vlak  als  in  beweging  voor- 
stellen ,  doch  altijd  door  het  pont  gaande ,  waarvan  x  —  0 
y  =  0  en  s  m  o  de  coördinaten  zijn ;  de  verzameling  van 
al  de  doorsnijdingen  van  dit  vlak  met  zich  zelven ,  in  twee 
onmiddellijk  op  elkander  volgende  standen,  zal  alsdan  het 
genoemde  kegelvlak  daarstellen ,  dat  alzoo  door  het  platte 
vlak  gednrig  wordt  aangeraakt* 

Aawmmuuho.  De  leerwijze,  die  ons  tot  de  integraal  der 
voorgestelde  vergelijking  geleid  heeft,  kan  ook  tot  het  inte- 
greren van  meer  samengestelde  vergelijkingen ,  tusschen  ge- 
deeltelijke difierentiaai- coëfficiënten,  uitgestrekt  worden. 
Welligt  wordt  het  niet  geheel  ten  onpas  gerekend,  dit  nog 
kortelijk  hier  bij  te  voegen. 

Zij  in  het  algemeen  gegeven  de  vergelijking 

R  =  pë  +  Q^  =  I>  +  ^-  •  •  («)> 

waarin   P ,   Q   en  R  willekeurige  uitdrukkingen  verbeelden , 
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nit   de   oo afhankelijk    veranderlijke    grootheden    x    en   y  en 
derzelver  functie  *  zamengesteld  j  dan  heeft  men  ook  nog 

Xx  =  jtix  +  qtiy  •  .•••«(*)» 
welke  laatste  vergelijking ,  ter  bereiking  van  het  doel ,  moet 
-veranderd  worden  in  eene  andere 

**  =  ptx  +  q'tt (V), 

waarin  p'  geheel  bekend,  doch  q   geheel  onbepaald  ia. 
Zij  daartoe  in  het  algemeen 

y  =r  F(x ,  t)    en    <!y  r=  mKx  -f-  nit9 
dan  wordt  volgens  (b) 

ï%  =  p&x  -f-  qmSSx  +  qnUt  —  (p  +  qmfix  -f-  qritt 
en  das.  is,  volgens  (ff)  , 

p  +  qm  =  ft     en    qn  =  f', 

waaruit  volgt 

»'«— q'm  q' 

ƒ>=- —    en    q  =  -i.; 

Ji  ii 

door  substitutie  dezer  waarden  voor  p  en  q%  verandert  fa)  in 

»R  =  P(/«  —  q'm)  -+-  Qq' 
of  «R  =  Vnp'  —  (?m  —  Q)y'     .    .    .    •    (a'). 

"Wij  hebben  alzoo,  in  plaats  van  (a)  en  (b)9  de  vergelijkin- 
gen (a')  en  (ff) ,  waarin  a  en  y  als  fancliën  van  ,x  en  I 
beschouwd  worden. 

Het  doel,  dat  wij  ons  voorstelden,  zal  nu  bereikt  zijn, 
zoodra  wij  er  in  slagen,  den  vorm  der  functie  F(x,  t) 
zoodanig  te  kiezen  ,  dat  <f  uit  (V)  verdwijnt ,  want  dan 
kan  p  nit  (a)  in  s,  x  en  t  uitgedrukt  worden  en  wordt 
dus  geheel  bekend;  daardoor  zal  dan  de  vergelijking  (ff) 
kunnen  geïntegreerd  worden,  als  eene  vergelijking  tusschen 
de  twee  alleen  veranderlijke  grootheden  x  en  «,  mits  men 
bij  de  daardoor  ontstaande  integraal,  in  plaats  van  eene 
standvastige,  eene  functie  van  $  voege,  welke  /  dan  we- 
derom eene  uit  y  z==  F(x,  t)  af  te  leidene  functie  van  x 
.en  y  is. 

Het  min  of  meer  raoeijelijke ,  dat  in  de  bedoelde  keuze 
gelegen  is,  hangt  natuurlijk  van  de  samenstelling  der  ge^e- 
vene  uitdrukkingen  P  en  Q  af,  waaromtrent  wij  in  geene 
verdere  bijzonderheden  kunnen  treden;  doch  stellen  wij  in 
het  algemeen,  zonder  eene  zoodanige  keuze, 
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D 

P;«  —  Q  =  O,  dan  wordt  p'  r=  ---, 

, .  $y  , #*. 

en ,  daar  m  ss  ~    en    jp    ss  ^-is  , 

Zx  ox 

Dewijl  na  in  deze  laatste  vergelijkingen  de  differentialen 
beide  van  y  en  van  %9  als  functie  a  van  x  en  I  beschouwd, 
alleen  ten  opzigte  van  x  genomen  zijn,  200  kunnen  die  ver- 
gelijkingen aangemerkt  worden  als  gelijktijdig  te  bestaan; 
dat  heet,  als  waren  dezelve  afgeleid  uit  twee  te  zamen 
plaats  hebbende  onbekende  vergelijkingen,  tusschen  x,  y,  % 
en  die  functie n  \{t)  en  ty'(t)  ,  welke  200  de  vergelijkingen 
(c)  ten  opzigte  van  x  geïntegreerd  werden,  in  plaats  van 
standva8ligen ,  bij  die  integralen  zouden  moeten  gevoegd 
worden. 

Indien  men  dus ,  door  integratie  van  (c) ,  de  bedoelde 
onbekende  vergelijkingen  kan  vinden ,  en  dezelve  onder  de 
«ybrmen 

*(*,  y,  %)  =  tff)  en  *'(*  ,  y,  a)  =  fff) 
brengt,  dan  zal' het  eindelijke  besluit  zijn,  dat  de  gevondene 
functie  *(x ,  y ,  9)  eene  onbepaalde  functie  van  de  insge- 
lijks gevondene  functie  *'(*,  y,  z)  is;  want  ook  van  de 
(beide  funcliën  ty(t)  en  f  (f)  is  de  eene  klaarblijkelijk  eene 
functie  van  de  andere» 

In  de  voorgestelde  vergelijking  is  P  n  x,  Q  ss  y, 
tl  -:sz  *  —  c ;  dus  worden  de  vergelijkingen  (c)  : 

#y  __  #* 


dat  is 


Tx-y 

en 

*c  =  ■  - c' 

Hy  __  TSx 

7  —   *" 

en 

*  —  c  ~~"    jr  ' 

hieruit  volgt    door  integratie ,    daarbij   in   plaats  van  stand- 
vastigen  functien  van  t  invoerende , 

y  ss  *4>(f)        en        «-c  =  jrf  (f) 

of  T  =  *W        en        !LT^  =  *,W 

en  das  eindelijk 
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Ki). 


h—    -. |-    — ^ .  — , 

—  c  o  x         z  —  c   cy 


u        en  —  =  v , 


z  —  c 

X  '  \x 

even  als  wij  "vroeger  gevonden  hebben.  ■ 

Uet  bovenstaande  kan  alweder  ten  bewijze  strekken  van 
de  stelling,  dat,  indien  men  oit  de  vergelijkingen  (c)  twee 
functiën  van  x9  y  en  z,  V  rr:  C  en  U  =  C',  heeft  afge- 
leid, alsdan  V  z=r  /(U)  de  integraal  van  (a)  zijn  aal;  welke 
stelling  het  eerst  door  Lagrange  en  iets  later  door  Mokoe 
is  bekend  gemaakt  (*). 

II.     Oplossing  van  J.  Badon  Gijijben. 
Schrijven  wij  de  opgegevene  vergelijking  in  de  gedaante 

x        <fz  y         tz 

* 
en  stellen  wij 

x      y 

•  ■  ~  u        en 

%  —  c  z  —  c 

dan  verandert  zij  in 

TSz  <fz 

l  =  u&  +  % (A>- 

Uit  de  gedane  stellingen  volgt 

x  y 

*  = \-  c        en        *  zï:  — — \~  c% 

U  V 

waarin  u  en  v  functiën  van  de  onafhankelijk  veranderlijke 
grootheden  x  en  y  zijn;  en  differentiëren  wij  beide  deze 
waaiden  van  z  7  beurtelings  ten  opzigte  van  x  en  van  y , 
dan  verkrijgen  wij : 

Hz  1  x    Tim  . 

ïx  —  T  ~T*Tx {)' 

%z  x    <fu 

?  =  -  T-55 (2), 

%y  u*    Xy  v  " 

$z  y  _$v 

(*)  (her  het  integreren  yan  yergeftjkingen  met  gedeeltelijke  diffe- 
rentiaal coëfficiënten ,  is  laatstelijk  door  het  medelid  des  Genoot- 
schap* ,  den  Heer  R.  Lobatto  ,  eene  yerhandeliog  uit  ge  ge  yen,  onder 
den  titel  Tan:  Mémoire  sur  V  integration  des  équations  lineair  es  aux 
differences  partielles  a  trots  variables ;  behoorende  tot  eene  door  ZEd. 
ontwikkelde :  Theorie  des  caracterisiiques  employees  dans  V analyse 
matkématique.    (Amsterdam  btf  C.  G.  Sgipxi  ,  4S87). 
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**  —  i.  —  JL  *1  m 

Substitueren    wij   in   (A)    de   waarden   (1)   en    (2),    dan 
komt  er 

.         .  x   Hu        vx  Hu 

tf     **  U*    #y 

of  na  herleiding 

**  —  —  —  —  «1- 

—  _  —  —  •  5—    •••••■    •     t*>/i 

#x  «    tfy 

substitueren   wij  echter  in  (A)  de  waarden  (3)  en  (4) ,  dan 
vinden  wij 

«y  *•    ,    ,         y    #* 
v2  Hx  v    Hy* 

of  na  herleiding 

*o  _         *    ** 

ty~  ~T#*x (6J» 

en   door   verder  het  product  van  (5)  en  (6)  te  nemen,  ver- 
krijgen wij 

Hu       Hv  __  Hv       Hu 

Stellen  wij  na 

Hu        w       Hv . 

waarin    N   eene   nieuwe  functie  van  x  en  y  voorstelt,  dan 
moet  volgens  (7)  ook 

Hu        M       Hv 

—  nr  N  x  — 
Hy  Hy 

zijn;  wij  hebben  alzoo 

— tfx  =  H.  ^-Hx 
ex  ex 

Hu  Hv 

1?»  =  N-  rf9' 

waarvan,    omdat  Hu^^-Hx+^-Hy  en  Hv=—Hx  +^-Hy  i», 

ex         3y  ox  2Ty 

de  som  geeft 

Uit  de  laatste  vergelijking  volgt  dat  N  eene  functie  van  9 
zal  moeten  zijn ,  en  dat  wij  dus  door  integreren  ook  zullen 
moeten  verkrijgen 
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«  =  F(r), 
zoodat  wij ,  hierin  voor  u  en  v  derzelver  waarden  stellende, 
voor  de  gevraagde  integraal  verkrijgen 

-£-  =  f(_M (Bj. 

a  —  c  \a  —  c/  v 

Differentiëren    wy    de   vergelijking  (8) ,  daarbij  kortheids- 
halve #•  Fl — - —  )  r:  Nï.  — - —  stellende  ,   daa  komt  er 
\*  —  c/  *  —  o 


*  —  o  «  —  c 

of,  de  difierentiaticn  uil  voerende  en  daarna  met  (*  — -  c)a 
vermenigvuldigende , 

(*  —  c)#4?  —  xt%  =  N{(a  —  e)<ly  —  ySVl. 

Nemen  wy  hierin  beurtelings  #y  en  tfx  gelijk  nul ,  dan  vin- 
den wij 

en  zoo  wij  na  tusschen  de  beide  laatste  vergelijkingen  N 
elimineren ,  komen  wy  op  de  gegevene  vergelijking  terug , 
waardoor  de  juistheid  der  gevondene  integraal  proefonder- 
vindelijk wordt  bevestigd. 

Aanmerking.  De  integralen ,  in  deze  en  de  vorige  op- 
lossing gevonden ,  verschillen  slechts  in  vorm ;  om  dit  aan  te 
toonen  merken  wij  op ,  dat  uit  (S)  volgt 

ér.  =  *  C"^) 


2 


of ,  *  —  c  =  wx  stellende ,  als  wanneer  w  r= 

dat  is  —  =  w  X  <P{*>)\ 

x 

hiernit  volgt  nu  weder 

.  =  rd) 

of,  voor  w  hare  waarde  stellende, 

— C=/O0 

x  v.  x'' 


..      *  —  0  . 


IS 


» 
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en 


z_c  =  *X/(£), 


even  als  vroeger 

CLXXIX.     V  o  o  a  s  t  e  i.. 

•     •     « 

Door  J.  Badon  Ghijben. 
AU   men,    door   het   zwaartepunt  eener  driehoekige  pira- 
mide,   een    vlak    brengt,    dat    evenwijdig   hopt,    met  twee 

over  elkander  êtaande  ribben  der  piramide ,  zal  dit  vlak 
even  ver  van  elk  dezer  ribben  verwijderd  zijn*  Men  vraagt 
het  LewijB  hiervan? 

Opgelost   door  J.  Badon  Ghijben. 
Oplossing  van  J.  Badon  Ghijben. 

Laten  AB  en  CD  (Fig.  62)  twee  over  elkander  staande 
ribben  eener  driehoekige  piramide  ABCD  zijn,  trekken  wij 
dan,  uit  eenig  punt  A  der  ribbe  AB,  eene  lijn  AE  evenwij- 
dig met  de  ribbe  CD,  en  brengen  wij  door  AB  en  AE  een 
vlak  FG,  dan  zal  élk  vlak,  dat  evenwijdig  met  FG  is,  ook 
evenwijdig  met  de  twee  over  elkander  staande  ribben  AB 
en  CD  zijn.  Elke  doorsnede  der  piramide  ,  zoo  als  MNPQ, 
die  evenwijdig  met  FG  is,  zal  een  parallelogram  zijn  5  want 
dewijl  het  vlak  MNPQ  evenwijdig  met  AB  is,  zijn  ook  PQ 
en  MN  ieder  in  het  bijzonder  evenwijdig  met  AB  en  das 
onderling  evenwijdig;  en  omdat  MNPQ  evenwijdig  met  CD 
is,  zijn  even  zoo  MQ  en  NP  beide  evenwijdig  met  CD  en 
dus  ook  evenwijdig  met  elkander.  Laten  M'  en  D'  de  pro- 
jectien  der  punlen  M  en  D,  bijgevolg  AM'D'  de  projectie 
der  ribbe  AMD,  op  het  vlak  FG  zijn,  en  zij,  ter  bepaling 
van  de  plaats  van  het  snijdende  vlak  MNPQ,  MM'  =  j, 
dan  zal  $x  X  Inh.  Par*  MNPQ  eene  differentiaal  van  den 
inhoud  der  piramide  zijn ,  en  ,  zoo  wij  DD'  n  A  stellen , 
zal  deze  differentiaal  van  x  er  0  tot  x  =  A  moeien  gein- 
tegreerd  worden,  om  den  geheelen  inhoud  der  piramide  te 
verkrijgen. 

Indien  wij  deze1  differentiaal  door  #1  en  den  afstand  van 
het  zwaartepunt  der  piramide  tot  het  vlak  FG  door  %  voor- 
stellen,  zullen  wij,  volgens  de  theorie  der  zwaartepunten, 
al  >er?er  hebben 

.  =  £*' 

JVl' 
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waarin  almede  de  integralen  van  x  =  0  tot  x  =  A  moeien 
genomen  worden. 

Zij  na  AB  =  a,  CD  =  b  en  hoek  BAE  =  a ,  dan 
hebben  wij  uit  de  figuur  achlérvolgens ,  na  nog  MD'  even- 
wijdig met  M'  D'  getrokken  te  hebben : 

AB  :  MN  =  AD  :  MD  =  DD'  :  DDW, 
a  :  MN  =    A     :     A  —  *•  , 


MN  =  j(h  -  x)  ; 


CD  : 

:  QM 

— 

AD  : 

AM 

rs: 

DD' 

6  . 

:  QM 

— 

A     : 

*; 

QM 



6 

* 
t 

> 

MM', 


ƒ»*.   P««r.    MNPQ  =  MN  X  QM  x  Sin.  NMQ 

=  4(*  -  *)  X  4"*  X  &«.  (180°  —  *) 
a6Sin.ec, ,  „  * 

en    *I  =r  lx  X  Ju*.  Par.  MNPQ  =  a^^(hx  —  **)**. 
Hierdoor  gaat  de  bovenstaande  waarde  voor  %  over  in 

voorts  is        JT***  —  *3/**  =  §**s  —  I*4  +  C  > 

f(hx  —  x*)tx  =  iA*a  —  lx3  +  C' 
en,  deze  integralen  van  x  =r  0  tot  x  =r  A  nemende, 

ƒ(**'   -   X'flx  =   f**    -   JA*  =  ft*4, 

ƒ(**  -  **)**  =  JA*  -  |A»  =  §A> ; 
waardoor  eindelijk  gevonden  wordt 

*  2=5  §A. 

Het  zwaartepunt  der  piramide  ligt  dus  op  den  afstand  §A 
van  het  vlak  FG;  brengt  men  alzoo  door  CD  een  vlak  Hl 
evenwijdig  met  FG  ,  dan  wordt  de  afstand  A,  der  vlakken 
FG  en  Hl,  midden doorgedeeld  door  het  vlak,  dat  mede 
evenwijdig  met  die  vlakken  door  het  zwaartepunt  der  pira- 
mide gebragt  wordt ;  van  dit  laatstgenoemde  vlak  zijn  dus 
de  lijnen  CD  en  AB  aan  weerszijde  even  verre  verwijderd, 
omdat  zij  respectievelijk  in  de  vlakken  IJ T  en  FG  gelegen 
zijn. 

Aanmerking.    Zoo  wij  de  formule 
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r         abSin.x 
<fl  =r  — —  —  [hx  —  xa)#x 

integreren  f  komt  er 

or,  van  x  z=s  0  lot  x  =  A , 

I  =  —-(&>  _  |*.)  =  *a6hSin*. 

De  inhoud  eener  driehoekige  piramide  i$  du$  het  zesde 
gedeelte  van  het  product  van  twee  over  elkander  staande 
ribben ,  der  zei  ver  kortêten  afstand  en  de  Sinus  van  den 
hoek,  waaronder  zij  elkander  kruissen.  Deze  laatste  stel- 
ling kan  almede  gemakkelijk  bewezen  worden,  door  de  pi- 
ramide als  het  derde  gedeelte  van  een  driehoekig  prisma, 
en  dit  laatste  weder  als  de  helft  van  een  parallelopipedom 
te  beschouwen.- 

CLXXX.    Voorstel. 
Door  F.  J.  Stamkart. 

Twee  plaatsen  A  en  B  liggen,  op  de  oppervlakte  der 
aarde,  in  elkanders  gezigt.  Op  zekeren  dag,  wordt  door 
iemand  in  A  den  tijd  waargenomen ,  waarop  eenig  hemel- 
licht  zich  verticaal  boven  B  bevindt;  en  even  zoo  wordt 
op  denzelfden  dag ,  door  een  ander  in  B ,  den  tijd  waar- 
genomen ,  waarop  datzelfde  hemellicht  verticaal  boven  een 
regtstreeks  aan  A  tegenovergesteld  punt  van  den  horizon 
staat.  Indien  nu  oek  de  breedten  der  beide  plaatsen  be- 
kend zijn ,  zoo  wordt  gevraagd ,  uit  deze  waarnemingen  het 
verschil  van  lengte  te  berekenen,  in  de  onderstelling  dat 
de  aarde  de  gedaante  heeft  eener  ellipsoïde ,  ontstaan  door 
de  omwenteling  van  eene  ellips  om  hare  kleine  as. 

Opgelost  door  F.  J.  Stamkart. 
Oplossing  van  F.  J.  Stamkaht. 

Zoo  de  gedaante  der  aarde  volkomen  bolrond  ware ,  zou 
het  verschil  der  waargenomene  tijden ,  ook  het  in  tijd  uit- 
gedrukte verschil  van  de  lengten  der  beide  plaatsen  zijn ; 
want,  in  dit  geval,  zouden  de  verticalen  der  beide  plaatsen 
A  en  B  in  één  vlak  liggen ,  namelijk  in  het  vlak ,  dat  door 
A,  door  B  en  door  het  middelpunt  der  aarde  gaat,  zoodat 
dan  de  waarnemingen  in  A  en  B  op  hetzelfde  physische 
oogenblik  zonden  gedaan  zijn. 
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Bij  de  afgeplatte  gedaante  der  aarde  is  dit  echter  niet  al- 
too.  Het  vlak,  dat  door  de  verticaal  van  A  en  door  B 
gaat,  is,  algemeen  genomen,  niet  meer  hetzelfde  vlak  als 
dat ,  hetwelk  door  de  verticaal  van  fi  en  door  A  gaat ;  en 
de  waarnemingen  kannen  derhalve  niet  op  hetzelfde  physi- 
sche  oogenblik  hebben  plaats  gehad.  In  dit  geval  zal  men  aan 
het  verschil  der  beide  waargenomen  tijden  een  e  correctie 
moeten  toebrengen,  om  het  verschil  van  de  lengten  der 
beide  plaatsen  te  vinden;  en  het  is  in  het  bepalen  dezer 
correctie ,  dat  de  oplossing  van  het  vraagstuk  bestaat ,  waar- 
toe wij  thans  overgaan.  - 

Laten  A  en  B  (Fig.  63 )  de  beide  plaatsen  voorstellen, 
PQpE  en  PQ'pE'  derzelver  elliptische  meridianen.  Laat 
voorts  Pp  de  as  der  aarde,  M  haar  middelpunt  en  QQ'EE'. 
den  evenaar  verbeelden,  welks  middellijneu  QË  en  Q'E'  in 
de  vlakken  der  genoemde  meridianen  gelegen  zijn.  Indien 
dan  AB  de  koorde  is,  die  A  en  B  vereenigt,  terwijl  TAC 
en  T'BD  de  verticalen  van  de  beide  plaatsen  zijn,  de  as 
Pp  in  C  en  D  ontmoetende ,  zal  het  hemellicht ,  uit  A  in 
het  vlak  ABC,  en  uit  B  in  het  vlak  ABD,  zijn  waarge- 
nomen. 

Laten  nu  m  en  n  de  halve  assen  en  mSin*  de  nitmid- 
delpantigheid  der  el  Ups  PQpE  zijn,  dan  is  de  vergelijking 
dezer  ellips,  zoo  wij  den  oorsprong  der  abscissen  in  Q 
nemen , 

ya  =  (2w*  —  x*)Co§.*g  .  .  .  .  (I) 
en  de  subnormaal  p9  van  een  willekeurig  punt  der  ellips; 
wordt  dan  uitgedrukt  door  de  formule 

p  =  ^  =  (m  -  x)Co*.*e      .    .     (2). 

Zij  voorts  0  de  geographische  breedte  van  A,  dan  is 
hoek  ACP  =:  90°  —  (3  en  wij  hebben  dan,  voor  het  punt  A, 

y=pTang# (3), 

AC  =  (m  —  x)Sec.fi (4) 

en  MC  =r  (w  —  x  —  p)Tang.$    •    •    •    •    (5); 

brengen   wij   voor   y   en   p    de    waarden    (1)  en  (2)  in  (3) 
over,  dan  vinden  wij 

(2mx  —  x*)Co$.*$  =  (m  —  x)*Coê.U  Tang.*fi 
of        «**  —  («—  *)*  =  (m  —  x)*Coê.>9  TangSfi, 
I.  Dsu.  T 
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de  eene  door  T  en  t',  de  andere  door  T'  en  t  gebragt  is, 
de  verticaalcirkels  sollen  zijn ,  waarin  het  hemellicbt  nit  A 
en  B  is  waargenomen  geworden.  Zij  voorts  de  kleine  cir- 
kel aba'b',  de  genoemde  verticaalcirkels  in  de  punten 
a,  b,  a'  en  b'  snijdende,  de  dagcirkel  van  het  hemellicht, 
dan  zijn  de  hoeken  QPa  en  Q'Pb  de  waargenoraene  tijden 
of  nurhoeken  ,  waarvan  het  verschil  gelijk  zon  zijn  aan  het 
verschil  QPQ'  van  de  lengten  der  beide  plaatsen  A  en  B, 
indien  a  en  b  in  elkander  vielen ,  zoodat  dan  de  hoek 
ATB'  of  de  Koog  A'B'  de  te  bepalene  correctie  is. 

Deze  correctie  %  en  de  waargenoraene  nurhoeken  0  en  |' 
noemende,  zijn  in  Fig.  64  bekend:  QT  zz:  0,  Q'T'  =zr  $  y 
hoek  QPa  z=  0,  hoek  Q'Pb  z=  d' ,  alsmede  volgens  de  ver- 
gelijkingen (11)  en  (12)  Tt  =  }  en  Tt'  =  J';  en  zal  het 
er  op  aan  komen,  nit  deze  bekenden,  %  =  A'B'  te  be- 
rekenen. 

Stellen  wij  daartoe,  F  het  midden  van  den  boog  QQ' 
zijnde:  FA'  =  x,  FB'  =  x\  FD  =  y,  FG  =  y', 
hoek  D  =  A,  hoek  G  =  k' ,  hoek  QPQ'  =  2/  en  eindelijk 
de  declinatie  van  het  hemellicbt  A'a  z=z  B'b  zzz  d,  dan  vol- 
gen, nit  de  regthoekige  bolvormige  driehoeken,  die  in  de 
fignur  voorkomen ,  deze  formulen  ,  te  weten : 
nit  den  driehoek  QTD  Tang£=Tang.kSin.(y+i), 
»    »  a  Q't'D     Tang.(p+i')=TangkSin.(y-l),](lfy 

ö    j)  »  A'aD     Tang.d=zTang.kSi*.(y—x), 

»    »         B         Q'T'G   Tangp=Tang.k'&in.(y'—l), 
»    D         » 
»    »  » 

Indien  wij  de  derde  der  vergelijkingen  (13),  na  ontwik- 
keling van  Sin.(y  —  *) ,  met  Sin.21  =  2&W  C*t./  ver- 
menigvnldigeu,  komt  er 

TangJ  Sin.2!  =  ITangJc  Sin.y  Com.1  X  Sin.l  Co$* 

—  2Tmng.k  Co*.y  Sin.1  X  Coê.I  Sin.x, 
.maar   zoo  wij  de  twee  eerste  der  vergelijkingen  (13)  bij  elk- 
ander optellen  en  van  elkander  aftrekken ,  vinden  wij  ook 

2Tang.k  Sin.y  Coê.1  =  Tang.fi  +  Tang.(&  +  *) 
en     VTang.k  Co*.y  Sin.!  =  Tangf  —  Tong.(#  +  *), 
derhalve  ia  dan 


Q'T'G   Tangp=Tang.ïSin.(y'-I),         j 

QtG       r«JW.O-i)=T«JW-*,K«.fy-H),  >  (14). 
B'bG     Tang.d=Tang.k'Sin.(y,—x'),        ) 
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dot  men ,  dewijl  *  slechts  een  zeer  klein  boogje  is,  Coe.z  =r 
zal  mogen  nemen;  dit  doende  vindt  men  terstond 

{Tang.?— Tang  (ff  +¥) }  Sin4+  { Tang.fi— Tang.(fi— 3) }  &«.$ 


Tang.fi  Cos.Ü — 1  ang.fiCoe.ti 
■waarvoor  men  ,  de  kleinheid  der  boogjes  2  en  £'  in  aanmer- 
king nemende,  ook  zal  mogen  nemen 

'         ï                            l 
—   T> — TZr  Si».ö  -r-  ^ — --  SinA' 
s.       £*••  £  C?gf.ag  

,**  ~Tang.fi'  Cos.fi  —  'iVwtf.0  CoM 

Cos.j3'  &'«.•'  —  TT—.;  6*«i,0  «Sïa.S 


•  j 


_  ^ 1 Co*£ 

(Cee.fiCoe.fi' )(Tang.fi'Co8l—Tang.fiCo8.V)  '  ^  h 
Men  ziet ,  uit  de  bovenstaande  uitdrukking  voor  Sin*z , 
dat  %  —  0  wordt,  indien  de  plaatsen  A  en  fi  op  dezelfde 
breedte  of  lengte  liggen  *,  want  in  het  eerste  geval  is  a  r=r  O 
en  dus  volgens  (11)  en  (12)  ook  £  =:  0  en  i'  =r  0,  ter- 
wijl in  het  tweede  geval  6  =  0  en  0'  =:  0  is. 

Aanmerkingen.  1°.  Indien,  tot  benadering  der  waarde 
van  CD  =:  «,  de  ontwikkeling  niet  verder  dan  lot  Sin.2* 
Wordt  voortgezet ,  zal  men  hebben 

a  =  nSin.*8  (Sin.fi  —  Sin.fi' )\ 
men  zal  verder  kunnen  nemen,  volgens  (11) 

r — -i  ==  —Il  H Sin.fi  -f-  e»a.)  =r  —  =  ~. 

Cos.0  v  \  «  ^  ^         f  v  my 

en  volgens  (12) 
hierdoor  wordt  dan 

cS^  =  cZë  =  £■  =  *"»■*•  (&'«-P  -  W) 

en 

(Sin.fi— Sin.fi? )  (C  08.fiSin.b-Co8.fi'  Sin,  f  ) 

*—  (Co8.fiCo8.0)(ïang.fiCo8.l f-Tang.fi'  Co8.t)Si"-~'  =  P&'"-*'- 
In    bet    algemeen    is    bet   ziglbaar,  dat  men  %  zal  kunnen 
ontwikkelen  in  eene  reeks  van  den  vorm 

?Sin.*t  +  QSinSs  -+-  l\Sin.«e  +  enz. 
waarin    P ,    Q ,    R ,    enz.  functiën  zijn  van  de  breedten  der 
beide  plaatsen  en  van  de  waargenomene  tijden.    Indien  men 
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du»  eene  reeks  van  plaatsen  uitkoos ,  alle  b.  v.  ongeveer  is 
eene  zuid-oostelijke  rigting  van  elkander  gelegen,  en  voor  elke 
twee  op  elkander  volgende  van  die  plaatsen,  de  in  het 
voorstel  opgegevene  waarnemingen  herhaalde ,  zou  men  het 
verschil  van  lengte  tusschen  de  eerste  en  laatste  plaats 
kunnen  berekenen  door  de  formule 

L  -  L'  =*(•  — O-sa(s)  — •■ 
3(*  —  f')  —  &«.»*£  (P)  —  Sin.+$&.(Q)  —  en*.\ 
doch  bepaalde  men  daarenboven ,  door  andere  sterrekundige 
waarnemingen  L  —  L',  dan  zou  men  door  deze  zelfde  for- 
mule de  waarde  van  s,  dat  is  de  afplatting  der  aarde 
kunnen  vinden.  Bij  deze  handelwijze  ter  bepaling  van  g 
is  men  onafhankelijk  van  het  uitwerksel  der  dampheffing. 

2°.  Zoo  men  in  de  formule  (17)  d  =  90°  —  aP^+fc 
90°  —  l'P,  0  =  90°  —  TP,  6  .—  f  —  *  =  hoek  TPt', 
0  =r  hoek  TPa  en  ö'  -f-  z  =  Aoe£  t'Pa  substitueert,  be- 
komt men 

Col.aPStw.TPt'  =r  Cof.t'P  S*».TPa  —  Cot.T?  5tn.t'Pa 
of  Cot.t'9  £tn.TPa  =  Cof.aP  Stn.TPt'  +  Cot.T?  Sin.i'Pa. 

Door  deze  formule  kan  men  ,  in  eenen  bolvormigen  drie- 
hoek TPa,  de  waarde  van  eenen  boog  Pt'  berekenen,  die 
uit  het  hoekpunt  P  naar  de  overstaande  zijde  Ta  getrokken 
wordt,  indien  gegeven  zijn  de  beide  zijden  TP  en  aP,  de 
ingesloten  hoek  TPa  en  de  deelen,  waarin  deze  hoek  door 
den  boog  Pt'  gedeeld  wordt. 

Alzoo  geeft,  indien  van  drie  punten  aan  den  hemel  de 
regte  opklim  mingen  en  deelinatiën  zijn  waargenomen  ,  de 
formule  (17)  of  (18)  een  gereed  middel  aan  de  hand,  om 
te  bepalen  of  die  drie  punten  ïn  eenen  boog  eens  grooten 
cirkels  gelegen  zijn;  een  voorstel  dat,  gelijk  bekend  is,  som* 
tijds  te  pas  kan  komen. 

CL XXXI.     V  o  o  r  s  t  s  JL. 
Door  B.  Lubbers. 

Men  vraagt  naar  twee  getallen ,  die  de  eigenschap  Aéó- 
ben,  dat  het  verschil,  tuêêchen  het  verschil  hunner  derde 
magten  en  de  derde  magt  van  hun  verschil,  gelijk  is  aan 
hét  verschil  tusschen  de  som  hunner  tweede  magten  en  de 
tweede  magt  van  hunne  som  f 

Opgelost   door  B.    Lübbsrs  ,   J.  A.  Hajnmk  ,  J.  ifosjgf : 

T  4 
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Ufljc,  Abz.,  D.  W.  Hissb,  H.  Kloos,  H.  Middelburg, 
J.  C.  Olivler,  F.  C.  Radijs,  J.  Sjoenis,  M.  G.  Snoer, 
J.    S.  Speijer  ,  J.  Teixeira  de-  Mattos  ,  Jr.  en  G.  Koster. 

Oplossing  van  B.  Lubbers. 
Stelt   men  voor  de  getallen  x  +  y  en  x  —  y ,  dan  is  hun 
verschil  2y  en  hunne  som  lx  ,  zoodat  men  volgens  de  opgave 
hebben  moet 

Deze  vergelijking  ontwikkelende ,  komt  er 

6x2y  —  6ya  ==  2xa  — 2ya 
of    ,  3y(*a  —  ya)  =  xa  —  ya  , 

en,   na  deeling  door      xa  —  ya , 

3y  =  1 
of  y  =  |. 

De  begeerde  getallen  zijn  dus  x  -+•  $  en  x  —  $,  waarin  x 
naar  welgevallen  genomen  kan  worden*  Nemende  b.  v. 
x  =r  1 ,  dan  zijn  de  verlangde  getallen  |  en  § ;  voor  het 
verschil  hunner  derde  magten  wordt  dus  gevonden  fg;  voor 
de  derde  magt  van  hun  verschil  t«yj  voor  de  som  hunner 
tweede  magten  *ƒ;  voor  de  tweede  magt  hunner  som  4;  en 
nu  zijn  naar  behooren  de  verschillen 

en  4  —  y  ==  y 

«ven  groot. 

Aanmerking.  Had  men  een  der  gelijk  gegeveue  verschil- 
len in  eene  omgekeerde  orde  genomen ,  dan  zou  men  gevon- 
den hebben  y  =  —  $ ;  waaruit  voor  de  getallen  wederom 
zou  verkregen  zijn  x  —  f  en  x  +  f ,  even  als  boven. 

CLXXXIi.    Voorstel. 
Door  B.  Lubbers, 

Men  verlangt  almede  twee  getallen  te  vinden,  zoodanig 
dat  het  verschil,  tu$$chen  de  eon  hunner  derde  magten 
en  de  derde  magt  van  hunne  $  om  f  gelijk  ie  aan  het  ver- 
echil  tuaechen  het  vierkant  van  hunne  som  en  de  eom  hun- 
ner vierkanten? 

Opgelost  door  B.  Lubbers  ,  J.  A.  Uansbn  ,  D.  W.  Hi*- 
se,  H.  Kloos,  H.  Middelburg,  J.  C.  Olivier,  F.  C.  Ra- 
dijs, J.  Sjoenis,  M.  G.  Snoer,  J.  S.  Speijer,  J.  Teixei- 
ra de  Mattos  ,  Jr-  en  G.  Koster. 
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Oplossing  van  B.  Lubbers. 
Laat    de.  gevraagde    getallen  zijn  *  -f-  y  en  x  —  y  ,  dan 
ia    hunne    som   2x   en  volgens    de    opgaaf   moet    men    dus 
hebben 

De  vergelijking  ontwikkelende ,  komt  er 

6x*  —  6xy2  =  2x2  —  2ya 
of  3x(x*  —  y')  =  x2  —  y2  , 

en,  na  deeling  door      xa  —  ya , 

3*  =  1 

of  *  =  4- 

De   begeerde   getallen  zijn  dus  J  +  y  on  J  —  y,  waarin 

voor  y  eene  willekeurige  waarde  kan  genomen  worden. 
Neemt  men  y  zz:  J,  dan  vindt  men  voor  de  getallen  J  en 
J;  de  som  hunner  derde  magten  is  dan  /?;  de  derde  magt 
hunner  som  is  -g7\  de  som  hunner  vierkanten  is  T55;  het 
vierkant  hunner  som  $;  en  nu  zijn  naar  behooren  de  ver- 
schillen 

8     —   _7_  — —     9    —   z 
Ï7  ï*  T*  ff 

e*  ,5  —  A  =  A  =  ff 

even  groot 

Aanmebkino.  Had  men  een  der  gelijk  gegevene  verschil- 
len in  eene  omgekeerde  orde  genomen  ,  dan  zou  men  ge- 
Tonden  hebben  x  m  —  |,  waardoor  men  voor  de  ver- 
langde getallen  zou  hebben  verkregen  —  f  +  ?  en  —  \-~ y\ 
alsdan  zou  altijd  ten  minste  een  der  beide  gevraagde  getal- 
len negatief  moeten  wezen. 

CLXXX1II.     Voobstei*. 

Door  fi.  Lubbf.bs. 

Men  begeert  eindelijk  nog  twee  getallen,  die  de  eigen- 
schap hebben ,  dat  de  som,  van  de  som  hunner  derde  mag- 
ten  en  de  derde  magt  van  hunne  som ,  gelijk  is  aan  de 
som ,  van  de  som  hunner  tweede  magten  en  de  tweede  magt 

van  hunne  som? 

Ofgblost  door  G.  Kosteb  ,  J.  A.  HanseS  ,  D.  TV.  Hihsb  , 
B.  Lvbbbbs,  F.  C.  Radijs,  M.  G.  Snobr,  J.  S.  Spjujbr  en 
J.  Teixbiba  db  Mattos  ,  Jr. 

Y  5 
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Oplossing  van  G.  Koster. 
Stelt    nien  voor  de  verlaagde  getallen  *x  en  x,  dan  Jieett 
men ,  volgens  de  oj>ga\  e  , 
tf3j.3  +  X3  +  (ax  +  xy    —    «***  -+-  xa  +  (ax  +  *)*. 

Deze  vergelijking  herleidende  ,  komt  er 
(2a*  +  3«a  +  3a  +  2J*3  =  (2aa  +  2*  +  2)** 
en  ,  door  x2  deelende , 

(2a3  +  3a*  +  Sa  +  2)x  =  2(aa  +  a  +  1) , 
waaruit  volgt 

2a3+3aa+3a4-2* 
De  begeerde  getallen  zijn  derhalve 

2a(a2+a+l)  2fga+a+l) 

2a3-r-3aa+3«4-2        6a  2a3•+-3a*-^-3a^-2, 

kunnende    hierin    voor  a  eene  willekearige  waarde  genomen 
worden. 

Neemt  men  a  =  1 ,  dan  verkrijgt  men  voor  ieder  der 
begeerde  getallen  f;  neemt  men  a  =  2,  dan  verkrijgt 
men  £  en  T7V. 

CLXXXIV.    Voorstel. 
Door  S.  Dik,  Cornsz. 
fa*    welken   boog  iê   de   Secans  gelijk   aan  de  $om  van 
den  Coêinuê  en  tweemaal  den  Sinus? 

Opgelost  door  J.  S.  Speijer  ,  D.  W.  Hinse  ,  S.  Dik  , 
Cornsz.,    J.  A.    Hansen,    H.   Kloos,  G.  Koster,  H.  Mld- 

DKLBURG,     J.     C.     OlIVIER,      F.   C.    RjLllTJS  ,    J.   TziXEISA  ]>B 

Mattos,    Jr.,    J.    Sjoenis  ,    M.  G.   Snoer    en  J.    Hesscs- 

urk  ,  Abz. 

Oplossing  van  J.  S.  Speijer. 
Den  gevraagden  boog  <p  noemende ,  heeft  men 

Sec^p  =  Cos.Cp  -4-  2Sin.(p     ....    («), 
De   leden    dezer  vergelijking  met  Cos,$  vermenigvuldigen- 
de ,  komt   er ,    omdat   Sec.(p    X    CosUfr  r:  1  en  Coe.*Q  ssr 
1  —  &'».»$  is  , 

1  =  1  —  Sin.*<p  -f-  2Sin.<p  Co» 4 
of  wel  Sin4(Sin.Q  —  2Co*#)  3=  0 , 

waaraan    voldaan   kan    worden    door  te  stellen  ££*<$  =  0 
en  Sifi.0  —  2Co$4  =  0. 

Door  Sin,<J>  =  0  Ie  stellen,  vindt  men  $  =  0°, <p  =  180*, 
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of  in   bet  algemeen   <p  rz:  n  X  180° ,  »  een  positief  of  ne- 
gatief geheel  getal  zijnde. 

Door  Situcp  —  2€os  <p  =  0  te  stellen ,  komt  er  Sin.0  =: 
2Co*.0,  of  T«r»£$  =  2,  waaruit  met  behulp  der  tafels 
gevonden  wordt  <p  =  63°  26'  6",  0  =  243°  26'  6*,  oi  in 
Let  algemeen  <p  =  n  x  180°  +  63°  26'  6". 

Aanmerkingen,  1°.  Stellen  wg  0  =  90°  —  4^,  dan 
gaat  de  vergelijking  (a)  over  in 

Cosec.ty  =  Sin.ty  -+-  2Co*.vJ/      .     .     •     .    (o). 

Aan   de    vergelijking    (6)    zal  dus  in  hel  algemeen  voldaan 
■worden ,  door  te  nemen : 

i^=90°— ^=90o-»Xl80°=(— 2n+0x90°=(2w+l)x90°, 
of    4,=90°— «Xl80°— 63°26'6"=:(2w+lJx90o— 63°26'6" , 
'waarin   tn   -weder   een    willekeurig    positief  of  negatief  getal 
verbeeldt*     Zich    tot   positieve    boogen  kleiner  dan  360°  be- 
palende, vindt  men  dus  uit  de  vergelijking  (è)9  $  =  26°  33' 
5*' ,  *  =  90° ,  J/  =  206°  33'  54'  en  4,  =  270°. 

2°.  Stellen  wij  in  (a)   0  =  90°  -+•  4*  ,  dan  komt  er 

Cosec.ty  zz:  Sin.fy  —  2(700.4*  •  •  •  .  (o) 
en  hieraan  zal  nu  in  het  algemeen  voldaan  worden  ,  door 
te  nemen : 

4,=<J>— 90o=«xl80o— 90°=(2»— l)x90° 

of    *=llXl80o^-63o26'6',— 90°=(2«— i;x90°-f-63°26'6*. 
Zich   wederom    tot   positieve    boogen,    kleiner  dan  360°  be- 
palende,   vindt  men  dus  uit  de  vergelijking  (c) ,  J/  —  90°  , 
*  =  i53°26'6",  *  =  270°  en  *  =  333°26'6'. 

3°.    Stellen  wij  eindelijk  0  z=  360°  —  4*,  dan  verandert 
(a)  in 

Sec.  4*  ^  Cos.  i|/  —  2  Sin,  4*      .    .    .    (rf), 
waaraan  nu  algemeen  voldaan  wordt ,  door  te  nemen 
^=360°— <p=360°~  «xl80o=(2~-  »)xl80=mxl80° 

en    .^=360°--itXl80o--63o26/6,'=iiiXl80o--.63o26'6'. 
Zoodat,   wederom   alleen   positieve    boogen  kleiner  dan  den 
omlrek    des    cirkels    nemende,   uit  de  vergelijking  (d)  volgt, 
$  =  0°,  4,  =  116°33'54',  J/  =  180°  en  4,  —  296°33'54*. 

CLXXXV.    V  o  o  a  s  t  x  l. 
Door  S.  Dik,  Cornsz. 
Van  welhon  boog  i$  de  Secans  gelijk  aan  de  som  van  den 
Sinuê  en  tweemaal  den  Cosinus  ? 
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Opgelost  door  J.  S.  Spbijer  ,  D.  W.  Hinse  ,  S.  Duc, 
Coh.nsz. ,  J.  A.  Hahsbn,  H.  Kloob,  G.  Koster,  H.  MID- 
DELBURG,      J.    C.     OlIVIER,     F.    C.    R  AD  IJS  ,   J.    TeIXEIBA   DS 

Mattos,  Jr.  ,  J.  Sjoenis  en  J.  Heemskerk,  Abz- 

Oplossing  van  J.  S.  Speijer. 

Den  gevraagden  boog  0  noemende ,  heeft  men 

Sec.  0  =  Sin.  0  -f-  2  Cos.  $  .  .  .  .  («). 
De  leden  dezer  vergelijking  met  Coa.  0  vermenigvuldigende, 
komt  er 

1  =  Sin,  0  Cos.  0  +  2Co$.*<p 
of  1  —  2Cos.20  =  Stit.  0  Coa.  0, 

dat  is  —  Coê.  20  =  ^Sin.  20 , 

waaruit  volgt  Tang.  20  rr  —  2. 

Hieruit  vindt  men,  met  behulp  der  tafels,  2$=116°33'54' 
en  dus  0  =^  58°  16' 57',  of  in  het  algemeen 

24)  =  n  x  180°  +  116033'54ff  en  0  =  *  x  90°  +  58°16'57 ; 
zoo  men  zich  dus  tot  positieve  boogen  kleiner  dan  360°  be- 
paalt, voldoen  aan  de  vergelijking  (e)  ,  0  =  58°  16' 57% 
0  =  148°16'57",  $  r=  238°16'57'  en  0  =  328°16'57'. 

Aanmerkingen.  1°.  Stelt  men  in  de  vergelijking  (e) 
0  zr:  4>  «+•  90°  ,  dan  verandert  zij  in 

Coaec.  \J/  z=r  2<§»ft.  J/  —  Cos.  ^    •    •    •    (f), 
waaraan  nu  in  het  algemeen  voldaan  wordt,  door  te  nemen 
4/=0+9O°=jix9Oo+58o16'57f+9Oo=(fi+l)x9Oo+58°16,57' 
=mX90°+58°16'57\ 
Dezelfde    waarden ,    die    aan    (e)  voldoen ,  voldoen  dos  ook 
aan  (ƒ).    De  vergelijkingen 

Seca=Sin.a-\-2Co8.a  en  Co$ec.cC=:2Sin.a—CoÊ.a  ' 
zijn  dan  ook,  hoezeer  schijnbaar  verschillend,  niet  wezenlijk 
van  elkander  onderscheiden ,  waarvan  men  zich  kan  over- 
tuigen ,  door  de  eerste  met  Coa.  cl  ,  de  tweede  met  Sin.  a 
te  vermenigvuldigen  en  vervolgens  de  komende  vergelijkingen 
bq  elkander  op  te  tellen ,  als  wanneer  men  tot  de  identieke 
vergelijking  2  =  2(Sin.*a  -+»  Co*.*a)  zal  geraken. 

2°.  Stelt  men  in  (e)  0  =  90d  —  $,  zoo  verkrijgt  men 
de  vergelijking 

Cob ec.  4,  —  Co$.  ty  +  2Siji.  }•••(§), 
waaraan  dan  voldaan  wordt  door  in  het  algemeen  te  nemen 
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*=90d— 0=90°— »x90°— 58°  1 6'  57"= 

=(_*-(- l)x90°— 58°l6'57'=»x90°— 58016'57*, 
zoodat  de  positieve  boogen  kleiner  dan  360* ,  die  aan 
de  vergelijking  (g)  voldoen,  zijn:  *=31°43'3,r, +=121°43'3*, 
4,=211043'3*  en  4/=301°43'3% 

3°.  Stelt  men  eindelijk  in  (e)  <p  =  360°  —  $,  dan  ver- 
krijgt men 

Sec*  J/  =  2Coê.  $  —  Stil.  4>  •    •    *    *    W$ 
waaraan  voldaan   wordt,  door  te  nemen 
*=360°— 0=360°— »x90°—  58°16'57" 

—(*— n)x90o-r58°16'57<,=«x90°— 58°16'57". 
Dezelfde  waarden  voor  J/ ,  die  aan  (g)  voldoen ,  voldoen 
dus  ook  aan  (h)  ;  en  men  zal  dan  ook ,  even  als  ten  aanzien 
der  vergelijkingen  (e)  en  (f)  handelende,  gemakkelijk  aan- 
toonen,  dat  de  vergelijkingen  (g)  en  (h)  niet  wezenlijk  van 
elkander  onderscheiden  zijn. 

CLXXXVI.    V  o  o  *  s  t  z  l. 
Door  J.  A.  Kraten  brink. 

Men  vraagt  de  eenvoudigste  vergelijking  te  vinden,  van 
welker  oplossing  het  afhangt ,  om  in  den  cirkel  regelmatige 
veelhoeken  te  kunnen  beschrijven,  van  7,  14,  28,  0112.  en 
in  het  algemeen  van  2A  X  7  zijden  f 

Opgelost  door  J.  S.  Speijeb,  J.  A.  Krajenbrink  en  F. 
C.  Radijs.  . 

Oplossing  van  J.  S.  Spetjbb. 

Men  heeft  (zie  J.  de  Gelder  ,  Meetkundige  Analysis ,  BI. 
208  en  209)  de  volgende  drie  algemeene  vergelijkingen,  om  den 

Cosinus  van  het  —    gedeelte    des    cirkelomtreks   te   vinden , 
waarin  x  het  genoemde  —  gedeelte  voorstelt : 

C*%.     X+\Coê.     x—  — -Co§.     x—j-^Cos.      X     .     . 
(«— 5)(n— 7)^     V       (*— 7U*-9}^      TT 
'*-i        *— 4_     5«-4       (»— 6)(n—  8K      J«-s 


P.42  NIEUWE    WISKUNDIGE 

(n-8)(«-l0)(»-12)        i-7 

2^-6;-2* 6M*  ,  *+«"*=a  .   ....    o;, 

C<"'       •C~2TFC  X+~2T4."2Ï~  CM>       *    *    ' 

(— 8)(—10)(— 12)        j~« 
"" 2.  4;  6.  2« Cn'      x+0nz=° M> 

de  eerste  vergelijking  <Tient  voor  het  geval ,  dat  it  oneven , 
de  tweede  '  voor  bet  geval  dat  n  even  maar  geen  veelvoud 
van  4,  en  de  derde  voor  bet  geval  dat  n  een  veelvoud 
van  4  is. 

Om  nu  eenen  regelinatigen  zevenhoek  in  den  cirkel  te 
beschrijven ,  is  het  genoegzaam  den  Cosinus  van  |  des  om- 
treks  te  bepalen ;  hiertoe  neme  men  slechts ,  in  de  vergelij- 
king («)  ,  «  =  7  als  wanneer  men  terstond  verkrijgt 

Cö8.*x  +  \Co**x  —  \Co**x  —  \  =  0 .  .  .  ( 1) , 
zoodat  de  constructie  eens  dergel  ij  ken  veelhoeks  van  de  op- 
lossing eener  derdemagtsvergehjking  afhangt,  en  dus  niet 
.  door  passer  en  liniaal  kan  worden  verrigt.  De  vergelijking 
(1)  heeft  drie  bestaanbare  en  wel  éénen  positieven  en  twee 
negatieve  wortels ,  die  respectievelijk  de  Cosinussen  van  \ , 
f  en  |  des  omtreks  zijn. 

Om  den  regel  matigen  veertienhoek  in  den  cirkel  te  be- 
schrijven, zonder  eene  voorafgaande  constructie  van  den 
zevenhoek,  is  het  voldoende  den  Cosinus  van  TT?  des  om- 
treks te  bepalen;  hiertoe  neme  men  slechts  in  (ft)  m  =  14, 
dan  verkrijgt  men  de  vergelijking 

Co$.*x  —  *Coi.+x  +  \Co:*x  —  ^  =  0  .  .  (2), 
welker  wortels  respectievelijk  de  Cosinussen  van  Tx7 ,  Ta? , 
_3_  f  T"L  9  T«?  en  T^  des  omtreks  zijn.  in  de  vergelijking  (2) 
alzoo  de  wortels  der  vergelijking  (1)  begrepen  zijnde ,  is  het 
voorste  lid  van  (2)  door  het  voorste  Jid  van  (l)  deelbaar, 
zoodat   men    deze    deeling  werkelijk  verrigtende ,  de  nieuwe 

vergelijking 

Cos.*x  —  ICoê.*x  —  ICog.x  +  5  =r  0  .  .  (2*) 
verkrijgt.  De  worlels  hiervan  zijn  klaarblijkelijk  dezelfde  als 
die  der  "vergelijking  (1)  ,  maar  met  tegengestelde  teekens;  en 
wijzen  de  Cosinussen  van  ^  ,  T3?  en  T5?  des  omtreks  aan» 

Om,   zonder  voorafgaande  constructie  van  veelhoeken  van 
minder    zijden ,  dadelijk  eenen  regelmatigen  acht  en  twintig- 
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boek    in    den    cirkel   te   beschrijven,   ia  liet  toereikend,  den 
Cosinus   van    3XÏÏ  des  omtreks  te  bepalen;  hiertoe  neme  men 
siechts  in  (y)  n  =r  28  en  verkrijgt  dan  de  vergelijking 
Coê.1  2x— 3Co8.Zox+s*Coi  .«ar—  y  Co8.6x+r%%Co8Sx    •    . 

-  Y|¥  Co**x  +  ^n  —  0 .    (3), 

welker    wortels    respectievelijk    de    Cosinussen    zijn  van  ■£%, 

treks.  Dewijl  hieronder  na  weder  de  wortels  van  de  ver- 
gelijking (2)  begrepen  zijn,  moet  het  voorste  lid  van  (3) 
door  dat  van  (2)  deelbaar  wezen,  zoodat  men  die  deeling 
werkelijk  nitvoerende  tot  de  nieuwe  vergelijking 

Co§.*x  —  \Co8.+x  +  lCo$.*x  -  /?  r  0  .  .  (3') 
geraakt ,  welker  wortels  de  Cosinussen  van  -fc ,  ÏÏ3ÏÏ ,  55B ,  /ïï, 
li  en  ||  des  omtreks  zijn. 

Doordien  de  wortels  der  vergelijking  (3')  twee  aan  twee 
even  groot  zijn  met  verschillende  leekens,  zal  men  haar 
voorste  lid,  als  het  ontwikkelde  product  van  de  beide  fac- 
toren 

Co8.*x+ACoi**x+TSCo$.x+C  en  Co*.3*— ACo§.*x+BCos*x— C 
kunnen  beschouwen.      Hierin  dan  de  coëfficiënten  A  ,  B  en 
C    volgens    de  gewone  leerwijze  bepalende ,  wordt  de  verge- 
lijking (3')  ontbonden  in  de  twee  vergelijkingen 
Coê*x  —  (iy/7)  Cob.'x  +  Ji/7  —  <h 
Cq**x  +  (§v"7)  Coê.*x  —  }i/7  =  0J  *    *    {    h 
van   welker    oplossing   dan    na    het  beschrijven  van  den  re- 
gelmaligen    acht    en    twintighoek    afhangt.     Daar    echter  de 
zesdemagtsvergelijking  (3')    van  den  derdemagtsvorm  is,  zoo 
ia  zij  door  hare  ontbinding  in  de  twee  factoren  (3'),  eigen- 
lijk niet    tot    lageren    graad  gebragt,  weshalve  wij  dan  ook 
hiervan    verder    geen  gebruik  zullen  maken.     Alleen  zij  nog 
opgemerkt ,    dat  de    grootste  positieve   wortel  van  de  eerste 
der   beide   vergelijkingen    (3*)  ,   de  Cosinus  van  7ZV  des  om- 
treks is. 

Daar ,  zoo  als  wij  reeds  opgemerkt  hebben ,  de  regelma- 
tige zevenhoek  niet  met  passer  en  liniaal  kan  geconstrueerd 
worden,  zal  het  geen  betoog  behoeven  ,  dat  ook  den  regel- 
matigen  veelhoek  van  7x2"  zijden  niet  met  deze  werklui- 
gen  kan  worden  beschreven.  Heeft  men  echter  eens  het  £ 
gedeelte   van    den    omtrek    eens    cirkels ,    door    de  oplossing 
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der  derdemagts  vergelijking  (1)  bepaald,  dan  zal  niets  ge- 
makkelijker zijn,  dan  dien  omtrek,  het  zij  door  constructie, 
het  zij  door  berekening ,  in  7  X  2"  gelijke  deelen  te  verdee- 
len.  Wij  zullen  ons  dus  niet  bezig  houden ,  met  eene  alge- 
meen e  vergelijking  voor  die  verdeeling  op  te  sporen;  en 
vergenoegen  ons  met  na  te  gaan,  tot  welken  laagsten  graad 
die  algetneene  vergelijking  zou  kunnen  gebragt  worden* 

Voor    den    veelhoek   van    7  X  2n  zijden  (n  grooter  dan  1 
zijndej  vinden  wij  door  (y)  eene  vergelijking 

V  =  0 ,     van  den    (7  X  2B"1  —  2}**"    graad ; 
voor   den    veelhoek    van  2»  zijden,  vinden  wij  door  (y)  al* 
mede  eene  vergelijking 

V'  ==  0 ,     van  den     (2a-*  —  2)<Un    graad ; 
daar  na  de  wortels  der  laatste  vergelijking  ook  in  de  eerste 
begrepen    zijn,   moet    V    door  V'  deelbaar  zijn  en  door  het 
verrigten   dier    deeling,    komen  wij  dan,  voor  den  veelhoek 
van  7  X  2n  zijden  ,  tot  eene  vergelijking 

W=0,    van  den     (6  X  2»-,Jd«    graad. 
Voor  den  veelhoek  van  7  X  2*"1  zijden,  geraken  wij  even 
zoo  tot  eene  vergelijking 

W'  =0,  van  den  (6  X  2»-»)*«  graad;  . 
en  daar  de  wortels  dezer  vergelijking,  weder  alle  in  de  ver* 
gelijking  W  =  0  moeten  begrepen  zijn,  is  ook  W  door  W' 
deelbaar,  zoodat  wij ,  door  deze  deeling  uit  te  voeren, 
voor  den  veelhoek  van  7x2»  zijden ,  tot  eenvoudigste 
vergelijking  zullen  bekomen  ,  eene  vergelijking 

X  =  0 ,  van  den  (6  X  2*-*)***  graad. 
Neemt  men  echter  in  aanmerking,  dat  in  deze  vergelij- 
king slechts  de  evene  magten  van  Coi.  x  voorkomen,  dan 
volgt  hieruit,  dat  het  beschrijven  van  eenen  regelmatigen 
veelhoek  van  7x2*  zijden,  zonder  voorafgaande  construc- 
tie n  van  veelhoeken  van  minder  zijden,  in  het  algemeen 
van  de  oplossing  eener  (3  X  2*-*)d«  magts vergelijking  afhangt, 
waarvan  de  wortels  dan  zoowel  positief  als  negatief  moeten 
genomen  worden. 
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CLXXXVII.    Voorste  i. 

ÜOOr   L.  TAN  BE    K.ASTEBLE. 

D»  differentiaal-vergelijking 

(9-*}*9  =  v(l  +  ,.j ** 

**  integreren? 

Opgelost    Jöor  L.  J.  Ulman  ,  J.  S.  Speijer  ,  J.  Bassan  , 

L.  TAM    DB    K.A3TEEI.E   en  F.   C.    R AD  IJS. 

Oplossing  van  L.  J.  Ulman» 
Stellen    wij    x    =     T<*Jt#<p    en   y   =    Tang^ ,   dan  is 

V/(l  +  **)  =s  Se*0,  v/(l  +  y')  =  Sec.*,  **  =  ^^ 

==  Sec.*Q<l<p,  fy  =.  -       a     =  S«c.34^+,   «opdat  de   opge- 

gevene  differentiaal-vergelijking  verandert  in 

nSec.5iL   0 

Tang»  —  Tg»g.0  _    « 
waarvoor  wij  f  omdat    — ^  ^ —   &*».(*    -    <W 

is ,  ook  kunnen  schrijven 

Zij  verder  $  —  $  =  §*  —  #,  waardoor  &*.($  —  0)  =  £**.£ 
en  2to  =  2ty  +  ##  wordt ,  dan  gaat  de  laatste  vergelijking 
over  in 

zoodat  wij  na  te  integreren  hebben 

—  *  +  vo«.% 
Passen  wij  hierop  toe  de  alge  meen  e  formule,  voorkomende 
bij   I.  R.   Schmidt,   Diff.  en  Int.  Rek.  §  254,,  dan  vinden 
wij  terstond: 

1°.  Voor  het  geval  dat  n  <  1  is . 

n  f        —  nCoê.X  +  1  +  Sin.x\/(l  —  »») . 

*  =  ^(l  _  **)  Lo*  -  «  +  Cos*  ' 

en  2°.  Voor  het  geval  dat  n  >  1  is , 

n  „        „       nCoe.*  —  1 

w         \/(n*  —  1)         °  n  —  Co$.z 

Na  is ,  volgens  de  verrigte  snbstitntiën , 
1,  Deel.  Z 
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4»  =  Hoog  Tattg.y 


Sec.4,Sêc.<p  |/(  1  4-jc  *  J  ( 1  -f-y  2  J  * 


wij    verkrijgen    derhalve   voor  de  begeerde  integraal,  indien 
n  <  1  is , 

Boog  Tang.y  +   C  rr 

en  indien  w  >  1  is, 

Boog  Tang.y  +  Cf  = 

l/(»«-l)        *  nAl+*a)(l-l-yaMy--*)' 

welke  laatste  vergelijking ,  omdat  men   in  Let  al-emeeii  heeft 

Boog  Co$.a  =  Boog  Tang.  ^     """  n' ,    dadelijk    herleid- 
baar is  tot 

Boog  Tang.y  -f-  C'  := 

-  Boog  Tang.  -J^'M^l 

Voor  het  geval  dat  *  =  ±  1  is,  schijnen  de  gevondene 
integralen  niet  bruikbaar  Ie  zijn;  merken  wij  echter  op, 
dat  voor  n  =  ±  1  de  boog,  die  in  de  laatste  vergelijking 
voorkomt,  gelijk  nul  wordt  en  men  dus  voor  dien  boog 
deszelfs  tangens  in  de  plaats  mag  stellen ,  dan  vinden  wij 
voor  n  z=  ?fc  1 

£»«  TW.y  4-  C'  =  — -  — -  x n+^jQl/f»'— 'J 

V(»a-1)      »C3r-*;-i/(I+«»)(l+s/») 

_  «n-ffy) 

de  begeerde  integraal  is  dus ,  voor  n  =  4.  1 
l?ooff  7Wy  +  C'  =  7 1+ry 

*      *y  (jr-*)-l/(i+*a)(i+y) 

en  voor  n  ss  —  1 

Boog  Tang.  y  -J-  C'  s=  ; !±?I . 
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CLXXXVltl.    Voobstsx» 

Door  P.  Kro*. 

Men    vraagt  de  waarde  te  vinden  van  de  onderling  gelift 

t     ,       _      5x+6        9*-*3  .     _ 

tee  breuken  — —  en  ,  zonder,  uit  de  gegevene  gehjfc- 

17  Zo 

heid   dier   breuken ,    het    zij  de    onbekende    x ,    het  zij  een 

veelvoud  of  gedeelte  van  die  onbekende  te  bepalen? 

Opgelost   door    P.    Krom,  J.  A.  Dansen,  13.  W.  Hinse, 
H.    Middelburg,   J.  C.  Olivier,  M.  U.  Snoer,  J.  S.  Spjsi- 
jer,  11.  Kloos  en  J.  Teixkira  dg  Mattos,  Jr. 

Oplossing  van  P.  Krom. 

Dewijl  de  waarde  van  een  gebroken  niet  verandert,  wan* 
neer  uien  teller  en  noemer  niet  een  zelfde  getal  vermenig- 
vuldigt, kunnen  wij  teller  en  noemer  van  de  eerste  breuk 
inet  9  en  van  de  tweede  met  5  vermenigvuldigen,  om  die 
breuken  Ie  verkrijgen  in  de  vormen 

45x  +  54  _  45*  —  15 
153         ~~         130      * 

Daar  voorts  in  bet  algemeen ,  zoo  a  :  b  =  e  :  d  is , 
ook    a   —    c  :  b  ~  d  zzi   a  :  b   •=.    e    :    d  en   das    altijd 

-7-  =  -t  =  ; .  w  3  z°o  hebben  wij,  door  a  =  45.r-f-54. 

b  d  b  —  d  '      ' 

fl  =r  153,  <?  =  45*  —  15  en  d  =  130  te  nemen, 
45g+54  __  45*—  15  _  (45*+54)— (kbx—\b)  _  69  _ 

153       ~~      130      —  153—130  —  23  "~  3; 

zoodat  dan ,  voor  de  waarde  der  opgegevene  onderling  ge- 
lijke breuken ,  het  gelal  3  gevonden  wordt ,  zonder  dat  x  , 
of  een  veelvoud  of  een  deel  van  x ,  zijn  bepaald  geworden* 

CLXXX1X.     Voorstel* 
Door  J.  Sjoenis. 
Uit  de  vergelijking 

de  waarde  van  x  te  vinden?  (*) 

Opgelost  door  J.  Badon  CnrjnnN ,  J.  A.  Hansen,  Hf. 
Middelburg,  F*  C.  Radijs,  J.  Sjoenis  ,  D.  W.  Uinse, 
H.    Kloos,  G.    Koster,   J.   C.    Olivier,  J.  S.  Spetter  en 

J.  TtlXEIRA   D£   MATTOS,   Jfl. 


(*)  P.  J.  Bauwt  ,  Algebra ,  3e  Deel ,  63*te  Toorttel. 

Z2 
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Oplossing  van  J.  Badok  Ghijben. 
Indien   wij   ter  bekorting   *  —  a  =r  />,  x  —  6  =  y  en 
#a  — -  éa  n:  ca  «tellen,  wordt  de  opgegevene  vergelijking 

ab(pq  +  e2)  =  (a*y  -}-  b2p)c 
of  na  ontwikkeling  en  verplaatsing  van  termen 
abpq  —  b9pc  —  a2qe  -+-  abc2  zz:  0. 
Als   nu   ziet    men   gemakkelijk ,    dat    liet  voorste  lid  deser 
vergelijking  in    twee  factoren    kan  ontbonden  worden ,  zoo- 
dat men  voor  dezelve  kan  schrijven 

(bp  —  ac)(aq  —  bc)  =:  0, 
weshalve   aan   de  vergelijking  niet  anders  voldaan  kan  wor- 
den ,  dan  door  te  stellen  bp  —  ac  =:  0  of  aq  —  bc  =  0. 
Uit  bp  —  ne  =r  0  volgt 

bp  zn  ac , 

dat  is  b(x  —  a)  =  a]/(a*  —  **)> 

waaruit  dan  gevonden  wordt 

of  *  =  a  +  -£  i/(aa  —  **); 

uit  ay  —  ie  z=  0  volgt 

aq  =z  4c, 

dat  is  a(x  —  *)  =  b{/(a*  —  **)  , 

waaruit  gevonden  wordt 

h  " ' 

x  —  *  ==  —  i/(*a  —  **) 

t 
of  jr  =  ó  H \/(a*  —  b2). 

Derhalve  zijn 

*  =  «  -f-'  y  i/(*a  — '*)  en  x  ==  £  -J |/(aa— **) 

de  waarden  van  x,   die  aan  de  opgegevene  vergelijking  toI- 
doen* 

CXC.    Voorstel, 
Door  E.  Olivier,  D*. 
Kos  £an   men  do  breuk  y7°  in  /toe*  andere  breuken  var* 
dooien,  welke  7  e»  11  tot  noomore  hebben  f  (*) 


(*)  Mui»  Himoi  ,  r«r*  van  Foorh.  Uads.  214.  Ho.  84. 
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Opgelost  door  J.  A.  Hansen  ,  D.  W.  Hinse,  E.  Om- 
vier,  Dz.,  J.  C.  Omvier,  J.  Sjoenis,  J.  S.  Speijer,  M* 
G.  Snoer,  J.  Teixeira  de  Mattos,  Jr.,  J. Heemskerk,  Abz. 
H.  Kxoos  ,  G.  Koster  ,  H.  Middelburg,  F.  C,  Radijs  «• 
A.  Volkerse. 

Oplossing-  van  J.  A.  Hansbn. 

Voor  de  tellers  der  gedeeltelijke  breuken  x  en  y  stellende* 
moet  men  hebben 

7    +   11  —    77  ' 
of  met  77  vermenigvuldigende 

11*  +  7y  =230, 
terwijl   nit  den  aard  der  vraag  *  en  y  geheele  positie  Te  ge- 
tallen moeten  zijn* 

Uit  de  laatste  vergelijking  volgt  terstond 

_  230-  11*  _  ,    —  _  3*  +  6 

y  =S = —  o&  —  LX  H ^ , 

soodat  x  en  y  geene  geheele  getallen  kannen  zijn,  ten  zij  ook 
"*"       en   bijgevolg  — ^p—  een  geheel  getal  zij. 
Men  stelle  das 

^-±_2  =  sof*  +2  =  7*, 

dan  volgt  hieruit  # 

*  =  1%  —  2 
«ii  door  substitutie  dezer  waarde  voor  x 

y  =  36  —  11», 
soodat  na  elk   geheel   getal  voor  *  genomen,  geheele  getal- 
len   voor   *  en  y  zal  doen  kennen  ,  die  aan  de  vergelijking , 
waartoe  het  voorstel  aanleiding  gaf,  voldoen. 

Daar  echter  x  en  y  positieve  getallen  moeten  wezen,  tal 
men  moeten  hebben 

7*  >  2    en    lis  <  36 
of  *  >  f    en        s  <  3/T, 

weshalve  men  voor  z  geene  andere  waarden  dan  ss  It 
%  «ss  2  en  *  zsz  3  kan  nemen* 

Voor   *  =  1 ,   is   x  =  5  en  y  zr  25 ,  zoodat  men  dan 
voor  de  begeerde  verdeeling  heeft 

»  +   ff  SB*  W» 

Z  3 
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Voor  %  =  2 ,  is  x  =  12  en  y  =  14 ,  e»  clan  heeft  men 

ia      *_    14  —    230 
7     n-   TT  TT  • 

Voor  mr:3,  \%  x  =  19  en  y  z=  3,  waaruit  dan  voor 
.de  verlangde  verdeeling  volgt 

1?       l_       3      —     2  3  O 
f    +    ïï    77  * 

liet  gebroken  a?3/  kan  dus  alleen  op  de  diie  bovengevon- 
dene  wijzen  in  twee  breuken  verdeeld  worden,  waarvan 
7  en  11  de  noemers  zijn, 

CXC1.    Voorstel* 
Door  E.  Oliyier,  Oz. 

Wanneer  in  de  uitdrukking  a2x2  -J-  cy2  ,  a  en  c  twee 
rationnle  getallen  zijn  ,  zoo  is  de  vraag ,  welke  rationnle 
getallen  men  voor  x  en  y  zal  kunnen  nemen,  opdat  de  ge- 
noemde uitdrukking  een  volkomen  vierkant  zij?  (*) 

Opgelost  door  E.  Olivier  ,  Dz. ,  J.  A.  JIakskx,  D.  W. 
HinsEj  11.  Kloos,  J.  C.  Ouvier,  M.  G.  Smoer  ,  J.  S. 
Speijer  ,  G.  Kosted  ,  F.  C.  Rajdijs  en  J.  Teixeira  os 
Mattos  ,  Jr. 

Oplossing  van  E.  Olivier,  Dz. 

Men  stelle    voor    den    vierkantsworlel   uit  de    opgegevene 

uitdrukking  ax  A y  .  dan  heeft  men 

n 

a*x*  -J-  cy2  ==  (ax  •+-    ™y \  . 

Hieruit  volgt:  door  ontwikkeling 


n  n2 


of  cy*  z= 

n  n 


_  Zomxy         n\2y2 


door  vermenigvuldiging  met  «2,  iia  deeling  door  y, 


en 


3„  —  o 


y  =  lamnx  -f-  *»2y, 


en  door  afzondering  van  y 

__      2amtjx 
V  ~  en2  —  m2% 
De  laatste  vergelijking  geeft  aanleiding  tot  de  evenredigheid 

x  :  y  ==:  c»a  —  m2  :  2amn; 
men  kan  derhalve  stellen  ' 


(*)  Mkikb  Hiuci  ,  r<t%*  vm  root*,  hladi.  211.  Ifo,  85. 


\ 
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x  =  en2  —  w1    en    y  z=r  ïamn, 
waardoor  dan,  voor  alle  willekeurige  ralionale  waarden  van 
m   en    «,    de  opgegevene  uitdrukking  een  volkomen  vierkant 
wordt.     Men  vindt  namelijk 

aaxa  -;-  cy*  =  ri2(c«2  —  *»*)  +  4a2*?»**!!* 

=  a*(c2n+  —  2c«i2/t2  -J-  in4  -f.  4c«2n*) 
=r  a2(c*n4  +  2c?«2»2  -h  f»4) 
=  aa(cn2  4-  »«2)2. 

CXCIL     Voorstel. 
Door  J.  TfilXEIRA  de  Mattos,  Jr. 
Eenen  driehoek  te  berekenen ,  alê  gegeven  xtjn:  een  koel; 
de   som   der  zijden  om  dien  hoek  en  de  middellijn  de»  inge- 
ech  reven  cirkels ? 

Opgelost  door  J.  A.  Hansen,  D.  W.  Hinse,  H.  Kloos  , 
G.  Koster,  ff.  Middelbuiig  ,  J.  C.  Olivier  ,  F.  C.  Radijs, 
J.  S.  Spejjeh  en  J.  Tkixeira  de  Mattos  ,  Jr. 

Oplossing  van  J.  A.  Uansen. 
Laai  ABC  (Fig.  65)  een  driehoek  met  deszelfs  ingeschre- 
ven cirkel  zijn  ,  en  trekken  wij  uit  het  middelpunt  M  van 
dien  cirkel  lijnen  naar  de  hoekpunten  des  driehoeks  en  naar 
de  raakpunten,  indien  dan  gegeten  zijn  AC  -f»  RC  z=  ë, 
MD  =  MC  =r  MF  =r  r,  hoek  ACB  =  C,  enwijBC  =  «, 
AC  =  6,  AB  =  c,  hoek  RAC  =  A,  hoek  ABC  =  B 
stellen ,  hebben  wij  ter  berekening  van'  dien  driehoek  liet 
volgende. 

Uit  de  reglhoekige  driehoeken  MH)  en  MCE,  waarin 
hoek  MCD  z=.hoek  MCE  =  \C  is,  blijkt  dat  men  heeft 

CD  =  CE  =  rCot.\C, 
en  omdat  AF  =  AE  en  BF  =  BD  is,  heeft  men  verder 
AB=AF+BFzrAE+BD=\C-|-BC— (CE+CD) 

of  e  =s  «  —  %lrCot.\C (1), 

waardoor  de  zijde  e  des  driehoeks  gevonden  wordt. 

Laat  vervolgens  uit  A  eene  lijn  evenwijdig  met  MC  ge- 
trokken worden ,  tol  dal  eij  het  verlengde  van  BC  iu  G  ont- 
moet, dan  is 

Ao«£CAG2=Aoe*ACM=:§6*  en  hoek\GC=hoek\\CB—lC 
dus  ook         hoek  CAG  =  hoek  AGC    en    AC  — r  CGj 
derhalve  is  dan :        hoek  GAB  =  A  +  \C 
en  BG  =  CG  +  BC  s=  AC  +  BC  as  *. 

Z  4 
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Na  volgt,  nit  deu  driehoek  ABG, 

&"w.  GAB  :  Sin.  AGB  =  BG  :  AB 
of  Sin.(A  +  §C)  :  Sin.$C  =  »  i  c, 

waaruit  men  heeft 

Sin.(A  +  IC)  =   — 

c 

of,  door  substitutie  der  waarde  (1)  voor  e  gevonden  , 

Sin.(A  +  IC)  =  ,  rELtf    '    '    '    W. 
Verder  is  klaarblijkelijk 

B  +  \C  =  180°  —  (.1  +  |Cj    .    .    .    (3), 

alsmede  a  =  &W W 

Sin.B 

'  =  w?c «» 

zoodat  men  door  het  stelsel  vergelijkingen  (1) ,  (2) ,  (3) , 
(4)  en  (5)  den  geheelen  driehoek  kan  berekenen. 

Daar  volgens  (3)  Sin.(B  +  \C)  =  Sin.(A  +  \C)  is,  zal 
het  slechts  eene  verwisseling  der  hoeken  A  en  B  en  dus 
ook  van  de  zieden  a  en  b  ten  gevolge  hebben,  indien  men 
de  beide  waarden  van  A  +  §C,  die  uit  (2)  voortvloeien 
met  elkander  verwisselt ;  zonder  dat  dit  overigens  op  den 
berekenden  driehoek  van  invloed  zal  wezen* 

Aanmerking  van  J.  Eadov  Guijben.  indien  men  den 
driehoek  uit  de  gegevens  wilde  construeren,  zou  men  dit 
aldus  kunnen  doen. 

Men  beschrijve  uit  een  willekeurig  punt  M  als  middelpunt, 
met  den  gegevenen  straal,  eenen  cirkel  DEF  (Fig.  66J  en 
trekke  daaraan  twee  r  aaklijn  en  CR  en  CS,  elkander  onder 
den  gegeven  hoek  C  snijdende;  op  eene  dezer  raaküjnen,  bij  v. 
op  CS  neme  men  CQ  =r  »,  DG  z=  CD  en  beschrijve  ver- 
volgens uit  Q  als  middelpunt  met  QG  als  straal  eenen  cir- 
kelboog ,  welke  de  lijn  door  C  en  H  getrokken  ergens  in  H 
snijdt.  Indien  men  dan  eerst  QH  ,  en  vervolgens  evenwijdig 
met  Qll  tene  raallijn  AB  aan  den  cirkel  trekt,  zal  ABC  de 
begeerde  dn*  boek  zijn.  Om  dit  aan  te  toonen  is  het  genoeg- 
zaam te  doen  zien ,  dat  door  deze  constructie  AC  -|» 
BC  =  CQ  zr  $  zal  geworden  zijn* 

Volgens    eene    eigenschap     der   driehoeken,    waarin  een 
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hoek    middendoorgedeeld    is,    beeft  men    de   evenredigheid 

AC  :  BC  =  AI  :  BI , 
waaruit  volgt 

AC  +  BC  :  AB  =  BC  :  BI ; 
maar  wegens  de  evenwijdigheid  van  AB  en  QH  ia  ook 

BC  :  BI  =  CQ  :  QH , 
zoodat  wij  in  verband  met  de  vorige  evenredigheid  hebben 

AC  +  BC  :  AB=  CQ  ;  QH, 

waaruit  wederom  volgt 

AC  +  BC  —  AB  :  CQ  —  QH  =  AB  :  QH; 

maar  nu  ia  AC  +  BC  —  AB  =  CE  +  CD  =  2CD 
en  CQ  —  QH  =  CQ  —  QG  =  CG  =  2CD,  zoodat  in 
de  laatste  evenredigheid ,  de  termen  der  eerste  reden  even 
groot  zijnde,  ook  die  der  tweede  reden  onderling  gelijk 
moeten  zijn  en  men  dus  beeft 

AB  =  QH  =  QG; 

en  hieruit  vo^gt  nu  verder 

AC  +  BC  =  AB  -h  2CD  =  QG  -f-  CG  =  CQ, 
hetgeen  moest  bewezen  worden. 

De  cirkelboog  GH  snijdt  de  lijii^  CM  nog  in  een  ander 
pnnt  H';  ook  dit  punt  kan  men  tot  constructie  des  driehoeka 
gebruiken,  en  zal  dan  eenen  driehoek  A'B'C  verkrijgen,  die 
gelijk  en  gelijkvormig  met  ABC  zijnde,  daarvan  slechts  in 
stand  verschilt. 

CXCIH.    Voorstel. 

^  Door  J.  Te i xz ira  se  Mattos,  Ja. 

Eenen  driehoek  te  berekenen  als  gegeven  zijn  :  de  baxis, 
de  inhoud  en  de  middellijn  des  omgeschreven  cirkels  ? 

Opgelost  door  J.  S.  Spbijer,  J.  Badon  Ghijben,  F.  C. 
Babijs,    J.  A.  Hansbn,  D.  W.  Hinse,  H.  Kloos,  H.  Min* 

DELBURG,     J.   C.   OlIVIER,    J.    TeiXEIRA   DE    MATTOS ,    J&.   #* 

G.  Koster. 

I.    Oplossing  van  J.  S.  Speijer. 

Laat  ABC  (Fig-  67)  de  bedoelde  driehoek,  M  het  middel- 
punt van  den  «'aar om  beschrevenen  cirkel  zijn  en  zij  gegeven 
AB  =  «,  AMD  =  Ir  en  Inh.  drieh.  ABC  =  />*. 

Nu  heeft  men,  gelijk  bekend  is,  ter  bepaling  van  den 
boek  C ,  onmiddellijk  de  formule 

Z  5 
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neemt  men  verder  liet  verschil  der  hoeken  A  en  B  tot  on- 
bekende aan,  en  stelt  men  dus  hoek  B  —  hoek  A  =  <pt 
waardoor 

hoek  A  =  90°  —  §(C  +  $)    en     hoek  B  =  90°  —  §( C  —  $) 
wordt,  dan  heeft  men ,  uit  de  bekeude  formule 

Inh.  drieh.  ABC  =  |AB*  ^  ^ 

Sin.C 

de  vergelijking 

of,  omdat 
Co$.±(C  +  <f>)  Cös.JfC  —  0)  =  IfCWC  -],  C<m.$)  is, 

CosAl    -4-    Coft.d) 

waaruit  gevonden  wordt 

kjj*Sin.C  —  «aCot.C 


Cos.<p  = 


«2 


Om   deze   formule  voor    de    berekening   door  logarilhmen 
geschikter  te  maken,  kan  men  stellen 

alsdan  wordt 

Cos.tf)  =  T«w^  Sin.C  —  Con.C  =  —  ^'f^JLf? 

zoodat   men    het    volgende   stelsel  van  formules  heeft,  om  $ 
cu  verder  den  gcheeleit  driehoek  te  berekenen : 

&».C  =   —  ;  Tanga  =    *     ;  Co$4  = -1  -L-l; 

*r  a*  Vos.» 

hoekk  =  90°  —  |(C  +  0)  -}  hoekü  =  90°  —  £(C  —  0); 
AC  =  ^  ,SVh.B  =  2rCoa.  l(C  -  (ft, 

en         BC  =  — %  Siji.A  =  2rCos.  £(C  +  d>). 

II.     Oplossing  van  J.  Badon  Guijben. 
Indien    wij  AC  =  x  en  BC  z=  y  stellende,  de  gegevens 
door    dezelfde   letters    als  in  de  vorige  oplossing  aanduiden, 
geeft    de    eigenschap,  dat   de    straal  des  omgeschreven  cir- 
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kels   gelijk  is   aan    liet   product    der   zijden   gedeeld  door  4 
maal  den  inhoud  des  driehoeks ,  aanleiding  tot  de  vergelijking 

hp9r 
Xy  =  ^  5 
uit  de  bekende  formule ,  waardoor  de  inbond  eens  driehoeks 
in  zijne  zijden  wordt  uitgedrukt ,  beeft  men  verder 
_  x4  —  y4  —  a4  +  2x3ya  +  2a*x*  +  2a*ya  =r  16>4. 

Zoo   wij    nu    de    laatste  vergelijking  van  4  maal  het  vier- 
kant der  eerste  aftrekken  ,  komt  er 

64»4ra 
*4  +  y4  +  a4  +  2*ay2  —  2a2*2  —  2«2ya  =  -±- 16/>4  , 


aa 


waarvoor  wij  ook  kannen  schrijven 


(*    +  y    —  «  ;   = 


«a 


Stellen    wij    ter  bekorting  j/(4ra  —  «9)  zzz  £,  dan  volgt 
oit  de  laatste  vergelijking 

X2  4-  y*  —  oa  =  ±  -i — ; 

« 

zullende ,    raar   gelang   men  bet  bovenste  of  benedenste  tee- 
ken   gebruikt ,    x*  -J-  ya  >  «*    of    x2  -f-  ya  <  aa  en  dus 
da  hoek  over  de  zijde  a  scherp  of  stomp  zijn. 
Wij  hebben  dan  nu  de  beide  vergelijk] ugeu 

,   kn*k  4»ar 

xa  +  ya  =  aa±  - —    «»    *V  =  - — , 

a  a 

waarnit    door    eene    algemeen    bekende    leerwijze,  en    in  de 

onderstelling   dat  wij,  de  grootste  der  onbekende  zijden  door 

*  Lebben  voorgesteld  ,  gevonden  wordt : 

1°.  Voor    het   geval,    dat   de   hoek  over  de  gegevene  zijde 

scherp  is: 

en  x  —  y  =  l/{«*  —  -P-'(2r  —  /.)}. 

2°.  Voor  bet  geval,  dat  de  genoemde' hoek' stomp. is  : 

en  *  -  y  =  v/{a*  -   ^(2r  +  *}}. 

Boor  deze   fornialen  worden  dan  nu  de  onbekende  zijden 
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des    driehoeks  gevonden ,    zoodat   men   dan   ook   de  hoeken 
daaruit  berekenen  kan. 

Tot  de  bestaanbaarheid  van  den  driehoek  wordt  vooreerst 
gevorderd ,  dat  k  3=  j/(4ra  —  a2)  bestaanbaar  en  dos 
a  <  Ir  gegeven  zij.  Deze  lijn  k  stelt  dan  de  koorde  voor, 
bij  voorbeeld  BD ,  die  uit  een  der  uiteinden  van  de  gege- 
vene  zijde  gelrokken  wordt  naar  het  punt  van  den  cirkel- 
omtrek,  dat  diametraal  over  het  andere  uiteinde  van  die 
zijde  gelegen  is.     Dus  is  dan  ook  altijd  k  <  2r. 

Ten  tweede  wordt  vereischt,  dat  ten  minste  eene  der 
twee  bovenge vondene  waarden  voor  x  — •  y  bestaanbaar 
zij;  terwijl,  indien  beide  die  waarden  bestaanbaar  zijn  er 
ook  twee  verschillende  driehoeken  ,  een  met  eenen  scherpen 
en  een  met  eenen  stompen  hoek  over  de  zijde  a,  aan  de 
gegevens  beantwoorden  zullen.  Zijn  a  en  r  naar  be- 
hooren    gegeven,    zoodat   a   <    2r   is,    en    neemt  men  dan 

4n* 

p2   =   \a(2r  +  k)9   zoo  wordt  a2  —   -£-(2r  —  k)  =0; 

4»a 
neemt  men  dus />a  >  |a(2r  +  k)f  dan  wordt  a2  —  — (2r — k) 


hp2 
en    zoo    veel   te    meer   aa  —  —  (2r  -f-  k)  negatief,  zoodat 

dan    beide    waarden     van   x  —   y  onbestaanbaar    worden. 

4n* 
Voor  p*  =  \a(1r  —  k)9  wordt  a2  —  J-  (2r  -f-  k)  =  0  \ 

4«2 

neemt  men  dus  p2  <  |a(2r  —  k),  dan  wordt  «a £-(2r+i) 

4pa 
en   zoo    veel    te    meer    a2 —  (2r  —  k)   positief,  zoodat 

dan  beide  waarden  van  x  —  y  bestaanbaar  zijn.  Er  zullen 
dus,  onder  de  gegevens,  of  geen  ,  of  slechts  een ,  of  twee 
verschillende  driehoeken  bestaan,  naar  gelang  p2  boven, 
tusschen ,  of  beneden  de  grenzen  \a{%r  +  |/(4ra  —  **)) 
en  |a(2r  —  y/(kr2  —  a2))  gegeven  wordt* 

Begeert  men  den  driehoek  uit  de  gegevens  te  construeren, 
zoo  kan  men  eerst  eene  vierde  evenredige  tot  \a  en  p  con- 
strueren, deze  zal  dan  de  hoogte  des  driehoeks  zijn;  ver* 
volgens  kan  men  eenen  cirkel  met  r  als  straal  beschrijven 
en  daarin  eene  koorde  gelijk  aan  a  plaatsen;  trekt  men  dan 
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verder  lijnen  evenwijdig  aan  die  koorde  en  daarvan  aan 
weerszijde ,  op  eenea  afstand  gelijk  aan  de  gevondene  hoog- 
te ,  verwijderd ,  dan  zullen  de  driehoeken ,  die  de  snijpun- 
ten der  laalstgetrokkene  lijnen  met  den  cirkeiomtrek  tot  top- 
pen en  de  genoemde  koorde  tot  bazis  hebben,  de  begeerde 
«ijn. 

De  gevondene  voorwaarden,  voor  de  bestaanbaarheid  van 
den  begeerden  driehoek,  worden  door  deze  constructie  vol- 
komen bevestigd;  want,  naar  gelang  de  laaUtgetrokkene 
evenwijdige  hjne* ,  of  geen  van  beide ,  of  slechts  een  van 
beide  ,  of  beide  den  cirkel  snijden ,  zal  de  constructie  f  of 
geen ,  of  slechts  een ,  of  twee  verschillende  diïehoeken  doen 

kennen* 

CXC1V.    Voorstel. 

Door  J.  A.  Hansen. 
Door  esn  regt  hoekig  driehoekig  etuis  land,  waarvan  de 
eene  regthoekszijde  a  ellen  lang  ia ,  wordt  eene  sloot  ge* 
graven,  b  ellen  breed  en  evenwijdig  met  de  andere  regt- 
hoekezjjde. Zoo  nu  de  inhouden  der  deelen  zijn  ah  p  tot 
q  ,   hoe   ver  ie    dan  de  kant   der    êloot    van  den  scherpen 

hoek  off 

OroEiiOST  door  J.  A.  Hansbn,  J.  S.  Spbijer,  D.  W. 
Hinse,  H.  Kloos,  G.  Koster,  H.  Middelburg,  J.  C.  Oli- 
vier  ,    F*   C.   Radijs  ,  J.  Sjoenis  en  J.  Teixeira  de  Mat- 

tos,    Jr. 

Oplossing  van  J.  A.  Hansen. 

Laat  ABC  (Fig.  68)  het  bedoelde  stuk  land  en  DEFG  de 
•loot  zijn  ,  dan  is  gegeven  AB  =.  a  ellen ,  DF  =  b  ellen, 
alsmede  dat  de  inhouden  der  deelen  ADE  en  GFBC  tot 
elkander  zijn  als  p  tot  q,  terwijl  de  afstand  AD,  die  wij 
gelijk  x  ellen  zullen  stellen  ,  moet  berekend  worden* 

Uit  de  eigenschappen  der  figuur  volgt  terstond 

/«A.ABC  :  /«AAFG  :  /«A.ADE  =  AB*  :  AF*  :  AD* , 
dus  is  ook,  volgens  eene  eigenschap  der  evenredigheden, 

/«A.ABC  —  /«A.A FG  :  /«A.ADE  =  AB*  —  AF*  :  AD*; 
of  /«A.ADE  :  /«A.GFBC  =  AD*  :  AB*  —  AF*. 

Maar  nu  is  /«A.ADE  :  /«A.GFBC  =  p  :  q, 

AD  =  x ,  AB  =  a    en    AF  z=  x  +  *, 
derhalve  hebben  wij 
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p  :  q  =2  *a  :   <i2  —  (*  +  *)* ,     • 
waaruit  achter volgens  aTg^lei.1  kan  worden  : 

qx*  :=  a*p  — p(x  -J-  £;a, 
qx*  =  «2/i  —  />.ra  —  26px  —  /&£*, 
(/>  +  q)x*  -f-  '-ityx  =  p{a*  —  4»J  , 

P  +  9  V  +  ? 

uit  deze  vierkanlsvergelijkiug  wordt  nu  gevonden 

*  +  *        lü»  +  f)J        /*  +  y    J 

of  na  belioorlijke  herleiding  en  in  het  oog  houdende,  dat 
uit  den  aard  der  zaak  x  positief  moet  zijn  en  dus  slechts 
liet  bovenste  teeken  bruikbaar  is , 

_  -  h  +  |/[«7»a  +  7>7(«a  —  *=)] 

P  H-  ï 

waardoor  de  gevraagde  afstand  in  de  gegevens  is   uitgedrukt. 

Moeten    de    beide  declen  even  groot  zijn,  dan  is  p  zzz  g, 
zoodal  wij  voor  dit  bijzonder  geval  vinden 

x  =  |{-  6  +  v/(2.»*  -  *»;}. 

Aanmerking  vait  J.  S.  Speijer.  liet  is  blijkbaar  ,  dat  de 
afstand  AE  door  de  gegevens  niet  bepaald  wordt;  want  de 
lijn  AC  kan  in  éene  andere  vigling,  bij  voorbeeld  AC',  loo- 
pen,  zonder  dal  zulks  een igen  'invloed  op  de  gegevens  heeft. 
Voorts  zal  men  dezelfJe  waarde  voor  x  vinden,  indien  de 
hoek  B  niet  r"gt  is,  mits  maar  altijd  de  sloot  evenwijdig 
met  BC  zij;  want  de  driehoeken  ABC,  AFG  en.  ADE  blij- 
ven dan  gelijkvormig  en  hunne  inhouden  hebhen  dus  de- 
zelfde verhouding  als  vroeger;  echter  is  dan  DF  niet  meer 
de  breedte  der  sloot. 

CXCV.     Voorstel, 

Voor  F.  C.  Radijs. 

Een  getal  van  n  cijfer*  wordt  op  alle  mogelijke  wijzen 
omgezet ,  en  tïe  som  vnn  al  deze  getallen  is  gelijk  S  gep' 
ven.  Men  vraagt  hieruit  de  som  van  die  n  cijfers  t$ 
vinden  ? 

Opgelost  door  J.  C.  Ülivter  ,  W  W.  Hinse,  J.  SrEijtn, 
J.  B-assan  ,  J.  A.  1Jan*en,  11.  Kloos,  F.  C.  Radijs,  M.  G. 
Sjtos&j  J.  Teixeira  db  M  at  tos  ,  Ja.  en  G.  £osT£a« 


VOORSTELLEN.    N*.  195.  359 

Oplossing  van  J.  C.  Olivier. 
Indien  men  aanneemt ,  dat  het  getal  uit  n  vcrsrhil- 
lende  cijfers  bestaai,  dan  is  liet  aantal  der  omzettingen 
1  X  2  X  3  X  enz.  .  .  X  (n  —  1)  X  n.  Phialst  men  al 
deze  omzeilingen  onder  elkander,  dan  komt  elk  der  cijfers 
in  de  kolom  der  eenheden  1  X  2  X  3  X  enz.  .  .  X  («  —  1) 
m^len  voor,  zoodat,  indien  men  de  som  der  cijfers  x 
noemt,  de  som  van  de  cijfers  die  in  de  kolom  der  eenhe- 
den staan   zijn  zal 

1  X  2  X  3  X  enz.  .  .  X  (n  —  1)  X  *• 
Ook  in  de  kolom  der  tientallen ,  in  de  kolom  der  bon* 
derdtallen,  enz.,  komt  elke  cijfer  even  dikwijls  voor  als  in  die 
der  eenheden,  zoodat,  met  in  hel  oog  houding  van  de  waar- 
de die  de  cijfers  door  hunne  plaats  verkrijgen ,  de  som  van 
de  kolom  der  tientallen  zijn  zal 

10  {1  X  2  X  3  X  enz.    .    .    X  (n  —  1)  X  *}  ; 
«ven  zoo  is  de  som  van  de  koTom  der  honderdtallen 

10*  {1   X  2  X   3  X  enz.    .    .    X  (»  —  1)  X  *}  , 
die  van  de  kolom  der  duizendtallen 

103   {l   X  2  X  3  X  enz.    .    .    X  (»  —  1)  X  *}  , 
enz.    e u    eindelijk    die    van    de    kolom    der    hoogste    cijfert 
in  rang 

IC-1  (1  X  2  X  3  X  enz.    .    .    X  (»  —  1)  X  *}• 
Voor    de   som    van    al  de  getallen,  door  de  bedoelde  om- 
zellingen  verkregen,  wordt  dus  gevonden 
{ I  + 10+  10a-r-103-r-«fia;.+ ÏO*"1}  { l  x2x3x««*..X(*—  l)Xi}| 
waarvoor  men  ook  schrijven  kan 

1  X   2  X  3  X  enz.    .    .    X  (n  —  1)   X  x  X   ]Q  _      , 

en   daar   deze   som  gelijk  S  gegeven  is  ,  heeft  men  de  verge* 
lijking 

1  X  2  X  3  X  enz.  .  .  X  (n  —  1)  X  x  X     °"  """  1  =  S, 

waaruit  .voor  de  gevraagde  som  der  cijfers  dadelijk  gevonden 
wordt 

\ OS 

*  ~  1   X  2  X  3  X  enz.  .  •   X  (»  —  1)  'X  ('0«  —  ij" 

Neemt  men  aan,  dat  er  onder  de  n  cijfers  azijn  die p  maal, 
h  die  q  maal,  en  dus   n  —  (*p  -f*  bq)  die  slechts  éénmaal 
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,                •       v       1.  *       •  i    lx2x3x*»*....X(«— 1)« 
voorkomen  .    dan    kan    het    getal    t-— - —7- — —-1 1— 

•  5       (Ix2x...x/Oa-Ox2x~.x?j* 

malen  omgezet   worden.    In  ieder   der  kolommen  komt  dan 

voor : 

...  ,       .  ,   a     r       1X2x3X«m-...(«— 1)  , 

clkder,,-^+^CiJfer,>(ix2x..x/>j-(i^k^  -*** 


..   ,  ..r       1  X2x3x««* ....  f «— 1)/>       . 

eikder  .  Cgfe"'(lX2X..XP)'(IX2X..xy)>n,alCn; 

...  .  ..-       1X2X3X«»*  ....(*— l)q 

enelkder  6  «^_  .^-—-j  ""k" ' 

indien   men   dus   de  som    der  n  —  (ap  -f-  bq)  cijfers  r,  de 
enkele  som  der  a   cijfers   y ,   de   enkele    som  der  b  cijfers  % 

*_     i    .-.  u  ,  1X2X3X«M.«X(«— 1)  0 

noemt,  en  kortheidshalve  (lx2x...  ^1x2^1x0*  =  P 

steil,    vindt    men    voor   de    som  der  cijfers  van  elke  kolom, 

zonder  op  de  waarde  die  deze  cijfers  door  hunne  plaats  ver* 

krijgen  te  letten, 

P*  +  Tpy  +  Pqz. 

Met  in   het  oog  houding  der  genoemde  waarde,  heeft  men 

dus,  voor  de  som: 

yan  de  kolom  der  eenheden  (P*  -f-  Vpy  -|-  Vqx), 

van        die        der  tientallen  10(P*  -J-  Vpy  +  Vqx), 

van        die        der  honderdtallen  I0*(Px  +  ?py  +  Vqx), 
enz.,    en   eindelijk  voor   de    som  van  de  kolom  der  hoogste 
cqfers  in  rang  10»-l(P*  +  *py  +  Pf*J- 

De  som  der  getallen,  door  al  de  omzettingen  verkregen, 
wordt  dan 

(1  +  10  +  10*  +  .  .  .  +  10--»)  (P*  +  Vpy  +  Vqx), 
waarvoor  men  weder  schrijven  kan 

%       10-  —  1 

P(X+fy  +   q%)   X  -JQ-^y, 

loodat  men  nn  heeft  de  vergelijking 

10*  —  1 

P(*  +  n  +  **)  x  — § —  =  S* 

Dewijl  voorts  x  de  som  der  cijfers  is ,  die  slechts  één- 
maal ,  y  de  enkele  som  der  cijfers  die  p  maal ,  en  «de  en- 
kele  som  der  cijfers  die  q  maal  voorkomen ,  is  *  +py  -+•  q% 
de  geheele  som  der  cijfers,  zoodat,  deze  som  X  noemende, 

pxx!^i  =  s 


>  .1 


%     » 
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'S.  ' 

^   <  .        x  =^ L  P(io*  ~  1}  :     .  ♦     t  : 

wordt  y  hierin  "voor  P  weder  We  waarder  stettevde  yüwnit* 
er  eindelijk,  voor  de  gevraagde-  *oVn::  der  cijfers,  in  de  iaatirt> 
a^mgenortene  onderstelling  V  ü*  *:        « :'  'RV'   :       '" 

•      _  Qx2x>.o<p)'(*x3x.":x?)»       -W        I:  • 

!     f  •  CXCVÏ. '  tö'ö  *  s  *•»  t. 

f     ■  .  Deor  F.  O.  Ribïj».  »:  >     ^  ' 

JEa*  '  ©aifc,   ioèlke  de  gédatntè  van  tenen  doncentrièk  tèttgth 
kolden    halven' bet  heeft  f  8  f  at  op  een  horizontaal  vlak  *n' 
it  geheel  met   water  gevuld.    Wanneer   deze' bak 'bewogen* 
wordt  y    zoodat   dèkself*  Jolvermig  oppervlak  ever  kei  Atrö-" 
zonttil*  vlmk  rolt ,  eter*  het  water  er  gèdeettétjjk  wit:  Mén \ 
vraagt    nu     de    meetkunetige  piaate    ie   bepalen    tJa*  hei* 
ï'waarlepunt  van  het  water,  dat' in  den  bak  blijft  f  "       r  "■ 
i'Or&BiiOST  door  L.  J*  Ulicak  en  F«  €•  fiajujsv 
OplomiMO  va*  Lv  JvUiAia^  :    .   . 
Laat    AMJDMC    (Fig*  69)  eene   Yerlidale    doorsnede  van. 
den  (halven   bol  verbeelden,  in  dien-  stand ,  waarin  de  raid-' 
dellijn    AR    horizontaal    en'  de  bak  geheel  gevuld  js ,  en  %$ 
Z  het    sw4artépinit    van    den   inwendigen*  halven  boL    Jih 
na   'de    buiten^onrUek   A  PB   dezer  doorsnede ,  ©ver  éerie  dvi > 
hsmr~vhik  gelegene   horizontale-  fijn' PB*">  züodanïjf  rolt ,  dat' 
de?  pnnteu  van  den  toog.  PB  achtervolgen»  niet'  db  punten  1 
van   do  l#n    PB"    in  >  aanraking   konten ,  zal  de  baT  achter- 
volgen^  de  standen   A'QB'tTM'C',  A'RB'D'M'C*;  eü.  a«nV> 
nemen';  de  raïddeÈhjn  AB.,  steeds  iri ' hetzelfde  verticale  vfat'- 
blijvende  l    zal;   daardoor  aehtervolgens  t  de  standen   A'B'*; 
A'B%  enz.,   verkregen,  totdat  zij  eindelijk  in  den  verticalen 
•tand   A"B"    komtj   het  punt   D  hierdoor  gedurig  dalende, 
zal  ftcHtervcdgena  in.D',  V^,en».\  komenden  de  horizontale 
Hfnen  D'E-,  TYÏL','enz.,  zullen  de  opvolgende  standen  voor-' 
stellen  i van  *  den    spiegel   des  waters,  dat  in  den  bak  blijft; 
totdat  het  punt-  D  in  D*  "gekomen   zijnde,   de  "Bat  ledig ; 
geloopen    en    dos    de    waterspiegel   verdwenen  zal  wezen. 
Het  in   den  bak  blijvende  water  vormt  dbs  bolvormige  «eg* 
menten  D Xr,  IT^  #**.,  wie*  zwaartepunten  Z',  Z',  enz., 
in  het  meergenoemde  verticale  vlaki  en  wel  verticaal  do  ven 
I.  Deel.  A  a 
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de  raakpunten  Q ,  R ,  *n*>,  Tan  den  buiten-omtrek  met  de 
horizontale  lijn,  zullen,  gelegen  sjijn.  Wanneer  derhalve  die 
«•raartepiitt&to^  volgen*  de  bekefcde  cpnstrnctje ,  gevonden 
zijn ,:  zal  <k:  kromme  lijn  ZZ'Z'D",  welke  door  dezeive  ge» 
trokken  wordt,  de  bedoelde  meetknnatigt  plaats  zijn,  indien 
aan  den  bik  geene  andere  beweging .  gegeten,  wordt  dan 
die,  M^aaxbg . de'Doog  fiB  over  £e.  horizontale  lgn~PB"  rolt. 
Wij  kannen  echter-  opk  .onderstellen,.  4&t,  terwijl  de  mid- 
deUijn  Afi  altijd  in  heja^lfile ,  verti^aje .  vlak  blijft,  de  boog 
FA;  over.  i(e^  lijn  Pb,,  het  verlengde  Tan  PB"  rolt,  mis 
Wanneer.  VYf&./eeae  t^eadv  kromme  Ujq  Zz  verkrijgen,  die 
n*at  4%  <e*Mjte  gelijk  en  gelijkvormig  -en  symmetriek  met  de- 
zetau  tan  Apzjgjte  van^de^lijn  MP  geplaatst  ia*  Eindelijk 
binnen.* wij  d^^Ude.  be^r^giug,ydie  Wij  .voor  ééne  verticale 
doorsnede  bgschdnwd  hebben,*  {tak  aan. alle  andere  door  dn 
lijn  MP  ^étttfde  ..verticale 'dooraneden^oakemien  y  en  hieruit 
blijkt  dan  ,  At.Ode!  gevraagde ,  meeikunstige.  plaat»  een  om- 
wentelingsvlak  ia,  voartgebmgt  door  ,4e.  ■  omwenteling  der 
kromme  lijn  ZZ'Z'D"  om  de  Jgn  MP  als  **,  Ter  bepaling 
vaM  die  meetknnstige  plaats,  .is.  het,  alzoo '  voldoende ,  de 
vergelijking  der  genoemde. kromme  lijn  op  te  maken* 

ifcaat  daartoe,  voor  den  wittekeorigen; ; etend.. A'QB'  van 
den  halven,  bol,,  in  Fig»  70^  efznnderhjk  voorgesteld ,  M'Q 
de  straal  zijn,  behoorend*  tot  het  punt. van:  den  baiten-om- 
trek^  fat  met  bet.  horizontale  vlak  in  aanraking  ia,  en  zij 
S  heit,  snijpunt  van  dien  straalt  met  den  waterspiegel  D'£', 
**P  lÜk,  ***  :  *w«artepnnt:,.:'Tan  het  bolvormig' s^gmkent 
Dfq£',;  op  de  lijn  M'Q.,  enwel  appdaéig,  dat  oÉenrheeft 
(Zift  fc  B?  ,tfc***ID*  *  B*gn.4*r  84i*tie«<0$nm\,  JHJl 

,  Stellen  wg;, ntt,  na  JfTP  -lopdregt  top.  AS! -getrokken  te 
hebben,  heek  PM/Q  =p^)>  alsmede  der£trtf]enj  yifli  de  uit- 
en imrqn&ge  opj^ryiakfcen  y*n  den  bak  gelijk  'R  en  r  >  dan 
ia  .  Mf  o;.^:  r,  en  8  <j.  =  M'.f-r*-  M'fi&f^  rCm*  DfM'S 
—  r  w  rSt7Up',.hi^ioort  wordt .  .   ., 

twvfgl:  H#>!ro4flr  hebben;    ,  M'    :.  m9  -.•...... 

i        «•  *  ..  ? ■. 


I     •• 
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Boog  PQ  =  R0. 
Nemen  wij   voorts ,  in   Fïg.  69 ,'  Z  tot  oorsprong  der  on- 
derling    regfhoekig'e  coördinaten    aan  ,    en   MP    tot  66    der 
abscissen,'  zoodat  wij    voor  •  de  coördinaten  van.  Let   punt 
Z'  hebben  :{ 

ir  =  M'Z*  —  MZ    en    y  =  PQ, 
en  merken  wij  op,  dat  uit  dé  voor  M'Z'  gevondene  waarde, 

3 

door  0  =  0  te  nemen,  dadelijk  volgt  BdZ  ==  -r-r,  alsmede 

dat   de  lijn    PQ   in    Fig/  69   geüjk   ia  aan  den  boog  PQ  in 
Rg.'TO',  aan  hébben  wij -de  twee  vergelijkingen 

-     ;-  _  *  (i  +  sïnj)*  -.    a    

en  y  =  R<£, 

waaruit   slecht*   #   behoeft  geëlimineerd-  te  worden ,  om  de 

vergelijking  onzer  kromme  lijn  te  bekomen* 

Trekken    wij    daartoe  uit  de  laatste  vergelijking  0  =r  ~  , 

en  brengen  wij  deze  waarde  -  voor  $  in  de  voor  x  gevonde- 
ne  uitdrukking    over,   na   die   vooraf  te  hebben  herleid  tot 

den  vorm      v 

3         '    .  2+2Sin.<p  _   3  f  )        V 

dan  komt  er 

-*S  —  rSiit.  ~.  J2  — 
8  'n 


of  R   tot  eenheid   aannemende,    en  r  irrdie  eenheid  oiige- 
drnkt  door  r'  voorstellende , 


x 


8  *  l  2  +  &»yJ 


Deze  is  dan  nu  de  Vergelijking  der  kromme  lijn  ZZ'Z'D", 
die,  om  de  as  der  x  wentelende,  het  oppervlak  voortbrengt, 
waarin  de  zwaartepunten  Van  het  in  dèn  bak  blijvende  wa- 
ter zullenTgélégén  zijn. 

Aanmerking.  De  beide  kromme  .lijnen  ZZ'Z'D"  en  Zz 
zijn  in  deze  vergelijking  niet  begrepen ,  ten  zij  men  voor  y 
het  dubbele  iéeken  ±  verkoos  te  stellen.  Wanneer  men 
dan  ook   de  kromme  lijn ,   door    de  gevondene  vergelijking 

Aa  2 
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aangegeven,  beschouwt  als  in  D"  te  beginnen,  en  men 
haar ,  na  door  Z'  en  Z'  tot  in  Z  gekomen  te  zyn ,  verder 
wilde  vervolgen,  zon  men  geenszins  den  tak  Zi  verkrijgen. 
Dit  vervolg. der  kromme  lijn  zon  gevonden  worden ,  als  men 
bet  punt  D,  na  van  D"  tot  D  te  zijn  opgeklommen,  nog 
verder  liet  oprijzen  en  dan  de  zwaartepunten  in  aanmerking 
nam  der  bolvormige  segmenten,  grooter  dan  de  halve 
bol,  die  men  zoo  doende  zou  verkrijgen. 

CXCVII.     Voorstel. 

Door  &.  Sjcit. 

De   %ijden   van    eonen  regthoekigen  driehoek  in  rationaU 

getallen  te  tinden ,  zoodanig ,  dat  eene  der  regthoekexijden 

en  de   oom  der  regtkoekextfden  volkomen  tweedemagtegeial- 

len  xtjnt 

Opgelost  door  J.  S.  Speijer,  D.  W.  Hikss,  J.  Bas- 
san,  J.  A.  Hansin,  H.  Kloos,  G.  Koster,  H.  Middel- 
burg, F.  C.  Radijs  en  J.  Teixeira  de  Mattos,  Jr. 

Oplossing  van  J.  S.  Speijer. 

In  bet  algemeen  heeft  men,  voor  de  zijden  van  eenen 
regthoekigen  driehoek,  in  rationale  getallen, 

»0a  —  g2),  2tnpq    en    m(p*  +  ya), 
Tan    welke   vormen    de  twee  eerste  de  regthoekszijden  voor- 
stellen, terwijl  de  derde  de.hypothenusa  is. 

Men  neme  nu  m  ss  p*  —  qa ,  dan  is  reeds  eene  der 
regthoekszijden  een  volkomen  vierkant,  zoodat  na  nog 
slechts  de  som  der  regthoekszijden  ,  die  voor 'm  =  pa  —  q* 
overgaat  in 

(p*  -9*)  X(p*  —  g2  +y>q)9 

lot  een  vierkant  gemaakt  moet  worden* 

Stelt  men  hiertoe  p  =s  nq,  dan  verandert  deze  uitdruk- 
king na  ontwikkeling  in     -  ~  • 

y4(»4  +  2*3.—  ï»a  —  2»  +  IJ , 
en    neemt   men   vervolgens,    voor   den  vierkante  wortel   uit 
dezelve,  den  vorm  q2(n*  •+•  n  +  r)  aan,  dan  betft  men 

»♦  4-  2«*  —  2*a  —  2m  -f-  l  =  (ii2  +  n  +  rj* 
jof      na  ontwikkeling   en    weglating  der  termen  die  elkander 
vernietigen , 

—  2»2  —  2n  +  1  ==  (2r  -f-  l>a  -f-  2»  +  raj 
4sn    door  hierin  ïïr  -J-  1  =s  —  2,   of  r  =:  --  £  te  nemen, 
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verkrijgt  men 

—  2«  4-  1  =  —  3/i  +  -j-> 

■ 

5 
waaruit  volgt  m  rr:  -r-- 

Om  na  de  zijden  des  driehoek*  in  geheele  getallen  te  be- 
komen, stelle  men  q  =  4,  dan  wordt  p  ~  «y  zs  5, 
*»=ƒ>*  —  ya  =:  9)  zoodat  men  voor  de  zijden  des  drie- 
hoeks  de  getallen  9x9,  9  X  40  en  9  X  41  verkrijgt;  of 
wel  in  kleinere  getallen  9 ,  40  en  41. 

Om  nog  meerdere  waarden  voor  m  te  via  den,  die  de 
uitdrukking  q+(n+  +  2ns  —  2»a  —  2*  +  1)  tot  een  vier- 

5 
kant  maken ,   kan   men  in  dezelve  *  rs  è  -f»  —  stellen  en 

vervolgens  de  gewone  leerwijze  toepassen.  Worden  onder  de 
waarden ,  die  men  nierdoor  voor  *  verkrijgt,  negatieve  ge- 
vonden ,  of  zoodanige ,  waarvoor  q  >  p  en  das  m  negatief  ^ 
wordt ,  dan  zal  de  tweede  regthoekszijde ,  of  deze  zijde  met 
de  hypothenusa  negatief  worden.  Hierdoor  wordt  alsdan 
het  voorstel  opgelost,  om  het  verschil  in  plaats  van  de 
som  der  regthoekszijden  tot  een  volkomen  vierkant  te  maken. 
Indien  men ,  in  plaats  van  m  ss  f1  —  q2  te  stellen  , 
4*  =  2pq  stelt,  zal  de  tweede  regthoekszrj de  terstond  een  vier- 
kant worden  en  de  som  der  regthoekszijden  in  2pq(p*—q2+2pq), 
overgaan,  zoodat  men  dan  nog  deze  laatste  uitdrukking,  of 
wederom  p  =  nq  stellende,  de  uitdrukking ?4(2*3-f-4*a— 2») 
tot  een  vierkant  zal  moeten  -maken*  Daar  nu  hieraan  blijk- 
baar voldaan  wordt  door  n  =:  1  te  nemen ,  stelle  men 
n  =.  x  4-  1 ,  dan  gaat  de  factor  2*3  -f-  4»a  —  2»  over 
in  2xs  4-  10*a  +  12*  -f-  4.  Zij,  om  dezelve  tot  een 
vierkant  te  maken, 

2x*  +  10**  +  12*  +  4  =  (r*  +  2)a , 
dan  wordt,  na  ontwikkeling  en  weglating  van  termen, 

2*3  +  10**  +  12*  =s  ra*a  +  hrx 
en  door  hierin  r  =  3  te  nemen  " 

2**  4-  10**  =  9*2  , 

waaruit  volgt  .*—-*.—.#.. 

1  

alsdan  wordt  n  rz  *  +  1  =s  -jr,    en   ter     bekoming    van 

Aa  3 
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geheele  getallen  q  =  2  nemeade,  j»  =  af  =  1  eis 
s*  =r  2/if  =  4,  zoodat  men  voor  de  zijden  de*  driehoek» 
vindt  —  12,  16  en  20,  of  in  kleinere  getallen  —  3,  4  en 
5*  Zoo  als  wij  vroeger  aanmerkten ,  zullen  das  3 ,  4  en  5 
de  zijden  eens  driehoek*  in  rationale  getallen  zijn,  waarbij 
behalve  eene  regthoekszijde ,  ook  het  verschil  der  regthoeks- 
zijden  een  vierkant  is. 

Door  n  ss  y  -f-  -jr»  te  stelles ,  oaI  men  weder  nog  andere 

2 

voldoende   waarden  kannen  vinden*     Voor   si  =  v  -I-  — , 

9         2' 

gaat    namelijk    de    factor     2ms     +    4«a    —     2*    over  in 

•    7       :         1 

2ys  +  7y*  "*"  T  y  "*"  T'  8tcUende  **• 

iy»  +  V  +  ~  y  +  T  =  V9  +  t)'» 

dat  is: 

7 

2y*  +  'ya  +  v  y  =  *ay9  +  *y» 

7 
en  nemende  vervolgens  »  =  — ,  dan  komt  er 

49 
2y*  +  7y»  =  —  y», 

.        *  21 

waaruit  volgt  y  =  —-; 

o 

1  25 

alsdan  wordt   a  =  y  +  —  =  — ,  en   q  —  8  stellende, 

jl  =£  *f  =  25,  w  =  2/if  =  400;  zoodat  men  voor  de 
sqden  des  drichoeks  verkrijgt  400  X  561,  400  X  400  en 
400  X  689  j  of  wel  in  kleinere  getallen  561 ,  400  en  689. 

CXCVJU.    Voorstel. 

•■  .   «    •      »  . .    -  . 

Door  K.  Smit. 

Eenen  ongelijkzijdigen  driehoek  te  vinden ,  waarvan  ie 
zijden,  de  hoogte  en  de  lijn,  die  den  tophoek  middendoor* 
deelt,  alle  door  raHonafa  getallen  uitgedrukt  worden t  (*) 

Opgelost  door  J.  Bjldon  Ghijben/  D.  W.  Hinse.  J. 
Bassak,  J.  S.  Sfsijee  ~tn  L.  k  Uxmjln. 


(*)  P;  ttiXOtiur »  Zimifn  Cffit/fri  ,*  H o*  ,#71    -        ii- 
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Opiossiko!  ,«a«  J.  BATON  GhiJJKN/:? 
Laat  ABC  (Fig.  71)  een  driehoek  zgn,rwas*itt  de  tophbek 
C  door  eeneC  lijn  'OütmidctyictaDr^deeld  is;  4n4ieir:d4a  de 
zijden  door .  regionale  geilen  uitgedrukt'  worden,  cal  dit 
ook  met  de  .deelen  AD  en  BD  van  de  base»  het  getal  «jn« 
Stellen  wij  jiu  BD  ss  J>,r  AJ>  =:  stj»  BC  =3  *?,  dan 
volgt,  uit  de  bekende  evenredigheid  BD  :  AD  ss  BC  :  AC, 
dat  AC  =?  tt*/»/  aal  wesett,  aoödat  de  Bijden  des  driehoek* 
dan  «ju  ,.  r    , '  • 

.  AB=rjt>(*  +  l)i:>*Gi<3Z*mp'  '**    BO.as  ^*v   ... 
Verder  is ,    mede   volgens,  etene   bekende)  eigenschap  des 
driehoeks ,  waarin  een  hoek  middendoorgedeekl  is , 

Cöa  =±  AC  x  BC  mp  AD  x  -BD;  •      / 

dos  verkrijgen  wij,  door  substitutie  der» gestelde-  waarden , 

CBa-  aa?  «ry  —  #i/* 

of  CD.  =  j^/fffft* 1),  * 

soodat  het  er  vooreerst  op  taankomt  voor  es-en  n  suUbb  **- 

tionale  waarden    ter  vinden ,  dat  ook  \/m(m*  —  1)  rationéal 

worde*  .   :* 

Bieraan  wordt  klaarblijkelijk  terstond  voldaan,  net  Ie  stellen 

n  — »  1 

«i  =  r*  = .  waardoor  wij  verkrijgen  . 

*.  -j-  1  .     .     *  '** 

CD  t=  f  r(*  —  1}; 
terwijl  dan  de  tijden-  des  driehoek*  worden'    - 

AB  =  «r*  £-=-}  +  j>,  AC  =  Vr*  ï~|,  BC  =  *>. 

Zonder  aan  de  algemeenheid  der  oplossing  Ie  kort  te  doen, 
kannen  wij  de  laatstgevondene  uitdrukkingen  voor  de  rij- 
den ,  met  f  een'  eelfdénfkctor  vermenigvuldigen  of  door  een* 
zelfden  factor  deelen;   vermenigvuldigen  wij  dezelve  aKoo 

2(*  «4-  1) 
alle  met     .    ^„.  i(»  *  &m  verkrijgen.  w£ 

2    f  m  .  «+11     A  • 2»  *    '  2»     *^1  ' 


af    ■       ;     — .  a    stellende ,    Waardoor  « "   ss     "   "*" 
n  —  1            *  7  —   I 

2  2*  •'..{..*. 
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Uit   deze   waarden  voor    de   rijden'  des  driehoeks  zal  n* 

•  ge  vodden  worden  (  7         , 

AD  53  (q  -  l)r* ,  BD  =  fr  -r  l)f  ea  CD  =  2*r.~..(0, 
zoódat  men ,  in  de  vormen  (*) ,  voor  q  en  r  rationaie 
.  waarden  nemende,  de  zijden  eens.  driehoeks  in  rationtle 
getallen  zal  vindew,  zoodanig,  dat  ook  de  lijn,  die  den  t>p- 
.  hoek  middendoordeelt ,  rationaal  wordt.  De  voor  q  en  r 
te  nemene.  waarden  worden  alleen  beperkt  door  de  noodza- 
kelijkheid, dat  elke  twee  zijden  eens  driehoeks  te  samen 
grooter  dan  de  derde  moeten  adjnj  opdat  AB  +  AC  >  BC 
zij ,  zal  r  >  1  j  en  opdat  AB  +  BG  >  AC  zij,  zal  f  >  r 
genomen  moeien  worden ;  terwijl  de  vormen  (m)  altijd  van  iel- 
ven  aan  de  Voorwaarde  voldoen-,  dat  AC  4.  BC  >  AB  ia. 
Om  ook  voor  de  hoogte  CE  des  driehoeks  een  rationaal 
getal  te  bekomen ,  is  het  genoegzaam ,  de  waarden  van  q  en 
é  zoodanig  te  bepalen ,  dat  de  inhoud  des  driehoeks  een 
rationaal  getal  worde;  want,  uit  de  rationaliteit  van  de 
bazis  en  van  denkinhoud,  zal  die  van  de  hoogte  noodwen- 
dig volgen.  Na  vinden  wij  uit  de  vormen  (a) ,  na  her- 
leiding , 

4-  AB  +'AC  +BC  =  2q(r*  '+  ^}, 
—  AB  +  AC  +  BC  =  2(ra  +  q)^ 
+  AB  ^  AC  +  BC  =  *(q*  —  ra) , 
+  AB  +  AC  —  BC  =>2?(r*  —  1); 
en   daar    hel  gedurig  product  van  de  helften  dezer  vier  fac- 

*  toren ,  zoo  als  bekend  is ,  de  tweede  magt  van  den  inhoud 
des  driehoeks  oplevert,  zoo  hebben  wij,  dien  inhond  I 
noemende 

I*  =  q*(r*  +  q)*  (q*  —  r«)  (r*  -  1) 
..«f  I     =  q(r*  +  q)  y/{q*  _  r*)  (r*  —  1)   ...  (y) , 

zoodat   het,'  ter   beantwoording   aan    het   voorstel,  genoeg- 
zaam is  q  en  r  zoodanig  te  bepalen ,  dat  (q2  —  ra)  (r*  —  1) 
een  volkomen  vierkant  worde. 
Stellen  wij  daartoe' : 

-        •&•"  T  '*)  C'1  -  1)  =  ff  ~"  r)  (.r'  ~^,  ï    .. 

dan  volgt  hieruit  ^  ' 

••(a*-  —  r»)  (ra:—  iT-'ZS'b  —»)■'(»*  —  IJL, 
o/,  na  *HKii&r-.:r)  (f8,  -rr,  1)  gaieeia.  te  fa^be» ,    - 
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uit  deze  laatste  vergelijking  -vindt  men  door  7  af  te  zouderen 

=  r(r*  -  1  +  g) -(i) 

en  voor  deze  waarde  Tan  7  wordt 

,(,.  -  „)  (,■  -  1)  =  ^  f',, 
zoodat  dan  ook  I  en  bij  gevolg 

CE=ii w 

rationaal  wordt. 

Men  neme  dos  In  (J)  eerst  voor  *  en  daarna  voor  r  eene 
willekeurige  getallenwaarde  aan ,  mits  opdat  q  positief  wor- 
de r  >  V/(#a  +  *)>  <*e  waarden  van  r  en  y,  die  men 
dam  heeft,  voldoen  van  zelven  aan  de  reeds  aangewezene 
voorwaarden ,  dat  r  >  1  en  q  >  r  meet  wezen ,  en  znl- 
dns  ,  in  (*)  gesubatitneerd ,  de  zijden  eens  driehoek  opleve- 
ren, die  aan  het  voorstel  beantwoordt.  Kunnende  voort» 
door  (0)  de  deelen  der  bazis  en  de  deellijn ,  alsmede 
door  (y)  en  (0)  de  inhoud  en  hoogte  des  driehoeks  berekend 
worden,  Neemt  men  r  =:  *  -f-  *  >  dan  zal  men  door  (i) 
q  ss  ra  vinden;  hierdoor  zal  AC  sz  BC  en  dus  de  drie- 
hoek  gelijkbeenig  worden  ,  zoodat  men ,  om  eenen  wezenlek 
ongelijkzijdigen  driehoek  te  verkregen,  r  niet  juist  ééne  een- 
heid grooter  dan  a  mag  nemen. 

Stellen  wij   *  =s    1    en    r   =  3 ,  dan  wordt  volgens  (J) 

27 
q  -=Z~\  dus  volgens  (*) 

AB_  1800    AC_306    RC_9I8 

volgens  (0)  wordt  dan  verder 

AD  —  Ü?    Rr>  —  54°     on-  162 
AD  —  T  '  BD  ~   49  '  CD  =    7"' 

r       /  ;  '  ,         >16640 

vofoaia  (y)  I  =  -^  , 

648 
en  volgens  («)  CE  =  ^. 

Boor  al  de  ..waarden  'der  lijnen   met  49  te  vermenigvttl- 

Aa  5 
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m 

digen ,   verkrijgt,  men  voor  eenen  driehoek,  waarvan  de  19- 
den  geheele  getallen  zijn , 
AB=1800,  AC=2142,  BC=918,CD=1134>  CE=907f, 

Ter  bekoming  van  eenen.  driehoek  in  kleinere  getallen, 
kan  men  de  laatste  waarden  door  hunnen  gemeenen  deeler 
18  deelen  ,  en  vindt  4an 

AB=100,  AC=119,  BG=51,  CD=63,  CE=50f. 

Begeerde  men  eindelijk ,  dat  ook  de  hoogte  des  driehoek» 
een  geheel  getal  ware,  dan  zoa  men,  al  de  vorige  waarden 
met  5  vermenigvuldigende;,  verkrijgen 

AB=500,  AC=595,  BC=255,  CD=3J5,  CE=25V 

Het  ia  duidelijk  ,  dat  men  door  aan  #  en  r  andere  waar- 
den te  geven ,  zoo  Teel  voldoende  driehoeken  kan  vinden 
als  men .  verkiest ;  en  wel  altijd. ^n  geheele  getallen,  omdat 
men  ,  door  ,  al  de  gevondene  waarden  met  een  ceifde  £etal 
te  vermenigvuldigen,  de  breuken  kan  verdrijven,  en  zoo 
doende  een'  driehoek  bekomt,  die  wel  grooter  dan  de  eeret- 
gevondene,  maar  altijd  daaraan  gelijkvormig  is* 

12  31 

Stelt  men   s  =  —  en  r  =  —  *  ^an  vindt  men  dóór  (3) 

ló  lp 

q  ss  — ;  en  vervolgens  door  («) 

kn  __  2^x7x11x31  __  2»X5X31«  _n  __2*x5x31 

AB  —       3«X13  •"" '  A°  —     3»X13«,BC—       3*       ' 

vermenigvuldigt    men   na    deze   waarden  met  ,  das 

komt  er 

of  wel 

AB  —  **?  AC  -  20  <m  RP  —  3380- 

AB  —  8W  '  AC  _  20  en  BC  _  — ; 

welke  laatste  getallen  door  Halocei*  zijn  opgegeven. 
Neemt  men   t   =   3  en»  r  =5,    dan   wordt  q  =  11 

1  » 

en   men  zal  dan ,   na  de  waarden ,  die  men  voor  de  zijden 
vindt,  door  12  gedeeld  te  hebben, 

AB  =  30,  AC  =±M  en  BC  =  11 
verkrijgen ;  waardoor  de  .vraag  in  vrij  kleine  geheele  getallen 
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i&  .opgelost.  Hoezeer,  dan  na  ook,  voor  de  doellijn  en  voor 
de,  hoogte,  wel  meethare,  maar  geene  geheele  getallen  ge- 
vonden worden. 

CXCIX.      y   OOEflTSL 

Voor  G.  K08MH. 

Van  twee  eehepen  A  en  B  verschillen  de  ligplaaieen 
180°  in  lengt*  ;  A  ligi  zoo  veel  bezuiden,  mie  £  benoorden 
<U  Unie*  A  eokiei  de  non,  een  uur  na  zijnen  middag,  ep 
24°,  en  B,  acht  uren  daarna,  op  44°.  hoogte  beven  dan 
horizon*  Men  vraagt  op  welke  breedten  deze  echepen. la- 
gen en  hoe  groot  de  zonedeolinatie  wae  f  (*) 

Opgelost  door  J.  S.  &feijbe ,  G.  Koster  en  F.  C.  Radijs* 

OprossiHo  van  J.  S.  Speijeh. 

Omdat  de'  ligplaatsen  180°  in  lengte  verschillen,  zallen 
zij  onder  denzelfden  roiddagcirkel  gelegen  zijn,  en  zal  het 
op  de  eene  plaats  middernacht  wezen  als.  het  op  de  andere 
middag  ia* 

Laat  2TPNQZ  (Fig.  72)  dien  middagcirkel ,  P  de  noord- 
en Q  de  zuidpool  voorstellen;  zij  verder»  van  eene  der -be- 
doelde plaatsen,  T  het  toppunt  en  ZONW  de  gezigteinder, 
waarin  de  zuid-,  oost-,  noord-  en  westpunten,  door  de 
letters  Z,  O,.  N  en  W  zijn  aangewezen.  Indien  dan  S  de 
zonsplaats  op  het  oogenhlik  der  waarneming  is,  en  men 
door  S  deriMópboog  TSH,  alsmede  den  declf natie-rinkel 
PS  trekt ,  is  in  den  parallacttschen  driehoek  PT5 ,  PT  het 
complement'  van 'de  breedte  ^  PS  dat  van  de  declinatie  en 
TS  dat  van  de  hoogte  5  terwijl  TPS  de  uurhoek  is  van 
den  tijd ,  die  er  van  het  oogenbhk  der  waarneming  tot  aan 
den  middag  nog  verloopen  moet. 

Den  genoemden  uurhoek  17/  de  breedte  £T,  de  declina- 
tie D  en'  des  hoogte  H  noemende^  hebben  wij-alzoo,  uit  ge- 
noemden parallactischen  driehoej^,  de  formule  (Zie  J*  nx 
Gxijizz,  Bèg.der  Meeii.  derde  Druk.  §  1294.) 

-     '•       Sin.H  —  Sin.B  Sin.D 

•  «  » 

waarin  nu  B  en    D  breedte  en    declinatie   van   denzeliden 

.    .      .  •  ■  -i 

'(*)  J.  A.  ii*  ÏÏLZy'  tTiikunthgc  Rekening.  No.  46  der  Seslult- 
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naam  (znider-  of  noorder-J  beteekenen.  Op  de  ligplaats  vtir 
A  beeft  men  H  =  24*  en  U  =  —  15°,  omdat  de  waar- 
neming  aldaar  één  uur  na  den  middag  heeft  plaats  gehad. 
Voorts  is  de  waarneming ,  op  de  ligplaats  van  B ,  8  aren 
later ,  dns  9  uren  na  den  middag  van  A  of  3  uren  vóór 
den  middag  van  B,  geschied;  hier  h  dns  U  =  *$•  en 
H  =  44°.  Stellen  wij  nu  gemakshalve  15°-  =  *,  24b  =  ft 
45°  =  *',  44°  =  0',  en  laat  B  de  breedte  van  A,dns  —  M 
de  breedte  van  B  zijn,  dan  geeft  de  bovenstaande  formule, 
tén  gevolge  der  gedane  waarnemingen,  de  twee  vergelijkingen 

„  Stuf  —  Sin.B  Sin.D 

C08.B  Cos.D 

/w  '  —  S*n'P  +  &'»-*  &«-^ 
en  Cor^f   rs —      ,         

Coê.B  Coê.ü         ' 
waaruit  B  en  D  moeten  opgelost  worden. 
Schrijven  wij  voor  deze  vergelijkingen 

Cos.*  Cot.B  Coë.D  =  Sin.fi  —  Sin.B  Sin.D 
en        Coè.%'  Coê.B  Gon.D  t=  Sin#'  -f-  &«.#  &'«J), 
dan  vinden  wij,  door  er  de  som  van  te  nemen 

(Cea.cc  +  Cog.cc')  Coê.B  Cob.D  =  Sin£  +  Sinfi, 
Waaruit  volgt 

Cos.^  Coê.D  =  «- — r  ,; 

Coè.a  -f-  Coè.a 

en   substitueren   wij  deze  waarde  voor  C#t./?  Cos.D  in  eeue 

der  vergelijkingen ,  dan  verkrijgen  wij  na  herleiding   . 

Sin.B  Sin.D  =  ***  *"«'  -  **  C"«; 

Co**  4-  Co** 

door  ten  laatste  deze  waarden  over  te  brengen  in  de  beken* 

de  vergelijkingen 

CoêJB  +  !))  =  Cob.B  C08.D  —  Sin.B  Sin.D  t 
Coo.(B  —  D)  ==  Cot.fi  Cm./)  +  &*fi  &«,D, 

vinden  wij 

Cot.(B  4.  /»  =  «^-g^'J+Wfl+g**») 
V  Co8.*+Coê.a' 

en     Coa.(*  -  Z>)  =  ^•P(1+^«)+&^ÏI-^«) 
v  Co8*+Co$+  f 

waardoor  nu  ff  en  D  onmiddellijk  kunnen  berekend  worden. 

Om  echter    deze   formulen   voor  de  berekening  met  Ioga^ 

rithmen    geschikter   te   maken ,    nemen  wij   in  aanmerking1, 

dat  in  het  algemeen  1  -f-  Co$.$  =:  2Co$,*j$,  1  —  Co$,Q  — 
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2Sin.*&   en   Cot.Q+CoMCp'  r=  ZCob-KQ' +Q)  Co*.\($— Q) 
is ,  dat  das  voor  dezelve  kan  geschreven  worden 

•  Co..(B + d) = ^ry-yt^y 

C7«..(tf  -  V)  —     c^j+jCtêXd-m)    ' 
verder  stellen  wij,  den  noemer  dezer  uitdrukkingen  gemaks- 
halve N  noemende , 

^jf— —  =  Ta»*/* ,  ^ ^-  =  Tang.q 

Sin.$Co9.*\ol*        -         ,    SinfSin.*}* 

^— —  =  Tang.p',  — r]i7—       =  Tan84  > 

dan  wordt  hierdoor 

Cv,.(B  +  D)  =  ftw  +  *««,  =  g^i 

en    C*..(B  -  D)  =  T«*«,<  +  T„„*Y  =  £&g^ 

Volgens   deze  formaten  ,  hebben  wij. dan  deze  berekening:. 
!(«'+«)  =  30°        Log.Co9.Hoi +*)  ==  9,937530$ 
§(*'— *)  =  15°        L*$.C*s.i(*'— «)  =  9,9849438 

— — opt. 
£*#N  =  9,9224744 


°3ff    UgSin^=9f582^391    Log.Co9.tf  =  9,9656153 

.         —2  — . 2 

9,1656794  9,9312306 

£<p.£ifi.$=9,6093133 0,6093^33 

CiwiV.Iö^N=p>0775256 0,0775256 

■ — opL    .  ——opt» 

Iö^Ta«^.^=8,8525183    Log  Tang.p  =  9,6180695 

p=i  4°4,22',5     '  p '•  ==  22°32'22' 

•  i—  — «_ 

|«=  ?°3<y     Ii^.&*.|ac=9,1156|977     lo&Co$^*  —-  9,9962686 

2  ^ 2 

8,2313954  9,9925372 

#=44°  .      Iö^.&^=93417713    ......    9,8417713 

Comp.Log\N=ö,tfn&ï>6    .    .    ...    .    0,0775256 

opt.  r — opf. 

Io^T«i^^=8,150692$     Log.Tangj  =  9,9118341 
g'=  0Ö48'38'  ?=:39<>13'25',5 


374         NIEUWE    WISKUNDIGE 

p+gt=zk3°lTW  •  Zog.Sin.(p+o)z=9,836\823 

Log.Cos.p=9,99890\S     Comp.Log.Cog.pc=A,0OlO98Z 


Log>Co$.q=3}88yi2Z7     Comp.Log.Cos.qz=0,llOglfö 

•  — — opt. 

Log.Co8.(B+D)=9,9k8\m 

fc=±27°26r3r,8 


«.  —    \* 


j/+y'=23°21'  Log.Sin.(p'  -f-?'  j==9,5980754 

Io^.Co«3p'=:9,96549l4    Comp.Logi€os^,z=0,(f3'OQ66 


Log.Cos.q'=9,9999h66    Comp.Log.Cos.q=0,0O00kZk 

opt. 

Log.Cos.(B— Z))=9,6326274 

J?-^Z)=r±64*35'6',8. 
Eigenlijk    zon    men,  uit  de  voor  Z^.{70«.(l?-t*l)J  en  £o£« 
Cot.(B— D)  verkregene  waarden,  kunnen  besluiten  tot 

JB+D?iwX360o±27o26f31t>8  en  0-Jfc^x36O^fc64°35'6*,8s 
maar  dewijl  uit  den  aard  der  zaak  B  <  90°  en  D<  23° 
30*  moeten  zijn ,  kannen  m  ert  n  niet  anders  dam  nul  we- 
zen* Voorts  moeten  gelijktijdig  de  bovenste  of  de  benedenste 
teekens ,  in  de "  bovëngevondène  waarden  van  B  -f-  D  en 
B  — -  D ,  gebruikt  worden ,  want  anders  zon  men  D ,  het 
zij  positief,  hét  zij  negatief,  grooter  dan  23°  30'  Tinden. 
Wij  vinden  dus  uit  dezelve,  door  optelling  en  aftrekking, 
B  =  '  46*  0'  49",  3  en  B  =s  —  18°  34'  17',  5 
of    JJ  =r  —  46°  ff  49',  3    en    D  ="      18°  34'  17',  5. 

Daar  na  in  de  opgaaf  uitdrukkelijk  bepaald  is ,  dat  A  be- 
zuiden de  linie  en  B  benoorden  dezelve  ligt,  zbo  ligt  A  op 
46*  O1  49*  3  zuider-  en  fi  op  even  Teel  noorder-breedte, 
terwijl  de  zon  18°  34'  17'  5  noorder- declinatie  heeft. 

CC.      VoOR.STBIr. 

fioor  F.  J.  Stamk*bt. 

Een  omgekeerde  regte  kegel}  op  elliptische  taxie 9  is  tot 
zéker*  hoogte  met  water  geVultTj^indien  men  nu  onder- 
stelt, dat  de  rigting  der  zwaartekracht  op  alle  mogelijk* 
wijzen  verandert,  en-  de  oppervlakte  des  water*  alzoo  ge- 
noodzaakt  wordt  verschillende*  sttrnaen  in  den  kegel  aan 
te  neuten,  echter  zoodanig,  éaTlieC water  er  niet  uitloop*, 
begeert'  men  de  >v4rgel$khtg  "van  ïtèt  oppervlak  t*  vinden, 
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dat  '  door  den   waterspiegel  in  ai  xyne  verschillend*  stan- 
den werdt  aangeraakt? 

Opgelost  door  F.  J.  Stamkaht. 

0?L068ii9&  van  F.  J.  Stamkart. 
Laat  MABCD  (Fig.  73)  den  bedoelden  kegel  voorstellen ; 
ABCD  de  elliptische  bazis ,  waarvan  AB  de  groote  en  CD 
de  -kleine  as  is;  en  zij  NOP  een -der  standen  van  den  wa- 
terspiegel. Nemen  wij  den  top  M  des  kegels  tot  oorsprong 
ran  onderling  regthoelrige  coördinaten,  de  as  ME  des 
kegels  tot  as  der  %  èn  de  lijnen  MX  en  MT ,  evenwijdig 
met  AB  en  CD  loópende,  tot  assen  der  x  en  y  aan;  laten 
verder  f,  G  en  H  de  punten  zijn ,  waarin  deze  assen  door 
het  vlak  van  den  waterspiegel  of  deszelfs  verlengde  gesne- 
den worden,  zoodat  GH  de  doorsnede  van  den  verlengden 
waterspiegel  met  bet  vlak  der  xy  is ;  indien,  wij  dan  uit  M 
eene  loodlijn  MI-op  GH  nederlaten,  IF  trekken  en  vervol- 
gens MK  loodregt  op  IF  laten  vallen,  zal  MK  loodregt  op 
faejt  vlak  des  waterspiegels  en  dus  de  rigting  der  zwaarte- 
kracht  zijn ,  terwijl  -Ff  M  de  hoek  zal  wezen ,  onder  welken 
het  *  vlakK-dè*  xy  door  dat  van  den '  waterspiegel  gesneden 
wordt»     »l 

•  Yoar  ê*  ruimte,'  die  door  de  aanwezige  hoeveelheid  wa- 
ter wordt  ingenomen,  hebben  wij  dtta    '•     v   ~ 

Inh.  Keg.  MNOP  =  j  MK  x  InL  Ellips  PON, 
alsmede  voor  3en  inhoud  der  ellips;  PON,  zoo  wij  den  inhoud 
Ven  ïhftjfe"  projectie  op  het  vlak  der  sóy  door  f  voorstellen^ 
{r)      ,         Inh.' Ellips.  PON  =  P  X8ee.  FJMj 
daar    verder,    MF  r=  p   stellende,    uit    de  figuur  terstond 
volgt        MK  as  Wi  X  S{n.  MFK.=  p  X  Cqs.  FIM, 
wordfe  Inh.  Keg.  BNOP  =£  |  pP- 

wankeer    dus   dé   waterspiegel  van  stand*  verandert,  zifr  het 
product  pP  si  andvastjg  even  groot  blijveq, 

Ten   opzigte  vaji  de  aangenomen*,  coördinaten-assen.,,  is  de 
vergelijking  van  bet  oppervlak  des  kegels    . 

Mx*^Ny*  3^-jrt     .    .    *    .    .    (1), 
en  $ug  ran  h$t  plaUe  vlak  FGH     -  i  «?!»  ,  »  •.  • '  :.<-.<  , 


Ax  +  By+p=*  .  .  .  ;  .  f2)  J 
in  deze  vergelijkingen  zijn '  A  en  B  onbepaalde  coëfficiënten, 
die  met  den   stand  des  waterspiegels  veranderen;  p  =  MF 
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is  almede  veranderlijk,  maar  M  epN  zijn  gegeven^  slaiuf 
tige  grootheden  ,  die  van  den  vorm  des  kegel*  afhangen ;  stel- 
len wij  namelijk 

WE  =  Tong.*    en    -^^iTangfi, 

iUn  is  M  =  Cot^Mr    en    S  =  Cof*a0. 

.  Elimineren  wij  z  tusschen  (1)  en  (2)  dan  verkrijgen  wij, 
voor  de  vergelijking  van  de  projectie  der  ellips  PON  op 
het  vlak  der  xy 

Mx*  +  Jty*  =  (Jx  +  By  +  p)2 
of  (jtf-r^Jj;?-- ^2^teJry-j-(x\-J8aJya— 2^»— 2Jïpy- p?=0~(S); 
door    toepassing     van     liet     LH  f.    Voorstel    des  Y    Deels 
Verzam.  »  van   Wiek,   Voortt.   vinden    wij    das    onmiddellijk 
voor  den  inhoud  P  dier  projectie  (*) 

t    p  _  MNp** 

~  y(MN  —  NA*  —  MB*)*   . 
en  das  voor  het  product  pp 

nP  _ W$p**  fky 

p  —  \/(mn  -,^  -  jüu^»   ;  •  •  w> 

Stellen  wij  dat  «  de  hoogte  is,  waartoe  het  water  in.  den 
kegel  opklimt,  als  de  waterspiegel  loodregt  op  de  as  des 
kegels  is,  dan  wordt  voor  dien  stanó^  des  waterspiegels 
p  ss  m,  A  =  0,  B  -ss  0  en  das 

^        i/(*w)* -  l  * 

daar  verder  pP  standvastig  is  ea    bij  gevolg  iw  (4)  «a  (5) 
dezelfde  waarde  heeft,  volgt  uit. het  verband  vata  (i)  en  (5) 

p  m 

of  '= vm- =  m*/{l-jr-yi> 

(*)  Aldaar  is  namelijk  gevonden  ,  dat ,  de  algemeenste  vergelij- 
kfng  eener  ellips,  tusschen  coördinaten  die  elkander  onder  eenen 
hoek  cl  snijden  ,  door 

.   oy«  -+-  bxy  -F«k*  +  dy  +  «?-)-ƒ  =  0 
voorgesteld   wordende ,  ds  inhoud  dier  ellips  wordt  uitgedrukt  door 
de  formule  v  .;- 

t  —  4-*;        ae2  +■***'+  fb*  '— .  bdc  —  loef  . 

l/(4ac  —  **)* 


en 


waarvoor  w£,  omdat  M  ;==  Co#.a«  en  Nff=  fi*'r^  ",  «* 
kunnen  schreven  .   ;.,i  »,      .  . 

ƒ.=  «  */(*  —  A?Tjm#°«  —  B*Tang.*)  .  .  (6); 
dese  vergelqBnfc  wijst  ni  het  verband  aan,  dat  ér  tusschen 
de  veranderlijke  grootbeden  Af  B  en  p  moet  bestaan ,  opdat 
het  platte  vlak,  waarvan, . (?)  de  vergelqking- i». ,  in  alle 
willekeurige  «tanden  even  groote  stukken  MNOP  van  den 
iegel  afsnijde.  Brengende .  dus  de  waarde  van  p  volgens  (6) 
in : (2)  over,. dan  vinden  wij  :  »r  .    ftA 

te  +  By  -h  »v/(l  — •  A2Tan&2*  —  B2Taug.*e)<=,  %.$) 
voor  de  vergelijking  van  een  onbepaald  rakend  vlak  >.  aan 
het  gebogen  oppervlak ,  waarnaar  in  .het  voorste^ gevraagd 
verdij  door  in  ^ze  v^eu)king;j*.«n  Bjtfide  pf  een  van 
beide  willekeurig  te  veranderen,  gaan  wij  van  het,  e^ne, ra- 
kende vlak  tot  het  andere  over.       .  , 

'  fcaten    wij   in  (7;  J  tot   A^   £#  of  È  tot  B  +  &B 
aangroeijen,  waaadoor  wij  verkrijgen  ;T; 

dan  zijn  (7)  en  (8)  de  vergelijkingen  van  drie  verschillende 
-  rakende ,  vlakken ,  en  de  waarden  va*n}  ar ,  y  éti  * ,  die  ge- 
lijktijdig aan  deze  vergelijkingen  voldoen,  zijn  de  coördina- 
ten van  bet  snijpunt  de.?eif-dfie  raken<Je  "vlakke*.  Dit  sriij- 
pnnt,  dat  buiteoj'het  g<*bqge,u.. opper  vlak  ligt,  za^  naar  ge- 
lang &A  en  &B  kleiner  genomen  worden,  nader,  bij  het 
gebogen  oppervlak  komen,,  en  een  punt  ..van  dat  oppervlak 
zelve  worden"^  indien  de  eindig^  aangr'oeijiqgen  &A  en  £0 
in  differentialen  14  en  1B  overgaan.  De  waarden  van  x  , 
f  *en  »,  die  géhjktydtg  aan  (7),e.n  (8)  voldoen,  zullen  dos 
coördinaten  Yan  een  punt  van  het  gevraagde  oppervlak  zjjn,  . 
zoodra  nien  onderstelt,  dat  in  (8)  &A-=z<SA$i\&B>z^1Bi». 
Kunnen  wij  alzoo ,  in  deze  onderstelling ,  A  en  B  tusseben 
de  drie  vergelijkingen,  {7)ten  (J5)  eliroineréïï,  o>rizal  de  eind- 
*ergejijkjng  die, van. het  bedeelde. gebogen  oppervlak  wezen., 
De  verbinding  Van  de.  vergelijking  (7)  met  elk  der  y*rg*Iij. 

.  kingen  (8)  rtoet» blijkbaar  /"indien  &A  =  IA  en^ff  =  Bi 
isj  tot  dezelfde  uitkomsten  voeren  als  de  differentiatie  der 
vergelijking  (7)   in   de   onderstelling,  .dat  of  A  of  B  alleen 

\  veranderlijk  is;  difierenticren.  wij  derhalve  de  vergelijking  (7) 
L  Dzu.  B  b 
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beurleling* 'in  elk  dier  ta&tafcel&ngeii ,  dun  Tinden  wij ,  na 

deeling  door  $A  en  %B9 

"         \  *  i  . 


I  V 


1     •■*"■"  rtl-A'Tang.'u-B'TMg.W  —  °\    < 

fnBTang.^       '  «4  #  '  #  W 

"**.  f"       VO— A'Ta*g.>a-B>Tong.y>  ***  °* 

voor  de  vergelijkingen;  die  üit'het  Verband  van  (7)  met 
elk  der  Vergelijkingen  (8),  in  de  ondëfttètiingP,  dat  £,#  «« 
£#  oneindig  klein  zijn,  moeten "vèbftvtde^ên. •  Wij  hebben 
Mas  na  nog  A  en*kB  tcrftschen  de  vergelijkingen'  (?)  en  "(9) 
te  elimineren» 

Stellen  wij ( daartoe  kortheidshalve 

\/{i  —  A'Ta*g<**  —  B*Ta*g.*$y<=.  q  .  .  .  (!0), 
"dan  volgt  uit  (9) 

.  —      y*    •  yy 

terwijl  (7)  overgaat  in  -•';•• 

-  "'•       At  +  By  +')nt  =  *  . ' (12>, 

brengen  wij  nu  de  waarden  (11)* in  (16)  over;  dan  komt  er 

a  —  i/(l         :  .****'■''''  W     t 

of  ook   >{l  +  ;?j£^  +  ss£^  =  i  -  •  0»* 

brengen  wij   bok    de   waarden    (11)  in  (12)  over     dan  vin- 
den  wn 

•en    *oo    w^   dan  hét  vierkant    van  (14)    door  (13)  deelen, 
vinden  wij  eindelijk 

*»  fl   -j ~ 1 j£ l   —      a 

l     ^  m*Tang.*m  ^  m*Tang.*p)  —  * 
of  »*  ±=  **  +  x+Cöt.*m  +  y*Cet.*fi    .  .  .  .  (15), 

-voor  de  begeerde  vergelijking  vari  het  gebogen  oppervlak. 

Het  bfijkt  alzoö7  dat  het  gebogen  vlak ,  hetwelk  bg  de 
verandering  van  de  rigting  der  zwaartekracht  gedurig  door 
den  waterspiegel  wordt  aangeraakt,  eene  kypetóoioïde  i* , 
en   wel  snik  eene,  die  men  mei  twee  Bladen  noemt,  sjpid» 
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het  andere  blad  in  den  tegenovèrgestelden  kegel  begrepen; 
De  doorsneden  Tan  deze  hyperboloïde ,  regthoekig  op  de  a» 
ME  des  kegels  genomen ,  zijn  alle  ellipsen ,  wdie  onderling 
én  met  de  elliptische  basis  ABÓD  gelijkvormig  zijn ;  terwijl 
alle  doorsneden ,  evenwijdig  met  de  as  ME  des  kegels  >ge~ 
nomen,  of  door  die  as  gaande,  hyperbolen  worden,.  Het 
oppervlak  des '  kegels  is  een  asymptoot-t  Jak  aan  de  hyper- 
boloïde. 

Is  0  SS  *  en  dos  de  kegel  een  gewone  cirkelvormige!  dan 
is  het  bedoelde  gebogen  oppervlak  eene  omwentelings  by- 
perooloide,  waarvan  de  vergelijking  ia 

«a  =  *•  «-f-  (x*  +  ya)  Cot.**. 

I s  0  ss  *  ss  45°  én  heeft  «dn*  de  cirkelvormige  kegel 
eenen  regten  tophoek,  dan  wordt  de  vergelijking 

S*  ss  «t*  +  **  +  y*  "    , 

en  het  gebbgeii  vlak  wordt  dan  door  de  omwenteling  van 
eene  gelijkzijdige  hyperbool  beschreven. 

AA.NKEHKiNGtfN.  1°.  Wanneer  men  de  zwaartekracht  niet 
atte  wülekenrige  rigtingen  liet  aannemen,  maar  slechts  op 
eene  bepaalde  vrijze*  van  rigting  Het  veranderen,  zon  men, 
om  van  eenig  rakend  vlak  tot  een  ander  over  te  gaan ,  in 
de  vergelijking  (7) ,  niet  A  en  B  elk  op  zich  zelve  willeken- 
ring  mogen  laten  veranderen;  er  zon  dan  eene  betrek» 
kig  van  afhankelijkheid  tusschen  A  en  B  bestaan ,  zoodat 
B  ss  <P(A)  zijnde,  door  den  vorm  der  fonctie  <p  zon  be- 
paald worden ,  op  welke  wijze  de  zwaartekracht  van  rigting 
veranderde. 

In  dit  geval  wordt  de  vergelijking  (7) ,  van  het  platte 
vlak ,  dat  steeds  met  het  te  zoeken  gebogen  vlak  in  aanra- 
king blijft ,  •  : 

hierin  A  tot  A  -+-  &A  latende  aangroeien,  verkrijgt  men 

*  =s  (A  +  &A)*  +  [<p(A  +  &A)]y  +  >  .. . 
mV/{l—  (A+A4*Tang.**-[<p(A+&A)]*Tang*fiy  .  .  (H)  9 
zoodat  men  in  (16)  en  (17^  de  vergelijkingen  van  tw/se 
willekeurige  rakende  vlakken  heeft,  wier  gemeene^ doorsnede 
buiten  het  gebogen  oppervlak  ligt',  maar  er.  meer  toe  nadert 
naar  gelang  &A  kleiner  genomen  wordt ,  en  geheel  in  het 
g&ogen    oppervlak  valt,   zoodra  men  &A  s=?  tiA  neemt 

Bb2 
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Wordt  dus  A  tusscben  (16}  en  (17)  geëlimineerd,  in  de 
onderstelling  dat  &A-ZSZ.2A  is,  dan  moet  de  eind  vergelij- 
king die  van  het  gebogen  oppervlak  zijn ,  voor  liet  geyai 
dat  de  zwaartekracht  slechts,  op  eene  bepaalde  wijze,  .dooi 
den  vorm  der  functie  0  aangegeven ,  van  rigting  verandert ; 
en  dit  oppervlak  cal  klaarblijkelijk  ontwikkelbaar  zijti. 

Om*  een»  vergelijking  Ie  bekomen,  die  in. de  onderstel* 
ling  van  &A  =  IA  uit  verbinding  van  (lt>)  met  (17) 
voortvloeit,  behoeven  wij  slechts  (16)  te  differentieren  alsof 
A  alleen  veranderlijk  ware  en  f  daarna  door  VA  te  deelen; 
dit  geeft,  na  herleiding  en  kortheidshalve  #4>(A) —Q'(A)XA 
stellende .  -   '  .    — 

zoodat  nu  de  vergelijking  Vap  het  gebogen  oppervlak  ge- 
vonden wordt  door  A  tnsschen  (16)  -en  (18)  te  elimineren. 
Deze  eliminatie  kan  echter^  zonder  dat  <Je  vorm  der  func- 
tie 0  gegeven  is,  niet  bewerkstelligd^, worde, n.  Neemt  men, 
bij  voorbeeld,  B  =  Q(a)  =5  0,  waardoor  ook  Q'[a)  =  0 
wordt,  dan  gaan  (16)  en  (18)  oter  jn, 

*  =  Ax  +  *!l/(*  —  A*Tang.*a) 
en  x\Z{l  —  <A*TangS*)  3=  mATang.**, 

•waaruit  men,  door  A  te  elimineren,  gemakkelijk,  vinden  zal 

*a  =  as*  +.  x2Cot.**. 
in   dit   geval  is    dus   het   gebogen    vlak  een  cilindervlak, 
waarvan  de  rigllijn    eene   in    bet   vlak  der  xx  gelegene  hj- 
perbool   is,   en    waarvan   de    beschrijvende  lijn  loodregt  op 
het  vlak  der  rigtlijn  staat* 

,  2°.  Het  «ij 'men  in  de  vergelijking  (7)  A  en  B  als  suukU 
vestig  en  x,  y,  s,  als  de  coördinaten  van  een  onbepaald 
punt  van  het  rakeitde  vlak  beschouwt)  het  tij  men  x,  y,  m 
als  de  coördinaten  vatr  een  onbepaald  punt  van  het  gebogen 
vlak  en  bij  gevolg  A  en  B  als  veranderlijk  beschouwt ,  in 
beide  gevallen  heeft  men' 

ï%  Km 

•  -door  Uns-  dele  difierenüaal-quotiëatepa  in  (7)  voor  A  en  B  te 
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baarheid  der  oppervlakken ,  ..terwijl  altijd  de  vergelijking  (*) 
de  voorwaarde  der  aanraking  bevat.  Dit  ontwikkelbaar  op- 
pervlak is  dan  de  limiet  der  onderlinge  doorsnijdingen  vair 
het  vlak  der  .waterspiegels ,  wanneer  men  de  zwaartekracht 
op  eene  bepaalde  y  ofschoon  naar  .  welgevallen  te  kiezene 
wijze  van  rigting  laat  veranderen,  zonder  haar  alle  wille- 
keurige rigtingen  te  laten  aannemen;  wordende,  zoo  als 
reeds  ongemerkt,  is,  de  wijze,  waarop  men  aanneemt,  dat 
die  rigting  verandert  door  .den  vorm  der  functie  $  bepaald 
en  omgekeerd. 

Het  stelsel  vergelijkingen  (16)  en  (18)  moet  «1*  de  volko- 
mene integraal  van  (e)  beschouwd  worden,  waarin  de  vorm 
der  functie  $  de  plaats  eener  toegevoegde  standvastige  groot- 
heid vervangt  De  vergelijking  (7)  is  eene  èjfnondero  •«!#- 
graal  van  (a);  terwijl  eindelijk  de  vergelijking  (15)  eene 
èijsondere  oploeeing  van  de  differentiaal-vergelijking  (a) 
daarstelL  liet  vlak ,  dat  door  de  bijzondere  oplossing  gege- 
ven wordt ,  of  de  hyperboloide ,  raakt  alle  mogelijke  gebo- 
gen vlakken ,  die  in  de  volkomene  integraal ,  of  in  het  stel- 
sel vergelijkingen  (16)  en  (18) ,  begrepen  zijn* 

CCI.    VoobstBi*. 
Door  J.  A.  Hanszn. 

Men  '  begeert  van  twee  onderecheidene  etoffen,  welker 
eoortelyko  nwaarten  p  en  p'  *$nf  ssulke  hoeveelheden  ge- 
wigte  met  elkander  te  verbinden ,  dat  het  daardoor  ge- 
vormde Ugehaam  eene  eoortelijke  awaarte  p*  hebbe  en  q 
pond  wege*  Moe  veel  pond  moet  men  daartoe  van  elke  stof 
'nemen,  in  de  beide  onderetellingen:  1°.  dat  door  do  ver» 
binding  de  omvang  [het  volumen)  met  verandert ;  en  2P. 
dat   door  de  verbinding  de  omvang  vermindert  in  reden  *le 

r  tot  of 
Opgelost  door  J.  A,.  Hansbn,  J.  Bassak,  O.   W.  Hxksb, 

H*   MlDBELBHRG  ,   E.  <f.  RaJMJS  ,   J«  ST3fEIJBR  SU  J.  TBIXBI- 
1A  PB    MaTTOS  ,'  JR. 

Oplossing  van  J.  A-  Hdnsbn.  .  •> 

Stel   dat  men  «    pond   moet  nemen  van  de  stof,  welker 
zwaarte  p   is ,   en  y  pond    van  de  stof,  welker 
ze  zwaarte y  is*  onr  te  verkrijgen  een  ligcbaam  van 


*9>V>*$*  W*U».  soortelijke  zwaarte  f  h  ,  da^  wordt  ljet  vo- 

"     fib  4  :;"   '  :,;' 


38*  N  l  E  ü  W  E    W  J  S  K  ü  «  D  I  G  £ 

•• ';  ; ' ' '     -•**. "  -,  *         x      -   '  -   ■  v 

lumen  van  die    *  pond  door  — ,   van   die   y  pond  door  -=7 

en  van  ..het  samengestelde    ligchaam    door  ~-    voorgesteld; 

waht  liet  vbtamen  vün '.  een  figctiaam'  ia  in  regte  reden  van 
deïzelfs    gewigt ,   en  in  'Omgekeerde  reden  van  deazelfs  sbor- 

lelijke  zwaarte;  l"  "    ;  '■ 

In  beide  opgegevené  onderstellingen  moet  men  hebben 

!  '$ x'+y=zg .    (I), 

omdat    de  gewigten  der  deelen  altijd  het  gewigt  Van  het  ge» 
iieel  'moéten*  opleveren j  l'  '• 

-"'In  de  eerste  önderêTélKng  moet  daarenboven  het  vol  amen 
Van  het :  geheel  gelijk  rijn  aan  de  som  der  voluinens  van  de 
deeleö /  wiarcrit  volgt  •  •' »      ■ 

J  +  7  —  7 (2,# 

*  In  '  de  "tweede    onderstelling  moet  echter  de  som  der  vo- 
'Innieris   van    de    deelen   tot  het  volumen  van  het  geheel  aJg 
r  tof  è*  éijn',  waarait  dan  volgt 

'  '*        y      *  q 

p     p     f 

•.of    .  .'•.•. —  ■+■  rr  =  -j- (3). 


..  »»  _,, 


P  P  P* 

'Lost  men'  hu  x  en  y  nit  de  vergelijkingen  (I)  en  (2)'  op, 
dan' vindt  men  /  in  "de  eerste  onderstelling : 

^  yty^jJ* , 

en  lost   men  %x    en   y    uit  de  vergeldingen  (1)  en  (3)  op, 
dan  vindt  men  in  de  tweede  onderstelling: 


'     .        V 


/>     U>  —  P)* 


p    pr  ~  p-g 

•n  ./  ry 'Z.  — ;•  ,v ■ 


(5). 

,M p  (p  —  p)* 

Aanmerking,    uit  de  vergelijkingen  (4)  volgt 

*        y     '    '  f 

«/  .*:.::.    •,       —    :    --.  .zm;  ft:  —  f'  : py~p'j*  .   .         .  i 
sal    dus,   in   de   eerste  ^onderstelling,   de  ^  vraag   vóbr'èene 


?    '  » 
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eigenlijke  oplossing*  Vatbaar  wezen ,  Waartoe  gevorderd 
wordt,  dat  x  en  y  positief  zijn,-  dan  moet  de  waarde,  die 
voor  p'  gegeven  Wordt,  tasschen  p  en  /r  vatten ;  terwijl 
verder  blqkt,  dat  de*  volumen»  •  der  te  verbinden  stoffen, 
omgekeerd  evenredig  zijn ,  met  de  over-  en  ondermaat  faarer 
soortelijke  zwaaifcen  boven  en  beneden'  de  soortelijke  zwaarte 
van 'het  doö*<  de  verbuiding  verkregene  lichaam; 
-  In  de  tweede  öndersleUiug  blijven-  deze  gevolgtrekkingen 
onveranderd,  mits-  rieii  de  soortelijke  zwaarton  der  te  vei* 
biadene  stollen  in  reden  van  t  tot  r  verhooge  j  'want  uit  dé 
vergelijkingen  (5)  «vülgt  *»    •  l 

—  :   *7  =  P P    '-P  ~  P' 

pp  •  * 

CCÏI.    V  o>o*  s  TE;'i.v 

■ 

Door  J.  Sjoenis*. 

/»**•_■  •••**  •-  «  •  •«  *  *  *  f     •  > 

Ift  eenen.  molen  f\,  moet  .eau  ras!  va*  273  tanden  op  eens* 
eehyfloop  werken,  die  18  etaven  heeft,  en  welke  ae,  op 
eenen  afitand  van  2,934  e/  ,  evenwijdig  met  de  a»  ©a»  Asf 
rad  loopt.,  Hoe  groot  moeten  tot  dat  einde  de  middellonen 
MftJUf  rad  i>4fi  ds»  schijfioop  genomen  worden? % 

OtoBWwdoorG*  Kostbe,  J.  A.  Hansen,  D.  W.  Hinsb, 
F»  C.  Radijs,  J.  S.  Sfeijer  en  J.  Sjozkis. 

Oplossing  van  G.  Koster.  -    - 

De  stralen  der  raderen  staan  tot  elkander  alsderzelver 
omtrekken ,  en  de  omtrekken  der  raderen ,  welke  op  elkan- 
der werken ,  staan  tot  elkander  als  de  getallen  tanden  of 
staven ,  das  in  dit  geval  als  273  tot  18  of  als  91  tot  6. 

Das  staat  de  straal  van  het  rad  tot  den  straal  van  !den 
schijfloop  als  91  tot  6 ;  de  som  dier  stralen  gelijk  2,934  el 
gegeven  zijnde,  hebben  wij.alzoo  die  som  slechts  te  verdëé- 
len  in  twee  deelen ,  die  zich  als  '  91  tot  6  verhouden ,  om 
eiken  straal  afzonderlijk  te  vinden.  * 

Hiertoe  hebben  wij  de  evenredigheden: 
91  +  6  :  91  =  2'*',934  ':  den  ètr'aat  van  het  rad 
en    91  +6  :    6  =  2*',934  i  den  etraal  van  den  echijfl., 
waaruit  gevonden  wordt:       r   '"' 

voorde»  straal  van" hét  rad,  '2",7525; 
•    *    •  voor 'dierf  vaifdètf- schijfioop,  (H',1815 j 

Bb  5 


e 


9a».        N  I-J!  U  .W  f   *w  *  s  K  ü  SW?  *  v 

•,    -   dus  voor  de  niiddel|ijn,,van  het  sad ,  5*'9$05;   . 

ea  voor  die  van  den  schijfloop,  ,  (W^to. 
;  .Aakkk&kikg.  .  De.  gevondene  straks  en  «middellonen  zijn 
eigenlek  die  van  de  steekeirkels  van  rad  en  schijfloop;  daf 
%•  .van  de  cirkels ,  welker  optrekken ,  gedurende  de  bewe- 
ging» met  elkander  in  aanraking  blaren.  Begeerde  men  de 
stralen  of  middel  lijnen ,  tot  aan  den  buitenkant  .der  staven., 
en  tot  aan  de  uiterste  pnnten  der.  tanden  te.  nieten ,  zoo 
souden  zij  eenigzin*  grooter  dan  de  bovengevondene  afine» 
tingen  moeten  zijn;  hoe  Teel  dit  meerdere  zon  moeien  we- 
zen ,  is  geheel  afhankelijk ,  ran  de  jEkte  t  die  men  aan  de 
staven,  en  van  de  gedaante,  die  men  aan  de  tanden  zou 
verkiezen  te  geven* 

CC1II.    Voorst**. 
Door  P.  Kftoic* 

Een  merkwaardig  jaartal 9  in  de  geschiedenis  der  Neder- 
landen, heeft  de  eigenêéhappen  :  1°.  dat  het  mon&ot  over- 
schot door  11  kan  gedeeld  worden;  2°.  dat  de* som  der  aj* 
jfirrt  gtlffk  is  aan  het  aantal  volle  eeuwen,  dat  er  toen 
'sedert  don  aanvang  der  Jaartelling  verloopen  was,  on  3°. 
dat  het  ctffer  der  tientallen  gelijk  i*  aan  de  som  van  d& 
cijfer*  der  'honderd  en  duizendtallen.  Men  vraagt  hieruit 
dit  jaartal  te  bepalen  f 

Opgelost  door  L  A.  Hanssn,  G.  Koster,  J.  HEEMS- 
KERK, Abzt,  D.  W.  Hiiisb,  P.  Krom,  J.  ns  u  Mab,  J»  S. 
Sfbjjer,  J.  Teixeiba  db  Mattos,  Jb.  ,  H.  Middel  bijzo, 
f".  C.  Radijs  en  A.  Voixehse. 

.   1.    Opjlossino  van  J.  A.  Hansen. 

Laat  de  cijfers  van  het  bedoelde  jaartal  zijn  x,  jr,  %  en 
v\  en  wel  x  dat  der  duizendtallen,  y  dat  der  honderdtal- 
len, *  dat  der  tientallen  en  v  dat  der  eenheden,  dan  geeft 
de  eerste  voorwaarde ,  overeenkomstig  de  bekende  eigen- 
schap der  getallen  die  dqor  11  deelbaar  zijn,  aanleiding  tot,. 
de  vergelijking 

(*  +  «).  —  .(*  +  v)  =  Ua     .    .    .    .     (\) 
waarin  m  een  geheel  getal  voorsteil»  \  .. 

Uit  de  tweede  voorwaarde  volgt 

.  ..:*  +  *  +  *•+  •  =  10*  +y 

of  9+,fs9i     ï...  /•    •    •    (2)  , 
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en  uil  de  derde  \  . 

.    *  =c  .*  +  * (3). 

Trekt  mep   de  vergelijking  ƒ9)  ?**  de  vergelijking  (?)  «f, 

dan.-  vind*  men  '»♦■;. 

rsb-^y  .  .  -  •  •  • .  (4)  , 
en  substitueert  men.  in  (l)  voor  *  en  «de  waardan  (3)  en 
(4),  dan-komt  er 

2jr  -H  y  —  8x  =  lh», 
waaruit  velgt  . .    . 

'iW  =  6*  +  lln;\ 

dna  ia  volgen»  (3)    «  =  7*  ■+-  IImJ      (*)  # 

en  volgens  (4)  v  zx  2*  +•  ll«a  ï  » 

zoodat  na  de  drie  laatste  cijfers  van  het  getal  in  x  en  at 

zijn  uitgedrukt.  '   .    ..    . 

Dewijl  deze  cijfer*-,  even  ala  « ,  geheele  positieve  getallen 
kleine^  dan  10  moeten  wezen,  kan  ei  niet  andera  dan  nul 
zijn;  om  -dezelfde  reden  kan  x  niet  grooter  dan  1  zijn  , 
terwijl,  ioo  men  niet  voor  al  de  cijfers  nollen  begeert,  * 
ook  niet  gelijk  nnl  kan  wezen*  Derhalve  moet  as  ss  Q  en 
s  ss  1  *iju,  waardoor  volgens  (5)  y  =  6,  i  =7« 
•  ss. 2  wordt  Alaoo  ia  1672  het  begeerde  jaartal. 
.    .      IL    Of  lossing  van  G.  Kostzb. 

Aannemende ,  dat  uit  den  aard  der  «aak  het  cijfer  der  dui- 
zendtallen 1  moet  zijn,  kan  volgens  de  derde  bepaling  het 
getal  geen  .ander  zijn,  dan  een  der  volgende: 

101  Ai  l^A,  *23A>  134A,  145  A>  156 A>  167 A,  178 A,  1WA, 
waarin  A  te*  cVfeT  der  eenheden  voorstelt;  het  laatste  dezer 
getallen  vervalt  echter  dadelijk ,  omdat  de  jaartelling  nog 
zoo  verjre  niet  gevorderd  is. 

Blijkens  het  bekende  kenmerk ,  van  deelbaarheid  der  ge* 
tallen  door  11,  kunnen  de  bovenstaande  jaartallen  niet  aan 
de  eerste  voorwaarde  voldoen,  ten  zij  A  ~  2  genomen 
worde*,  maar  A  =S  2  nemende,  zijn  zij  ook  alle  door  11 
deelbaar;  het  begeerde  jaartal    moet  dos   een   der  volgende 

zijn: 

1012,  1122,  1232,  1342,  1452,  1562,  1672,  1782. 
Onder    deze  .ia   er -.echter  slechts   een,  dat  aan  de  tweede 
voorwaarde   voldoet,   namelijk  1672;  derhalve  is    1672  het 
begeerde  merkwaardige  jaartal. 


3»         NIEUWE    W1SLÜNI>KE 

CCIV.     Voorste  i». 
•     •  Jjoor  F.  Ct  Radijs. 
Van   eenige  ep  elkander  volgende  poeitieve  "getallen ,  ir 
gegeven   de   eom   en  de  eom    hunner   derde   mngten.    Men 
verlangt  dene  getallen  te  bepalen  f 

Of««»«t  dèor  h  S.  Speijex  ,  f.  Bassait,  J.  A.  Hakskk, 
D.  W.  Hinsb,  G.  Koster,  H.  Middelburg.  F.  C.  Radijs 
en  J.  Teixeira  de  Mattos,  Jr. 

Oplossing  van  J.  S.  Spbijer. 
Omdat   de  begeerde  getallen  óp  elkander  moeten  volgen, 
ia*  het  genoegzaam,  bet  eerdie  en  laalstë  te  bepalen.    Laat  te 

* 

dien  einde  het  eerste  getal  'door  jr  4.  i  f  het  laatste  door  y, 
de  gegevene  som  der  gelallen  door  ir  y  en  de  gegevene  soit 
hunner  derde  magten  door  •'  worden  voorgesteld;  laat 
f«fdér  gemakshalve  gesteld  toerden : 

:1 +24-3 -!«•*»•  :    .    '.  v  -p*  =  *  (x) t 
l+2+Z  +  enM.+x  +  (x'H-  1) +«ns....+  y  rrrSfy; , 
1 3  + 2a  -t- 3»  +  en».     .    .    -f-  #»  =zE(x>), 

dan  is; gegeten 

S(y)    -S(*)    =  « •    0> 

en      ,  S(y3>- 28  (*»)  =  *'    " (2). 

Haar    mi    is   in    het  algemeen  (Zie  J.  de  Gelder,  Wiek, 
Lenen  t  2de  Cursas  §  -788) 

1»  +  2S  4. 3» +•«...+  »»  =  (1 H-2  H-3 +#««..•+ •)* 
of  volgens  de  boren  aangenomene  'notatie 

S  («*)  =  [S  («>]» ; 
du*  kan  men  in  plaats  van  (2)  «chri/veu 

[s  (y)]a  -  [s  (*)]»  =  •'  ....  (3>. 

Het' quotiënt  der  deeling  van  (3)  door  (1)  geeft. 

•   -  -  • 

terwijl   verder   de   som   en   het  verschil    van  (4)  en  (1)  de 
vergelijkingen 

opleveren. 
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.Daar  na ,  volgens  de  bekende  formule  tot  sommering  der 
gewone .  rekëhfeüsUfeê  reeksen,  *(*)  =  §*(*  +  1)  *n 
È(y)  =  |y(/+  1)  Mi  kan, men  in  plakte  van  (5)  schaven 


,(,  + 1)  =  —.-4 


ti 


«n  .y(y  +  U,.^. — Lr?rr\    :  .      ,    -~  >• 

*        t 

nit  Welke  vergelijkingen  men  t  dadelijk  vindt 

«n  y  =e  ~  i  ±  Vj*  + -~  +  *}' 

Omdat,  nit  den  aard  der  «aak,  noch  x  noch  y  negatief 
kunnen  wezen ,  zal  in  ,  deze  laatste  formulen  al(een  het  bo- 
venste teeken  moeten  gebruikt  worden ;  door  dezelve  wordt 
dan  het  eerste  en'  laatste  der  gevraagde  getallen,),  en  .dus 
ook  de  geheele  reeks  dier  getallen  bekend.  , 

Was,  bij Worbeeldj  gegeven  •  =  40  en  »'  j=  2800,  4an 

soa  men  vinden 
x  =  -  |  +  i/(J  +  TO  -  40)  =  -  §  *  V  =.5, 
y  =  -  §  +  |/(J  +  70  +:40)  ='-  §  +  V  =  10* 
«n  de  begeerde  getallen  zonden  dim  zijn:  6,  7,  8,  9  en  10. 

CCW.  Voqastzx.» 
Door  H.  Kioos. 

Men  verlangt,  zonder  behulp  der  differentiaal-rekening 
te  vinden ,  welke  waarde  van  x  de  uitdrukking  15x  —  &ra 
lol  06»  maxtsmss  maakt  t 

Qposlost    dodr   J-  S.  Srsijz*»  D.  W.  Hinsb,  J.  Bassin 

**  H.  Kloos. 

I.    Oplossing-  van  J.:S.S*Erjrau« 
De   gegevene  uitdrukking  in  het  algemeen  door  bx  —  ax* 
en  bare  waarde •  door <ay  voorstellende,  heeft  men 

bx  —  ax*  =  y 
of  <UFa  -»  **a  4-  y  =  0, 

en  hierait  x  oplossende,. vindt  mèh 

X  'S?  r  "^  r  V     ■  ,    rr — .  , 
TT  2a 

Zal  na   *   bestaanbaar  >*#&,  Jan  wmg  ^w^vtfw  Ne- 
gatief worden;  de   groQtatmogelijke   waarde,  welke   y  heb- 


I         i 
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ben  kan»  ia  dat  4ie,  wa*tbij(A*  —  kay  'zsz  0  jof  y*=  j- 
wordt ;  en  heeft  y  deze  grootslmogeljjke  waaide ,  dan  is 
x  ^z  --•     Neemt  mep    du*  volgens  de  opgave  6  =  15  en 

10 

15*  —  8xa  tpt  een  maximum  maakt ;  terwijl  de  waarde  van 

1    .       *       ~  .  -      -, 

dit   maximum  ff  =  7zr  Wordt.    - 

II.    jüplossutq  tawJD.  ,W«  Htvsx. 

Stellen  wij  ,  dat  de  gegevene  uitdrukking  voor  «ri 
een  maximum  wordt ,  'dan  moet  de  waarde,  welke  zij  voor 
*jr  —  0  verkrijgt,  grooter 'zijn  dan  die, 'welke  zij  voor 
jr  =s  *  ±  J'  heeft ,  hoe  klein  ook  }  genomen'  moge  wor- 
den.   Men  moet  dut  gelijktijdig  hebben 

15a  —  8a'  >  \A(a  +  *)  —  8fa  +  *}* r 
en     '        Ï5«  ■*-  Sa*  >  15(ar  —  j/  — '  8(a  —  J)*! 

Door  deze   ongelijkheden   te  herleiden,  vindt  men  uit  de* 
zelve',  dat' gettjktijolg7  "  —  r-r  t 

.    15      rs 

*  ^  Ï6  "r  "2 ' 

:  is  *    i 


*<Ï6    '     2 

«af  moeten  Vezen;    maar  zal   dit    voor   de  Iteinstroogelijke 

waarde  van  J  plaats  hebben ,  dan  kan  a  geene  andere  waar- 

15 
4e  dan  77  hebben.    Hiernil  volgt  alaoo, ;  dal  15r  -~.  8jt*  %en 
10 

15 
maximum  wordjt,.  indien.  Ir  33  —  wordt  genomen. 

CCV7*.    V  O    O  * :JiT   S  X. 

'  Door  H.  KTloos» 

Jf«»  vraagt  tan  iê  wêdsrkêêrtge  r*ekê; 
1         1  11   .   .   ï-,      85.4      **  ,       659  „ 

T  +  T'  +  T*  +TX  +27^ +*?*'+-*  **  +  "*• 

fr  voortbr*ngê*i$  h*ub  t*  *i*4*mt  •    .-.    : 


féÖftSTELL'E  -HL*'  N*.  206-  391 

OresLos*  èoot  H «r  Kiócrcr  •»  J.-&  Spbijeb. 
Ori*ossiNo  *h4i  M.  Kx.oos« 

Daar  men  weet,  «lat  de  bpgegevdne,  reeks  eene  weder- 
Seerige  is,  weet  men*  ook!  'dat  al  hare  termen,  bij  den 
f»  -f-  1)*"  tejrai  te  berinnen1,  op.  dezelfde  wijze  Tan  de  n 
voorafgaande  termen  moeten  afhangen.  Daar  echter  de  be- 
trekkingsschaal  der.reèka  niet  gegeven  is;  weet  men  niet 
▼au  hoêVêêl  voorafgaande  termen  elke  volgende  term  af- 
hangt ,  en  dit  «al  dds  in  .de  eerste  plaats  'moeten  opge- 
spoord worden.  »v: 

Het  is  vooreerst*  duidelijk,  dat  niet  elke  term  op  dezelfde 
wijze .  van  den  onmiddellijk  voorbaanden  afhangt ;  wij  begin- 
nen dos  met  te  onderzoeken,  of  elke  term  op  dezelfde  wijze 
afhangt  van' twee  onmiddellijk  voorgaande  termen.  Jtidien 
dit  moo  is,  zal  de  betrekkingsscbaal'  moeten  zijn 

&  +  <»Q  +  4P  =±  0 , 
waarin  P,  Q,  R,de  coëfficiënten  van  drie  op  elkander  vol- 
gende  termep   dpr   reeks  yerbeelden,    terwijl   a  en  k  onbe» 
paalde    coëfficiënten    zijn.     Uit  deze  betrekkingsscbaal  volgt 
dan ,  dat  men  zafmoeten  hebben 

n      'i   • lr  ï .    •  ■   "  "  J 

_  +  _«  +  y»  =5  0, 

7      •  H  I  M      ' 

9   ^  9*  ^  3     —  Vf 

85~       7  IK         • 

w  +  T#+-9*  =  °' 

45        85  7    •       rt 

S7+27*  +  1T4=0 
659        45         85.  _ 
•      81        27  27  ' 

uit   de    twee    eerste    dezer  vergelijkingen   zal  men   vinden 

a  =  -r  en  *  —  —  4-— , .  maar  deze  waarden  van  seni 
2  6 

voldoen   niet   aan    de   drie  andere  vergelijkingen,    das  kan 

elke  term  niet  op  dezelfde  wijze  van   de  twéé   voorgaande 

afhangen. 

Wij    onderzoeken  dus ,  of  élke  term  op  dezelfde  wijze  van 

drie  voorgaanden  afhangt,  en  stelten  daartoe  voor  de  be- 
treUongsschaal 


%tt  Hl  EJLl;  W  E     W  I  S   K  ü  *  Q  l  G>  E 

dan  zullen  vrij  moeten,  Rebben, .   ,. 


* 


■  7        ,11      ..     >\  +•      '  V      •  .    «        \ 

o    "T  .o       »     a     ~    a     —     ' 


7 


,      27  ^.9 "  .9.  3.         u'  ... 

45       85  7,        U 

i    a7  ^«7.  T$   ^.  9  • 


** 


en 


659        45     . .  85 .         .7  .     .      . 
Tl  +  27a  +  27*  +  TC  =  °> 


Jkman-  wy  na    o,  i   en,  c  tuit  de  drie  eerste  dezer  vefgetij- 

..  8  1 

kingen  op ,  dan  vinden  wij  a  =zr  0,  fl  =  —  ~  én  c  =  — ; 

deae    waarden  van   *,   b    en    c  voldoen  ook  aan.de  vierde 

vergelijking  en   hieruit  bjijkt,  dat  werkelijk  elk  der  gegevene 

termen    op   dezelfde  wijze  van  drie. Tvo#rgaande  afhangt,  en 

.  «Ja*  ,4e  betrekjtingssqhaal,  der  reeks  w 


•    »• 


•*'••*•■         S  +  0.  R  —  -f-Q  +  h*  ==  Ö 

ƒ•»'■•!  *  «  » 

of  3S  +  0-  R  ,-»  8Q  Hr  P  =  0.  , 

Door  het  bekende  verband ,  dat  er :  tusschen  de  betrek* 
kingsschaal  een  er  wedeikeenge  reeks  ~èn  den  noemer  van 
hare  voortbrengende  brevk  bestaat,  wqten  wij  dan  verder, 
dat  die  noemer  srtjnTraf   .     '     "  u 

3  +  0,.*  —  8fa  -h#* 

of  '  4,— "fc*1  +  *3J' 

en   wij   hebben   slechts    dezen    noemer    met    de   opgegevene 

reeks  te  vermenigvuldigen,  dat  is  het'  product 

x/l       l        11        '7 '    ,    85   .  N 

s  te    ontwikkelen ,    om  :  voor   den.  teller  der   voortbrengende 
brenk  dadelijk  te  vinden  1  j 

*  '        '  1  +  x  -p  's*.         r:  :     "' 

,,     Dfi  iroori.breagende  breuk  der  opgegevene  reejts  tis  ^dexhalve 

o  ,1  +  x  +  *%  -    .. 

3  —  8*a  «+-  *3" 
CCVUL    V  o  o  bs  Tii.    ..        , 
Door  E,  Qlivier,  :Dz.  ,    ,,  ., 

JP*M«   waarden  kan  men  aan  de  onèepaaf^graaff^^yX 


V.0»0.1LS  TE'LIJfl.    W>.  WF  *h  80B. 

gemn,   opdat  de  uitdrukking  «^4.  e  eem  volkemen  *i**- 

kant  worde  t  [*)  •  •  •    t  • 

Opgelost  door  ■  E.  Olivier  ,  De.y  J<  A.'  Ha****  ,  D.  W. 
flmsE,  C.  Koster  >  F.  O.  Radijs)  J.  8.  SvftijaR  4b  I. 
Teixeira.  ds  BIattos,  Je.  .... 

Oplossing  mm  E.  Olivier,  Dz. 

Men  stelle,    voor  den  vierkante  wortel  uit    de  opgegeven* 

,  1 

^uitdrukking,  «x  +  — ,  dan  ü 

«ur  h*  — J  .      •     » 

of  •***'+'  c  =  «*x*  H H z\ 

hieriut  wordt  achtervolgen*  afgeleid 

•  en*  ss  Vmuax  -f-  «*, 
\    2aut«x  ss  ca*  —  m2 
_  <*•*  —  «•* 
••*  *"~       Ism*     *      • 

Weemt  men  dut  voor  m  en  n  willekeurige  getallen  en  ver- 

CU2   "™"   Et* 

volgens  jp  ss  —5 r  ,  dan   «al  de  opgegevene  uitdrok- 

3&OIH4I.   > 

hing   een   volkomen   vierkant   rijn.     Men    vindt   dart  pok, 
voor  dese  waarde  van  x , 

f  o*9—  nt2)2  (*«*-- Et3)* 

*  -ür«— «    4****0»     '  4m*ji»      ^ 

(en2— m*)+h<m2n2 c2n++2cm2n2+m+_{cn*+n2  v  • 

~  W«a  —  km*n2  "~V  2*«    )  ' 

CCV1H.    V  o  o  r  e't  e  l. 
-  Door  E.  Olxvier  9  Öt. 

)r*«*j»*er  «,  *  o»  c  rfrio  rationale  getallen  voor*ièlten9 
soe  sa  <b  t?r««ff  >  »«#•  rationale  getallen  mén  «oor  *  en  y 
kan  nemen ,  ojwfoir  oY  uitdrukking  a2x2  -+-  **y  -+-  et/*  ee» 
uolktoen  vierkant  motdïfif) 

Opgelost  <foor  E.  Olivier,  De.,  ƒ.  A.  Haksen^  éf  W, 
'  »*• 

.';    {*).Jfcsaa  Msotr, .  .tTistv  ven  reerb*  Yett.'  doW  G.  RijflUoi  , 

blads.  214.  No.  36;  '    iy.  " 

(f)  Mini  Hirmi,  Fste.  van  Feerh.  Tert.  door  G.  R  awim  t 
hbds,  SIS.  Ho.  17.  \x  r    f  r 

L  Deel.  Ce 


■  J.KU  V£.ir.l«  KUNDIG  É 


Tbixzhla  de  Matto*,  Je* 

"'    ..  <Opl4a&i*?  ëên  JL  Omviei,*!)*. 

. :   Hen  •feU*',  vdqt  a>|  .TOarkantaworiaL  ait  de .  opgegeven* 


uitdrukking,  04  -f- — y,  <Jan  ja 

aa*a  -h  5xy  +  cy2  —  («ar  H y\  , 

waaruit  achter  volgens  wordt  afgeleid:  . 

«a*a  ■+-  Jxy  +  iyV==i*V^  -K  -frffi  +  ^~* 

mïbxy  -b-  ©iava  ~  2«**jry  •+-  «aya, 
.\n26x  -J*.  <?*ay  =r  2am*x  ■+«  «ay, 
(c»a  —  ma)y  8p  (2«*y»  -r  ft*a)* 
en  x  :  y  ^s  #**  -r  «A.:  £tf »* •—  bn*. 

Neemt  men  derhalf$  *  =^  c**--^  ,*a,fu  y  =  2<m» — *»% 

dan    zal  de   opgegevene^nüdrajEking   een  volkomen  vierkant 

worden ,    Yoor  alle  ration*}*  waarden  ,  die  men  aan  m  en  'm 

»4B9gV  ver]ciaaea   t*  gftveiH     Jlen,   vindt  dan  o&f  voo*  £eze 

waarden  van  x  en  y  K  .. 

tt*x*+6xy+cy*  =  «**•+*(**+<*}  = 

ssr^jcn3— ma)2+(2awn— ó»a)(2ac»ut— to»a)  sb 
=aa(cna— m3)a+teac^i»V:2a^mna^2flê^B.s|i^aMaaa== 
==«a[(c»a--HwA}a+4cmaiia]^2w*»ii(c«a^^a}+*»«4»*  = 
,.^a{c»%$a0laHr3«^  «^ 

CpUC,,    .V    O,  O  R    *  T  B   If 

1  2  2a  2S 

t>raa£f    «uit    y   in    mm  rM^»  >««-ftA  ^Fr-fUdf^  4|fk«f«P  #b 
Opoklost   «foor  !•  Bassan  ,   J.  A.   Riksen  ,  JL  Minnxir- 

Olivier,  Dx.  •:    !.';..      ! 

{*)  LftYXTO  ,  Hohcren  4n*!yiis  ,  bl.  8. 


v  o  ó  *»  s  >Jr  fe  i  l  e*  n.  ir».  *»  e»  tio. 

QriiOasuio  .va*  J,  Baman.       ' 
Voor  de  gegevene  vergelijking  kan  men  sftjirfveii 

*  =  ïoy  "  iT*y  HS*  ~  io*1  +  iöïy  "  •"■)» 

of,  daar  de  tassenen  huisjes  gestelde  factor  juist  de  voor  jc 
gegevene  waarde  is,  ' 

fiieruit  y  afzonderende ,  vindt  men  <gei*iil  ntyfc  - 

50»  '<•» 

Wanneer   men  nu  7 — ~  in   wne  reets    ontwikkelt ,  vindt 

5— jr 


men 


3r  =  »{Tr  +  53»?..  +  .^».  +  gj*\+  «•*} 

2  2  V 

eC  ook    y  es  Wx  +  2x*  +  -j*3  +  —af  *  «»*  „ 

V 

'CCX.       VoOHSTBl. 

'.  1  .  #  ... 

Door   E.  Ou  vier,  Dz. 
•   Gegeven  Mijnde  dê  vtrgeipking  : 

*- 1^  +  «S  nd^+>"*  ==*-*'  +jr« -f  *+«i., 
vraagt  men  *  sa  «•«*  *mt  <fo  magten  f ,  en  $  in  eème 
aaa>  <fé  magten  yan  x  opklimmpnde  reeke  utt  te  druk» 
hen?  (*) 

Or^EMtr    door.  f*  CL    4**IJ»>   i«  &   Spbj/b»,   D.  W. 
Hxnse  «n  £.  Ox.ivi*4,  Bz. 

_     Qri^jMUMo  *«*  F*  C.  ÜAByt. 
Trekt    men    de  beide  leden  der  gegevene  vergelijking  van 
■*  fè-eenlicid  af/dan  verkrijgt  men  vz 

Mèr^Wvifa^t^èrs\ê  lid  tf£  fedufcde  ontwikkeling  f an 
*'*-*'  («ïjtiflé  e  n^tr  grbhdfcü  van  hét He^ifanMcfee togtvUhMii- 
#^]t^<4.l1enrijl  ,J|ptJt^eedt  JW  de  pntwikkeBnj  is  van  het 


Cc2 


•  »• 


M6  W  IE  V  WiE.  W  I  6  ft  VX  Dl  CE  ... 

gebroken  — — .'   Derhalve  ïieéft  men  ook 

•  +  9  .       .. 

1  4-*y 

of  e»  =  1  +  y,    . 

waaruit  volgt 

jp  ==  Nejs.  Leg.  (I  +  y) 
on  y  ±r  e«  —  !•        * 

Door  dus  Nip.  Leg.  (1  +  y)  en  e*  te  ontwikkelen ,  vindt 
men  dadelijk,  ter  voldoening,  aan  het  gevraagde, 

*  =  y  —  |jr*  -k  |y*  —  |y4  +  •«* 

**  jf*  *4 


y  =  *  +  r« 


12  ^  L2.3  .     1.^3.4   r 
CCXL     Voorstel. 

DvOT   S.  DlK,;CoBNSZ« 

Jf*Mr#  waardin    van  <P   iim   de  functie 
f  :=  Ney.  J-qg.  f  <St*4  I  /o/  «es  ftB»im«M<o/*MMt*umif 

Otoblost    door   S.   Dik,    Cornss.,   D.  W.  Hiiiss,  J.  & 
Smijbr  ,  J.  Bassan  ,  F.  C.  Radijs  e»  W.  Smaasbk. 

Oplossing  van  $.  Dik,  Cornsz. 
Volgens  de  eigenschappen  der  logarithmen,  kan  men  toot 
de  opgegevene  functie  schrijven. 

y  =  Sin.Q.  Nep.  Lag.  SinjQ; 
diflerentiëert  men  dezelve  twee  malen,  dan  vindt  men 

'  j|  =  Co$4{l  +  Nep.  Log.  Sin4] 

8T»y  Co9.*(p  —  (I  *f  Nep.  Leg.  Sin4)  8itu**> 

Stellen   wij    ha  -£  ri:   6,  dan  kan  hieraan  op  tweeerlei 

wijze  voldaan  worden,  namelijk  door  te  nemen  Cet.0  ss  0 
of  1 .  +  Nep.'  Log.  SittJp  =  0. 

'  Nemen  wij  Co»4  =  Q>  dan  volgt  hieruit  <p  —  90°  of 
0  ss  2Ï0°$  maar  0^=:  270°  maakt.  y  =  Q  —  N*p.Log.(—l) 
om  dos  y  onbestaanbaar  $    voor  Q  =   90°   echter,  wordt 

V=  0  en  -^  n    atief,   zoodat  0  —  90°  de  functie  «  tot 

een  maximum  maakt,  welks  waarde  y  ^Q  ia.        . 


VOÖRSTELL  EN.    «•»  211  en  212.      307 

Kernen  wij  1  -f»  Nep.  Log.  &'*.$  sar  (►,  dan  wordt,  ...    . 

Nep.  Lofr  $i*4=  -  1, 
of  dezen  Reperiaaiitcbén  Ëogarithmu*  met  den  modulus  van 
ket   gewone  of  Briggiaanscae  .  swogarithmenstelsel  vermenig- 
vuldigende ,  '■ 

Log*  $in4  —  —  0,43429 ; 
dat  ii  Log.  Sin.(p  =  9,56571   *  10, 

waarmede-  overeenstemt    Am.$  r=  0,367fe8  •  >.  i!  , 

en  $  —  21°  35'  'of   £»=  138°  25'w 

Voor   deze    waarden    van  $  wordt  ^—  positiet   en  bijge* 

volg  dfe  functie  jr  een  minimam.  De  waarde  van  dit  mini* 
mom  is  negatief  en  wordt  y  =  0,36788  X  —  1  = «~  0^36788. 
Aakvxekiro.  Omdat  de  oosinas  van  eehen>.  boog.' gelijk. 
ia  aan  de  sinas  van  zijn  complement!  cal  men  nit  hel 
bewezene    gemakkelijk    kannen  -  besluiten-,    dat  de  fonotie 

y  =.  Nep.  Log.  lCo§4         f,  voor  0  r=  0°  een maximnm, 

en  voor  $  =  68°  25'  een  minimam  wordh 

CCXlf.     V  'Ö  o  r  s  t  s  i*. 
Door  S.  Dik  ,  Conus». 
Welk*   maarden  'van  0   maken   dé  Junctie 

i™       ^TangiÓ\  •     . 

y  rz  liep»   Log.  ITang^  I  tot  een  maximum  of  mi- 

nimum f 

Opgelost   door  S.   Dm,  Co*irsz0  J.  S.  Srsijzm,  D.  W. 
Hiksx  ,  J.  Bastan  ,  F.  C.  Radijs  en  W.  Skaasbk*   ' 

Oplossing  van  S.  Dik,  Coimsz. 
Schreven  wij  voor  de  gegevene  fanctie 

y  =5  TaugjQ  Nep.  Log.  Tang$ 
en  differentiëren  wij  dezelre  twee  malen ,  dan*  vinden  wi)  • 

c*u 

~  =  (1  4.  Nep.  Log.  Tang.0)  Soc.*<p 

£^y  _  2t\+Nep.Log.Tang4)Tang.*Q+Soo,*0 
IQ*  mmm  Co*.9QTang4      --- 

'     •         '  ïy 
Stellen  wij  na  gjr  s  0j  dan  kan   hieraan,  omdat  &**0 

niet  gelijk  nol  kan   wezen,  alleen  voldaan  worden  door:** 
nemen  1    +  Np-  Log.  Tang4 >'—  0;  hiertrit  volgt;  eTan 

Co  3 


M         K  I  £  C  WC    ViSaDRDIfiE 

als  in  d*  Vöiige  bplessiog  b«Nfelen4e  ^ 

Nep-  /*£•  &^#.ap.-v-.4^ 

Log*  T*ng4  Zz  9fi6i7l—  », 
T*ff«0aac  0,36786 
e»  nagenoeg  4>  =  20°  12' ; 

voor  de*e  vaarde  van  0,  *fc™.*ri  positief  en  dus  y  een 

minimum ;  de  waarde  tan  -dk  minimaal  ia  ,  even  ais  in-  bet 
vorige  voorstel  >;y  3C  -^0*36188. 

Overigens   ia  er  geene  waarde  voor  0,  die  de  functie  tot 
eeii  maximum  zod  maken* 

AtaHAÉnxnro-  «#ir  J«  S.  Snijftu  Hoezeer  y  niet  vatbaar 
Ut  *ów  eea  Maximum  >  ia  bet  ndgtans  klaar,  d*tf  voos* 
0t  ss  90*,  y  de  grootste  waarde,  bereikt;  maar  y  ia  dan 
riten  maxioNHn;  daar  hiertoe  vereiaebt  wordt,  dat  de  naastr 
volgende  grootere  en  kleinere  waarden  van:  0 ,  beide  kleine- 
re waarden  voor  y  geven.  Dit  na  heeft  bier  geen  plaats; 
want,  voor  de  naait  volgen  de  .grootere  waarde  ibti  0,iè 
Tang.0  negatief  en  dus  y  onbestaanbaar* 

CCX11I.    V  o  o  «  s  jr  m  i». 
Door  S«  Df&$  CeRwaz- 

Da  tetoards  at  W«aTan>  va»  &«f  gebroken 
l/f9xa+3*x— 8g»)+»#(ftiaJS»-5x>)-^t/f5xa+*<a) 

ingeval  x  =  a  genomen  wordt  f  * 

Ovüeloyh  daé>  ©.  Xostb»,  ft  T>m,  Conssa.,  J.  JUw*, 
D.  W.  Hpmt>  F.  C,  ftiawjs  **  *  3«  Steijjuu 

0*1.08*1.1*4   Q#ft>  G«  K.OSTE*, 

In  het  gebroken  x  3=  *  «lellende ,  kont  er  den  ox&e£sml- 
den  vorm  §;  wiji  An^ntÜBMfn  devhatv»  teller  en  noemer 
ieder  sfiiiisirlniitijk  ten,  op%te>  van-  x*  dan  kom*- ea?^a«D'  wj| 
gemakshalve  den  teller  X  en  den  noemer  X'  noemen , 

,    lgx+^a  '"'  "j***-***    '    ~     -   5x 


2TXr —        26ax— 5«*  K>*  ,  Ta<H4«x 


^(«ar»— 5««x)«      i/C2*2-*»*)      l^(21aax^-6«x*)* 
stellen  wij  mi  hierin  x'=  a,  ctari  vinden  wij 


•—#    * 


**  —  ..» 


T.O'.OiR.S'TJS  L  L.  B.N.  .  N*.  USt-Klft. 

waaruit  blokt,   dat  voor  x  =  <*  de  waard*  Van  het  opge- 
garen  gebroken  —  jfft  is.  • 

CCXIV.    V  o  o  n  s  t  e  i..v  . 
l)lèr  S.  fiii./tïokM£ 

Xr>  *$»  ïékê  &taUe&>  4eier:mem^otde¥nei^rveréAhil 
a>  «tii>»  +4«fe5=*0 -t*é*  ^a«r»èir  Aart™*****  **:  #è* 
kante»  tot  hét  vereckil  der  derde  magfrn  mHtm^h  <WMtF 
19.    Welke  getallen  %$njjt?  ,    .    .  .  _  v 

Ofoelost  deer  I.  W  ik  THaiSl  ,  V.  Ui^Cobksz.,  J.  A. 
Ujlk»sk^OI  V..J^wat|V^*JW"**««=?  ^»&  Koste** 

•:  • .     OètoasiN^aeVKlI.  «f*  qt~J»U»E=:   ur  ^/c  ;^ 

Daar   dr  som  der  getallen  tot  hun  verschil  slaaft  *10^t 

1 ,    moo   kan   men    die  ayti   dooxft^  eMr.hfJ  verschil  door  s 

«MrüeUe»',  *ls  wan»*er  de  ;g$trile*  «?lxen  *?jn  3*  •*.$*• 
Verder  moet  men  dan-  volgen*  «b^eng**?  hebben,  :de .e  ven- 

jredigh^d 

9*a  —  4**  :  27*s  —  8*s  =  30  :  19  - 

of  S**:,  19*>  5=t80*mWt     , 

welke  doov  vereenvoudiging  overgaat  in  - 

&  ;  19»  =  30  :"'  19 

tr  -  ■  -it.i»  j.ï  i, 

en  waaruit  alaoo  volgt         -   x  SS    J. 
1%.  gevraagde  getallen  zijn  derhatar 

-f  3*  =  J    en   -2s  •=*!£«    , 

CC3SW    Y  *  o  ir:e  *  *  *V 

Jfa»  <**«?*  <ls>  w«aWf  va*  y  jnit  d+.ve*gel{jM*x     ,   '— 
'  "'  JS  =  (£•«*»'-  iï#n.*4>J  <&'*^  *"  " 

Jfc     9MMPÉ  P    |  '!  7/       .        é  r    #y 

Otaairfi*  Jeer  &  DiC,  €ob*m.  ,  J,  S.f£pfiyEja ,  .£.  d 
Raoijs,  J.  B  as  san  en  O.  W.  Hivss. 

OrjoMip»  nan  S.  Pi*b  Oonjrsz. 
Wanneer  wfi   ia   dar  opgegeven*  vjergelglqng  overbrengen 

gnSfo  SB  Jft^TOUj "Uk  ''Weef^^l  «At  wfcrdt 

èmtif*i  n»  v^^ewig^ldigiag^^^,  ^    .vyv.-^rri  ;jk£ 

Cc  4 


4         ' 


V     1  » 


«O»         Nl-EV  W  £    WIS£  UK  D  I  6  E 

^-?  as  2Co»4g$  —  <p&n.<pX$j  ' 

derhalve  ü      ^  ==  2 ƒ*>•$*$  — '  JtySinJtQ. 

■  Na  is  (Zw  I.  R.  Scbnod»,  Diff.  *n  Jmt.  Mtt.  ff  242  .en 

186)  f€<*4*<*  =  &*♦  «■  /^«^s&te^wf&fefc 
fafcrikar  fa*kte  w$  

§  sz  ««^  +  4&f4'+  C, 

Cw  ... 

of  . -^  =  Sm^rf .+  <pC094*4>  +  cz<p, 

Verder  is  (Zie:  als  boven )  J*Sin$#$  ss  -*  Coe*$  en 
fQCotjQXQ  sa?  Cfet^  +-08im4i  en  hierdoor  Ter  krijgen 
wij  eindelijk 

y  s=  $&m4  +  C$  +  C'. 

Aamkjebbiino  ««»  J.  S.  Speijes.  Men  sal  de  waarde  va» 
y  ook  kannen  vinden ,  zonder  twee  achtervolgende  malen 
te  integreren.  Uit  de  opgegevene  vergelijking  volgt  namelijk 
terstond 

y  as  fS(*G**4  —  4>Sin4)t<p*$ 
of  wel  y  =  ƒ{»$ƒ (2Coa.$  —  <^ï*.0)ty}. 

Hierop  de  algemeene  uerJeidingsformuie  fXXY  sr  XT  — 
J*Y*  X  toepassende,  cal  men,  door  X  =  J\  2Ce$4—<pSin.<p)fy 
en  Y  ss  $  te  stellen»  verkrijgen 
y  =  Qf{lCoê  0  —  $ff»0)ty  —  JWCa».*'—  pShHfiltQ. 

Nu  is  (*oo  als-  in  bovenstaande  oplossing  gevonden  is) 
J\2Co»4  —  QSin4)X<P  =  &«.0  -f-  $Co#4  +  C  t  en  verder 

—  jy.<p*Có9.<P  =  <p2Co*4  +  C' j  b»rdf)ar  «prdl  dmV 
y  ss  ^&an^  +  0(7e>«.4>  +  C).—  (pCoetf  +  C') 
of  y  =  ipfifef  +  c*  -  Cr;  *    «/ 

welke  waarde ,  daar  C'  toowel  positief  als  negatief  fati'<'gt> 
nomen  warden-,  volkome*  met  de  vroeger  "gevonden*) over- 
eenkomt, •*         K"  :;.«f». 

ccxvi;  r  o  o  ft  1 1 1  s.1 

-*1'*'  Door  J»  Tsrtsnu  »*  Mattos,  Ja. 


.•  • 


.  ^  m*  arffeniw r*a ,  «ft  <fc  opetatnie  sjftifu  A3^mBC 
**»  eenen  'driehoek  ABC ,  gël&x&digë  driehoeken  ABD  en 
BCE  teeehrfjfti   en  êéfr^lgtkeéé  I#ne*  AE «*<CD  W**f  „ 


F  O  O  A  »f  E  L  L  E  Jf.  'H*.  2M,  M> 

au  Hen  die  Ipntn  even  groot  wyh;  en  do  eorn  der  hoekon 
ADC  en  AEC  *a/  gv/y'Ar  aan  den  tophoek  ABC  «es**. 
Men  vraagt  dit  te  bewijxen  ;  on  Bovendien  den  driehoek  te 
berekenen,  indien ,  behalve  de  ïtjn  AE  of  CD  en  de  top* 
koek  ABC,  ooit  nog , de  a/etomd  der  punten  D  en  E  gege- 
ven ie  f  •  :-  1 
Opgelost  <foor  F.  C-  Radijs  |-  J.  Teixbiba  ïje  Mattos,  Jn. 

J.    BaSS**,    O.    W.   HlW#B,   H.  MlCDELBUBO  **  J.  6.  Spkx- 

]**•    •  '! 

QrjLOMine  van  F.  C  Radijs* 

Naar  gelang  de  tophoek  ABC  kleiner  dan  60°  is ,  zoo  als 
in  Fig.  74j  tusscfaen  60°  en  12tt°,  zoo  al»  in  Fig.  75;  «f 
grooter  dan  120%  «oó  als  in  Fig.  76 ,  is  het  klaar,  dat  of 
alle  drie  de  lijnen  AE,  CD  en  D6,  of  alleen  de  twee  eersU 
genoemde  Tan  deze  lijnen ,  of  geene  van  dezelve  den  drie- 
hoek 'ABC  sallen  doorsnijden.  In  elk  dez^r  gevallen  zijn 
de  hóekan  ABEen  CBD  onderling  gelijk,  omdat  rij  in  Fig» 
74  en  7b  elk  in  het  bijtender  60°  grööler  dan  de  tophf&k 
ABC  'zijn,  hetgeen  in  Fig.  76  niet  hun  aanvnlsel  tot  3(jD* 
plaats  heeft;  voorts  ia  AB  ss  ÖB  en  BE  7?  BC,  zoodat 
de  driehoeken.  ABE  en  DBC,  als  twee  zijden  met  een'  in- 
gesloten hoek  gelijk  hebbende/  gelijk  en  gelijkvormig  zijn; 
hieruit  volgt  dat  men  heeft  AE~±t  CD,  hetgeen  in  de  eer- 
ste  plaats  moest  bewezen  worden. 

Dit  de  gelijk-  -en  gelijkvormigheid  |d{fr  genoemde  driehoek- 
ken  Volgt  verder!:  hoe\k  jBEAf==  hqek  BCD  en  kook  BA  E 
=  koek  BDC;  trekt  men  ^ds1  uit  B,  door  jlief  snijpunt- F 
der  lijnen  AE  en  CD,  eene  lijn  BF,  dan  zal 'men  op;BF 
als  koorde  cirkelsegmenten  kunnen  beschrijven-,  waarvan 
'iet  eene  met  zijnen  ointcekf  door  C  en  E,  hét  andere  door 
1  en  D  gaal;  oui.de  vierhoeken  BFCE.en  BFAD  kannen 
alzoo  -  cirkels  beschreven  worden ;  hieruit  volgt ,  dat  men  in 
Fig.  74  en  75  heeft       ,  '  .> 

hoek  AEC  =  hoek  FBC  én  hoek  ADC  =  hoek  F£A  ^ 
waaruit  door  optelling  volgt 

hoek  AEC  -f-  hoek  ADC  =  hoek  ABC; 
tefwijl  men  in  Fig.  76  hebben  zal 

W*AEC=190°-A<**FBC  ren  AotAADC—lSO0  — AfrirABF, 
waaruit  door  optelling  insgelijks  volgt 

Cc"5  '  ~ 
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of  ook       (*— y)a=  -  2xy~^y&^V3t+^»H-*«)J  "  '  Wf 
terwijl  uit  (2)  geroHden  woedt  » :  •  ^        - 

'  jt>  ai  *-  i(e?  :*»  •*)&•*»  <  *  ...  *  (4)* 
brengen.  .  wij»  da*  deie  wa*rri*  fttm-xy  i»-(3)*  ertar ;  dim.  *éD* 
krijgen  wij.  v...     >    :-._-/.     ._.;•   —     -  "•■'   -.:  -r-  . 

(*-yja=+  (aa-*a)&c*^^ 

of  aerthridefea^ve  «  j      .      .  w:  —   .-. 

§  +  }Tang.* j/3.  —  £**&*  =ay;  .-     y. 

•tellende  „  ..t>  v .   •  -,;»•.•  -•:  $t\    ,•."■    i«. 

•  .  («  +  iOa  3p.-.e>*p  -***af  ><   . v.  •• 

4*  ^  *)*  =  •*►'■  4"  *af 'i  ■"'•  ■*  '■      ;* 
waaroil  op  de  gewone  wijze  gevonden  wordt 

e*;':     -   y  axi^aflp  +  *ag)/iw.#|/(4iyi+ *V>     ./. 

Uierdoor  de  ayden  AB.  en.  BO  ckss  eViéftoets  bevelwt** 
zijnde,  kan  het  overige  door  de  gawene  regels  der  drie- 
hoeksmeting gebonden  wordemi 

Was  *  s  60°  gegeven,  dari  stto  men!  hebbes  £T«%.si/94sjy 
Ams«:S=  l,^seiy=tl,>'nJ4^'  a  4-  J)  ia  dil 
geval  aoo  daa'  gevonden  wortle» 

x  -J-  y  ac  6    e*    *«  ymiVCW9-  ***}„ 

Was  «=120°  gegerveny  dan  aoó  Men  hébben  jTafeyaV3-ila>*i» 
jat^ss  —  2  ,|»  as.  1  >  f  =aO,  /(  sa  ~~  3  ,  f'  es  fr;  flus 
SDU  d#U  geyendenSwordtea  A 

-     tl  ♦:-*•  y  as  a    ör -*  ±*  y  n*  */(***  —'-3al*Jr  : 

Mc»  bejieeft  d&K  otok>  voor  ftbeffolarikgencfcriRle  ge* 
Tallen  ,  slechts  de !  fignifea  77.  en.TS  te  teekenenf ,  orn  óëttfr 
lijk  in  te  zien,  dat  ttttr  het  .eerste  AB  +  BC  =  DE  of 
x  H-  y  ar  3  en  dat'  voer  Bet  laatste  AB  +  BC  =  AE  of 
x  -+•  y  =a  «  x«l  moeten  «ijn. 

Leidt  men  nit  (1>  si- 

*a  +  ya  ca  §(«'  +  P)  —  *y&«4ii/3 
a*  haai%t  aie»    hierin  yeor   iry  de  'waa>de  fl)  oirer ,  dan 


40t         NIEUWE    WISKUKDI&È 

,a  4.  ^  — r  jf#»  -+.  *•)  +  1(41»  —  *«)  T*ng+)/3ï 
telt  men  hierbff  volgens  (ft)  op 

—  2xyCo».a  ~  «a  *-  b* 
eji :  neemt  men   i»  aanmerking ,  dat  tttt  den  driehoek  ABC 
volgt ,  AC?  =  *9  H*  ƒ•"-—  2xfC*ê>4,  dan  vindt  men» 
AC»  =r  J(3a*  —  **)  +  §(«»  —  **)  T«jt£.«i/3> 
waardoor   de   ba»    des   driehoek*  onmiddellijk  uit'  de  gege- 
vens £an  worde»  Jserekendr  ' 

Voor  #  =60°,  verkrijgt  men  AC  =r  »/(*•*  —  ***)  T 
en  voor  *  =  120°  r  AC  =  b. 

7  CCXVJJ.    V  o  e  *  s  *  b  t. 

Deer  h'  TsxXBtrA  i*e  Mattos  ,  Jfc. 

Wanneer,  in  eemen:  regtkoekigen  driehoek ,  een  cirkel  bc 
eehreven  t# ,  sii  vervolgen»  in  een*  der  scherpe  hoeken  een' 
tweede  cirkel,  die  den  eereten  raakt,  begeert  men  de  mij- 
den dee  driehoeke  te  vinden,  ale  de  wtralen  deter  cirkel» 
gegeven  x$nt 

Ofoblost  door  J.  S.  Sp«ij*h  ,  D.  W,  ificMSE ,  J.  Bassan  , 
J«  A.  Hansen,  J.  Hsemskbbx.  f  Abc.,  G.  Kostje,  H.  Mib- 
Mlbubg,,  F.  C»  Radijs  en  J.  Tbixbira  *b  Mattos,  Jm« 

Oplossing  «au  J.  S.  Sfbijer, 

Laat  ABC  (Fig.  79)  de  regthoekige  driekoek  cijn,  regt- 
hoekJg  in  C ;  M  en  N  de  middelpunten  van  de  Sn  'bet  voor* 
•tel  bedoelde  cirkels ,'  dan  zal  de  lijn  MN ,  die  dese  middel* 
ponten  vereenigt,  gelijk  aan  de  som  der  stralen  sijn  e» 
haar  verlengde  cal,  door  bet  hoekpunt  A  des  driehoek* 
gaande ,  den  hoek  BAC  middendoordeelen. 

Trekken  wg  MD  en  NE  loodrtgt  op  AC,  alsmede  NF 
evenwijdig  met  AC  en  MG  loodrtgt  op  BC ,  en  stellen  wij 
MD  =  a,  NE  =1  6,  hoek  BAC=z2<p,ó*ni*1AXz=a  +  b, 
MF  =  «  —  *,  hoek  MNF  =  hoek  MAC  =  0,  soodat 
men  nit  dep  driehoek  MNF  slechts  beboe/k  te  nemen 

Sin-  MNF  =  %£?, 

MN 

om  onmiddellijk  te  vinden 

Daar  nu  0  bekend  is,  kunnen  de  tijden  des  driehoek» 
mede    gemakkelijk   berekend   worden;   men    beeft  namelijk, 


VOORSTELLEN.  N°,  217. 
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Aavbckbjlxmo.  Indien  men  den  driehoek  uit  de  gegeven» 
wilde  construeren ,  soa  men  slechts ,  met  de  gegevene  stra- 
len, twee  elkander  rakende  cirkelt  beschrijven;  verder  aan 
die  cirkels  raaklijoen  AB  en  AC  trekken ,  die  ieder  op  wch 
selven  de  beide  cirkels  aan  denselfden  kant  raken;  en  ver- 
volgens aan  den  grootsten  cirkel  nog  eene  raaklijn  BC,  lood» 
regt  op  eene  der  as-rstgétrokkene  raaklijnen  AC. 

Dewijl  Q  <  45*  en  dus  &'«.$  <  £|/2  moet  rijn ,  wordt 
tot   de  mogelijkheid  d>er  oplossing  gevorderd ,  dat  men  bebbe 

a  -*•  b 

of  door  achtervolgende  herleiding: 

•  -**  <  |a|/a+  §V2, 

•  r-  JojX»  <  b  H-  \b\/% , 

ep,  o«4*t         -     .     -  ,  .    - 

i  •  <  t*  *  *i/^> 

soodr*  #us  de  grootste  straal  grooter  dan  j(3-(-2|/§)  maal  de 
kleinste  straal  gegeven  wordt ,  is  de  driehoek  njpt  bestaan- 
baar ir|  den  eigenleken  -sin  d&s  voerstels*  Deze/x)Q}e*taan- 
bearbeid,  houdt  echter  ep,  indien  men  de  cirkels  sjoodaUig 
buiten  tien  driehoek  wit  beschrijven ,  als  in  fjg.  80  ie  aan- 
gewezen ;  aldaar  raakt  Je  groetste  cirkel  de  drie  zijden  des 
regthoekigen  driehoeks  t  terwftf  de  kleinste ,  behalve  den 
eersten  cirkel,  ook?  nog'  de  •fcypothennsa  en  neaè  regthodc- 
sijde  raakt. 

\  .  ccxvin:^  V  o  o  n  s  t  e  i» 

Door  Xt  TeÜeira  de  Mattos,  Ja. 
Hetzelfde  §1*   in  het' vorige    vooretel   wordt  gevrewgd , 
indien   de   driekoel*  niet  regt  hoekig  ie,   maar   behmlvê   de 
genoemde    etrmlen  'ook   nog  de   omtrek  dee  driehoeke  ie  ge- 
geven f 

Opgelost  door  3.  Ba  don  Ghijbev,  D.  W.  Hinse,  J«  Ba4- 
san,  J.  A.  Hansen,  J.  Heemskerk,  Abz. ,  G.  £ost4*,  H. 
MiDDELBuno è  F.  C  Radijs,  J.  S.  Speijsr  **>  1«  TsmnA 
Mattos,  Je. 


VÖOUTÉLL  EN.    N*.  £18.  >té 

'  Onossre»  «m  J.  BAicw'GarjBEH. 
Laat  ABC  (f |g»  8tl  <*e  tedoeJ4e,(fl>|eJioek  verbeelden, 
waaria  alles  op  derelfde  Urijee  is  voorgesteld  als  in  Fig.  79, 
alleen  met  dit  vemhil,  4af  te  boek  C  na  niét  m*er  regt 
U,  dcti  hebben  vwj.,  wederom  MD  ss  •  ,  ÜE  ttff  *  •» 
A<w*  BAC  =  2$  stellende ,  ere»  ah  in  de  vorig*  oplossiftg 


en  AD  rs  *C*i.<P* 

Omdat   AH  £=  AO,   B*s  J»Q   en  CD^CG*,  heb- 
ben wtj  uit  de  figatir 

of  AB  .+  AC  —  BC  =  2aüot4\ 

ie  dus  gegeven    AB  +  AC  +  BC  r=  2/>, 

dan   hebben   wij ,   door   de  halve  som  en  het  halve  versefcil 

tier  beide  laatste  vergelijkingen  te  nemen , 

AB  -f-  AC  =  p  -f.  a€fof.0 
en  BC  =  j»  —  a€ot.(py 

a  —  0  ïi/aJ 

AR  +  AQ  S?  /»  +  r^i     •    •    •    *    (X) 

en  #i^  ;??  />  n-      _^     t    .    •    •    14;. 

Tan  den  driehoek  ABC  is  <fas  nn  bekeoJ:  de  basis  BC, 
de  tophoek  BAC  en  de  som  der  opstaande  bijden  AB  en 
AC';  en  hierdoor  is  deszelfs  verdere  berekening ,  te*  vroeger 
opgeloste  voorstellen ,  bij  voorbeeld  tot  het  CXCf  I.  Voofe- 
stsl  ,  teruggebragt. 

Verla|g|  men  ook  de  qpfct|anile  rijden  in  de  ^egqprens  uit 
te  drukken ,  dan  neme  men  de  vergelijking 

J  AB  X  AC  x  Afcty  =r  pa, 
waerraa  elk  lid  den  inhoud  de*  driehoek*  op  een*  verscjgl- 
lende  wqae  atldtnkt,  en  trekke  ait  desetve 

rf,  omdat  &#»&  ^  7^-J  **#  tom+zss  |*^,  «tor 
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d«M  «rMrden  yoof  <&'*.$  «n  Co$4>  te  ^obatttqnvn , 

AR  v  AC  —  P<«  ■+•  *)*  .  ,,, 

AB  X  AC  -   — -_-  ....    (3). 

Door  na  het  vierkant  der  vergelijking  (1)  te  verminderen 
met  het  viervoud  der  vergelijking  (3) ,  en  uit  het  verschil 
den  vierkaatswortel  te  nemen ,  komt  er 

AB  -  AC  _  V\P*  -  {a-6)Vab  +  ^Z.^1-  •  W» 
zoodat  men  uit  verbinding  van  (I)  met  (4)  vindt : 

ar— «^#*/a*J-x,/(0._£ï[?a+'1> .  *•*'  1     rs\ 
k*—*F*"^ +**V  ■    ia-*)^«*  +(7^vi  •  *  (5) 

en    AC=Ï»+  ^-iV^/»  -  ^ty/^+^p  ƒ ' '  W' 

Door  de  formulen  (2),  (5)  en  .(6)  zijn  alsoo  de  zijden 
des  driehoek»  in  de  gegevens  uitgedrukt. 

Aamhbbkimo.    Indien   men    den  driehoek  uit  de  gegeven* 
wil   construeren!  ,  beschrijve   men.  eerst,   met  de   gegevene 
stralen,  twee  elkander,  jrakende    cirkels;    aan   deze   cirkels 
trekke    men.  twee  raaklijnen  AB  en  AC ,  die  elk  in  het  bij- 
zonder   de   cirkels   aan    denzelfden  kant  raken. '  Neemt  men 
dan   op   eene   dezer,  raaklijnen,   bij   voorbeeld  op  AH,  van 
H    af,    een   stuk  .111.   dat»  gelijk   is    aan    de  helft  van  den 
gegeven   omtrek ,    dan   zal    AI  =r  p  «+■  aCotup   de  som  der 
*  «ijdeh   om    den  hoek  BAC  zijn ,  en  men  kan  dos  verder  de 
r  constructie  volgen ,    die  in  de  Aanmsbkiho  op  het  CXC1I. 
,TooB8TKL  is  aangewezen. 

De  uitdrukking ,  die  in  de  gevondene  formulen  onder  het 
wortelteei^en  staat ,  kan,  door  dezelve  in  factoren  te  ontbin- 
den, herleid  worden  tot  den  vorm 

fr  -  («  -  'b)Vat>ot)(P  "  (a  -  V«*<a); 
daar  na   e   de  grootste   der   gegevene   stralen  voorstelt,  is 

klaarblijkelijk  7 _aa  grooter  dan — — J» ;   i* 

(a  —  6)\/a6      °  («  —  6)y/o6 

2a 
derhalve  p  >  z — —  .>      »-«* ,  dan   syn   de   beide  boven- 

staande  factoren   positief,  is  p  <        ^  m,^8,  dan  zijn 
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beide  negatief,    in   beide  gevallen  ia  Jiuri  prodact  ^positief j 

2a  2a 

maar  ia  p  tusschen  de  grenzen  . ,.    .  _aa  en  , <%    ,   ,6* 

r  °  (a—b)\/ab  (o — ^)v/a* 

gegeten,  dan  is  de  eerste  factor  negatief)  de  tweede  posi- 
tief en  dus  bon  product  negatief;  de  bestaanbaarheid  der 
wortelgrootheid  vordert  dus,  dat  p  niet  tusschen  de  ge- 
noemde grenzen  gegeven  zij.  f'  '•' 
Zal  bet  voorstel  voor  eene    oplossing   in  den  eigenlijken 

2at/a£ 
zin  vatbaar  zijn ,  dan  moet  BC  positief  en  dus  p  >  — =-— - 

2a  '.' 

zijn ;  is  nu   ö  >  - a%  gegeven ,   dan  zal  van  zelve 

(o—  bjyab  ■   /• 

.     2at/ab  ^         2rt  ' 

p  >  — *:— r-    wezen:   maar  is  p  <  ; 7T"T"i»   >  dan  ,a* 

^  ^     a — b  [a — b)y/ab 

ook  van   zelve  p  <  — *— r-  zijn*    Voor  eene  eigenlijke  op- 

a— b 

lossing  der  vraag ,  wordt  dus  gevorderd ;  dat  p  boven  de 
grootste  der  genoemde  grenzen  gegeven  zij;  is  p  beneden  de 
kleinste  der  genoemde  grenzen  gegeven  ,  dan  wordt  slechts 
BC  negatief,  en  is  de  vraag  voor  eene  oneigenlijke  oplossing, 
vatbaar ,  door  cirkels  in  aanmerking  te  nemen ,  die  de  zij- 
den des  *  driehoeks  niet  alle  inwendig  raken \  maar  werd  p 
tusschen  die  grenzen  gegeven ,  dan  zon  de  oplossing  ook  in 
den  uitge8trektsten  sin  onmogelijk  zijn. 

-         •   CCXiX.     Voorste  i. 

Door  J.  Bassan, 

Dê  integraal  van  Tang^  tê  «***' 

Ofob&ost   dóór  D.   W.  Hinse,  J.  Bassan,  F.  C.  Radijs  , 
W.  Smaaskn  on  J.  S.  Speïjer. 

Oflossino  van  D.  W.  Hihss. 

Omdat  men  in  bet  algemeen  heeft 

1  1  .  i 

^/(l  —  Co*4)  =  (\/2)SS«4$  -■"..:..         I 
en"  •.  ■..     .(-*.      #=:2*|0,     r.    .     „_...    ,,.,, 

zoo*  is 

I.  D«si.  Dd 
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en  Wjgevo%' 

-  Na  is  (volgens  J.  B.  Schmidt,  Diy,  mi  /**•  Rek.  §  251 , 
!•  druk) 

:  '  As^q?  =  *4> +  ****»"•» 

" .  _. ,  =  SeclQ  4-  Nep.  Log*  Tang.\Q , 

en  das  wordt,  door  substitutie  dezer  waarde, 

CCXX.    Voobstbi» 
Door  J.  BjkSSAVé 
De  integraal  te  vinden  ban 

WSi#4—Coe4)\/(\--Sin4--Coê4--Sin2<P). 
Opgelost    door  F.  C.   Radijs,   J.  Bassav,  D.  W*  Hixsjb 
in  J.  S.  Sfkijihu 
,    f  Oplossing  van  F.  C.  Radijs.  , 

Stellen  wij 

1  —  &n4  —  Co»4  —  *    .    •    .    •    (1), 
dau.  wordt  Sin4  +  Co«^  =  1  —  x    •    •    (2J*F 

door  na  (1)  Ie  differentiëren,  vinden  wij 

.  ,20(&-n.0  —  C«t^)  =5  lx  .    .    •    •    (3), 
ea  door  (2)  in  het  vierkant  te.  brengen 

&n.*<p  -J-  Coê.*Q  +  2Siu4  Cê*4  =  1  —  2*  +  ** 
of,  omdat  &».»$  4-  Cot.a$  =  l  en  2Smw£  Cot.$  —  Sik±pÏBt 

•''  .ft'*2$  5=  .#•  *1p,    •    .   ,    (4). 
Door  substitutie  der  waarden  ,(1),  (3)  en\  (4),  ggat  jde  pp» 
gegevene    uitdrukking   Wer  ah,  *x|/(3*  —  *a),   zoodat  wij, 
de  te  vindene  integraal  y  noemende,  bebbea. 

9  =  J^*l/(3x  — **). 
Na   is   (J^ie-  I.  R-  SoswidtV  Diff%  en  I*ir  Jfc*v$209, 
P  drak)  in  het  algemeen, 

J1xy/$rx— x*)=:-l(r—x)']/(2rx— *•)— §r*JBoof&#ii.— ; 

wij   behoeven   das  hierin  slechts  2r  =  3  of>  r  ."TT-I*  te  ne- 
men, om  dadelijk  te  tinden  ~~~fcvT 
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'•  jh±r  —  J(3— 2*)  i/(|*~*«)>--t  Boog  Sin.  (1— f*)  +  C ; 
of,  zoo  wij  wederom  *  =  1  —-  &'*.<£  —  Ces  «^substitueren, 
^  ±z  —  |(1  +2JSi ft^+2Co#;<^>  l/(l— Sin.<p—Co§4Sin2<p) 
—  fftooff  &'*£  (1  +  2Sin.<p  +  2Co$.(p)  +  C. 
Aanmerki*&  inV  <fe  oploeeing  van  J.  S.  Spbijer.  Wil 
men  Üe:  integraal  voor  0  zz:  0,  of  x  =  0  laten  verdwijnen, 
dan  zal  men  C'^z  £  Boog  Sin.1  r=  /55r  moeten  nemen; 
alkdan  wordt' 

jr'Ss  —  5(3— -lx)  1/(3*  -  *2)  +  f  (§*  -  -Boog  &».(l-§*)) 
zoodat  men,  omdat  in  het  algemeen  ' 

f t  —  Jftdf  &».  ^  =  Jtag»  Sin.  |/(1  —  ju a) 

is,  na  behoorlijke  herleiding  ook  nog  vindt 

y;t2  —  $(3-2*)  i/(3*-*a)  +  §  Ifaog  &'*.  Sl/(3*-*9); 
of,  voor  x  bare  waarde  stellende, 

ï±±  —  l(l+Sin.2<j>+CoÊ.24>)  \/{\^Sin4^Coo4^Sin34) 

+  %  Boog  Sin.  \\/(l—Sin4—CoÊ.Q—Sina$)$ 
waarbij'  men  nu  'weder  eene  nieuwe  standvastige  kan  voegen* 

CCXXt.     Voohstbl. 

.    .  Door  S.  Dik,  Cornsz. 

Zéker  getal  van  twee  tijfere   i$   het  product  van  twee 

ongelijke  factoren ;   de  oom  van   de    beide  cjjfere  ie  gelijk 

non  den  grootefon,  factor  on  teveno  een  volkomen  vierkant; 

-ter**jl  het  bedoelde  getal  juiet  do  pronik  van  den  kleineten 

fketur  ie.    Welk  getal  i$  dit  f 

.  OroteLDST  'door  l.  S»  Spbijer,  G.  Kosvbb,  J«  A.  Hansbx, 
A.  fi.  Era  vb,  S.  Dik,  Cqhnbc.,  D.  W.  Hinse,  P.  Krox, 
H.  Middelburg  y  F*  C.  Radijs  ,  J.  Heemskerk  ,  Abz.  ,  J. 
Sjoxnis  #ii  J.  Tei3Uhra,  db  Mattos,  Ja, 


V.vo" 


.1.  . 


!#'*  >'&*Lbtsiif  »  veUi  J.  8.  Süijbb. 


**4flflaf  •dén^klèlnstert  factor  gelijk  x  gesteld  worden,  dan.  ü 
•HA*  getal  volgens  ÏU*  laatste  voorwaarde  gelijk  *a  -f.  *,  en 

dus  de  grootste  factor  gelijk  *  -f-  1. 
Men    stelle   verder    voer  de  cijfers  van  het  bedoelde  getal 

y  en  s,  dan  heeft  men  de -vergelijkingen 

'*"    l  •  töy  H-  jé'  =s  *a  ;4-  *'  '  en  -  y'  +  *"±s  *  4-  I ; 
deze4 beide  van  elkander  aftrekkende,  verkrijgt  men 

ofwel  9y  25  (*  +  1)  (* —  1), 

Ddfc 
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in   welke   vergelijking   *   en  ygeheele  «etelfea,  Jtkiuer  dtii 

10,  modten  zijn.     —  ■  • 

Omdat  *u  jr  +  l'  «n\*  —  1  niet  *****  door  3  deelbaar 
kannen  zgn,  zoo  volgt  hieruit,  dat* 

zal:. moeien;  veezen.     Men  heeft  Uus  *  ;=  8  en  y  =  7 ;  en 
)iet  gevraagde  getal  is  alzop  x*  .+  *  =  72. 

Aanmerking.      Uit    deze    oplossing  blijkt,    dat   de    voor- 
waarde ;    dat    de    grootste   factor  een    vierkant  moet  zijn , 

overtollig  is.  ■  ^ 

IJ.-  0?i.o3siack  t>««  G.  Koster. 
Daar  bet  gevraagde  getal  een  pronik  is  en  uit  twee  cijfers 
bestaat*  kan   bet  geen  ander  zijn  dan  U,  20,  30,  42?.56, 
7*2    of  90.      Daar   de  som  der  cqfers  een  volkomen  vierkant 
moet  «ijn,  kunnen,  van  de  genoemde  gelallen,  alleen  7?  of 
90   in    aanmerfring  komen.    Zoo  men  nu  elk  dezer  getallen, 
.door    den    kleinsten  factor,  dat  is  door.  deszelfs  pronikwortel 
8  of  9,    deelt,    komt    er  9  of  10  voor  den  grootsten  factor. 
En    dalr   eindelijk   deze    grootste   factor  een  volkomen  vier- 
kant en    tevens   gelijk    aan'  de   som    der    cijfers  van  het  ge- 
vraagde getal   moet  zijn,    ziet  men  hieruit  duidelijk,  dat  72 

het  bedoelde,  getal  is. 

Aanmerking,     Uit   deze    oplossing   büjkt,    dat   de   voor- 
vraarden ,    dat   de  grootste  factor  een  vierkant  en  tevens  ge- 
lijk  aan  'de    som    der   cijfers    zijn   moet,   niet   beide  noodig 
■zijn,   om   het   gevraagde    getal   te   bepalen,  en  dat  dns  een 
*van  beide  konde  gemist  worden. 

CCXXII.    V  o  o'  k  s  i  e  x,.- 
Door  S.  Dik  ,  Cornsz. 
Wanneer  men  het)  getal  10  door  hei  enkele  teeken  j  *o*r- 
eteli,    wordt   een    steker  jaartal,    in    twee  ondereeheidene 
talêieheU,    wier  grondêallen  4    venckillen ,   aldue  uitge- 
drukt: 

1064    en    712. 

Welk  jaartal  wordt  hier  Bedoeld  t 

OpGKLQfiT  door-  8*  Dik,  Cornsz.,  A.  B.  Brave,  J.  A. 
Uansen,  J.  Heevskeric,  Abz.,  D.  W,  Hinse,  G.  Kosjtee, 
P.  Krom,  H.  MiDDELRüRa ,  F.  45.  Kadijs,  J.  Sjobnis,  J. 
S.  Speijbr  en  h  TeixpiRa  jus  Wawo^>  Je. 


.-« */ 
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:Orao0tfft<p*a*  &üir,  Coxhsz*  ~  :■■=  .. 
Daar  bet  getal  in  liet  -eer»»  talstelsel  met  meer  eijfiaeft;  ge- 
schreven wordt  -  dan  .  in  hef  tweede-,  :iffoet  liet  granrital  rvaur 
het  eerste  stelsel  kleiner  dan  dat;  van  bet  tweede  zqiu  . : Stel* 
lende,  das  het.  grond  tal  van  het  eerste  stelsel  door  f  voor, 
dan  zal  dat  van  het  tweede  x  -f-  4  zijn.  Het  bedoelde 
jaartal,  uit.  bet  eerste  talstelsel  in  het  tientalligp .  ovefege* 
bragt,  zal  dan  zijn  :  .       _  ,.  {.  .       ; 

x3  +  6x  +  10  .  '•    .    .    •    .  --    .  "(A)  j 
en    dit    jaartal  >üit  Jiet  tweede   talstelsel  in  'het  tientalHge 

overbrengende  ,  konit.  er 

7(x  .+  4)*-+  £x  -h  4)  +  2   .    ...  (6> 
"Wij  hebben  dns  de  vergelijking         > 
x*  +  6x  +  10  =  7(x  +  4)*  +  (x  +  4)  +  2, 
die  na  herleiding  overgaat  in 

*3  _  7^  -~  51x  —  108  =  <L  .'■ 
en  waarvan  alleen  x  =.  12  een  bestaanbare  wortel  is.  Het 
bedoelde  jaartal  wordt  dus  door  106j  in  het  twaalftal  lig  en 
door  712  in  het  zestien  tal  lig  stelsel  uitgedrukt ;  terwijl  men  ,' 
door  x  =  12  in  eene  der  vormen  (A)..of  (B)  te  substitue- 
ren,  voor  dat  jaartal,  in  het  tientallig  stelsel  uitgedrukt  \ 
1810  vindt. 

CCXXI1I.  Voorstel. 
Door  S.  Dik,  Cornsz. 
l  Van  twee  gelijke  en  gelijkvormige  ellipeen,  wentelt  df 
eene  om  d&  groote ,  de  andere  om  de  kleine  om  ;  in  elk  der 
Merdoor  ontstaandp  ellipeoiden  wordt  een  groots tmogelyke 
cilinder  beschreven^  Wat  ie  nu  het  .verêchil  van  de  inhou- 
den  dezer  cilinder e  ? 

Opgelost    door   S.   Dik,    Cornsz.,   D.  W.  fch* se  ,  J.  A. 
Havsen,  F.  C.  Badijs,  J.  S.  Speijer  en  J.  Sjoems.   r 

Oplossing  van  S.  Dik,  Cornsz. 
Laat  E  F  (Fig.  82)  een  cilinder  voorstellen  ,  beschreven 
in  de  ellipsoide ,  die  ontstaan  is  door  de  omwenteling  der 
ellips  ADfiC  om  hare  groote  as  AB,  en  zij  ET  (Fi^7  83) 
een  cilinder  in  de  ellipsoide  beschreven ,  die  door  de  om- 
wenteling derzelfde  ellips  om  hare  kleine  as  CD  is  voortge- 
bragt ,  dan  hebben  wij  ,  de  inhouden  dezer  cilinders  1  en  1' 
noemende, 

Dd3 


j 
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I  s=  EG»sr  X  3.G0    en    ifr ca £'£faa  X  fcG'O. 
Latl   na  gegeven   zijn  AB  5=  ïa  r   Cf)  stJ^  fln  Me^a 
wij  OG  =r  *,  OG'  =  jf',  dan  js,.  volgen*  de  bekende  mi£- 
delpnntsvergelijking  der  ellips  j    •    * 

EG'  s  ^(«*  -  **)    en    £'G'«  =ir  J[V  ~  *'V>  " ' 
zoodat  wij  door  substitutie  dezer  Waarden  hebben; 

1  =  ïrc-"*  - -V  eo  l'  =;  ^*v  -  *"> 

Zollen  na  I  en  1'  de  inhodden.  der  grootstmogei^ke .  cilin- 
ders voorstellen ,  dan  moeten  x  eni*  sóqdanig  bepaald 
worden,  dat  de  functie^  •*«-«—  jr* -en  6*x'  —  x'*  maximar 
zijn;  stellen  wij  daartoe 

*  — :  a*x  —  **f 
dan  verkregen  wij ,  door  te  differentiëren , 

^=«*-3,*    en     -  -  -  6*, 

Z% 

en  abna  3-  =  0  stellende,  vinden  wij  daaruit  ^  —  ^{«i/3j 

daar  j?  =  +  f  af/3  >  aan  ^— -  eene  negatieve  en  aan  *  eene 
positieve  waarde  geeft,  wijst  zij  voor  %  een  maxinram  aan'; 
voor  x  =  —  £<»l/3  >  zou  —  positief,  en  das  s  een  mini- 
mam worden ,  maar  dan  zoo  ook  s  zelve  negatief  zijn.  Wij 
nebben  dus  voor  het  verlangde  maximum  x  3=  f  a|/3.  De 
fanctie  J2*'  —  x's  zal  blijkbaar  even  zoo  een  maximam 
zijn ,  indien  x'  zrz  |ij/3  wordt  genomen ;  door  das ,  in  de 
bovenstaande  formalen  voor  I  en  1',  te  substitueren  x  =s  f  a|/3 
en  x'  =  1^1/3 ,  verkrijgen  wij  ,  voor  de'  inhouden  der  be- 
doelde grooUlmogelijke' cilinders , 

I  =  %*ab*fö    en    I'-  3m*J|/3, 
zoodat  het  gevraagde  verschil  is  ..-••-' 

F  —  I  =  %*ah'a  —  b)y/Z. 

AaKmebkinoen.  1°.  De  inhouden  der  ellipsoïden  zei  veer  f 
worden  zoo  als  bekend  is  uitgedrukt  door  de  formalen.'    •'  •*■ 

E  =  \*ab*    en    E'  =  f*a9*; 
derhalve  is  .    ^ 

E:I  =  E':l'  =  E#-E:r  — I  =  3:f/3=x  |/l:l. 
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2°.  Indien  de  cilinders  EF  éV  Ë^F',  in 'plaats  van  de 
grootstinogelijke  in  de  ellipsoïden  te  zijn ,  ontstkan  wairen 
'door  de  omwenteling  van  den  grootstmogêlijketr  regftofek, 
die  in  de  ellips  beschreven  kan  worden ,  vod:  «tan  hebben 
(Zie  Nieuwe  Wie-  en  Natuurk  Vork.  des  Genootschap» ,  'M, 
87.  §  10.) 

OG  =  E'G'  ==  f  «j/2    en    EG  =  OG'  =  §*i/2; 
zoodat   dan,   de  inbonden  dezer  cilinders  door  i  en  t*  voor- 
stellende, 

zon  wezen.    Hieruit  volgt  dan  Verder 

I  :  f  =  F  :  f  =  8(/3  :  V2  =  |/I9fc  :   J/H62,1  .     * 
waarait   blijkt,    dat   de  cilinders,  door  de  omwenteling  van 
den   grootstmogelijken   in    dé  ellips  beschreven  regthdek' ont- 
staan,   merkelijk    kleiner  zijn,  dan  de  grootstmógelijke  cilin- 
ders, die  men  in  de  ellipsoïden  beschreven  kam       *        "4 

ccxxiv.     y  O  O  B.  S  T)  B  2,. 
Door  J.  Tbixbiba  ds  Mattos,  Jm.  «. 

Jlfssi  begeert  een  getal  te  vinden,  noodanig,  dat  ée  oom 
van  do  tweede-  en  derdemagtêtoorteh  uit  dat  getal-  een 
promk'xij,  waarvan  de"pton%kwartei-\  minder  is  dan  het 
vérêchü  der- genoemde  tweed*-  en  derdemagteworteh  t     ri ' 

OrG-BioftT  door  D.  W.  Hivsb,  A«  Bi  Bbavs,  J.  A.  Han- 
sbn  ,  G.  Kosteb  ,  P.  Kb  on  ,  H.  Middklbubo  ,  F*  CL  Ra- 
dijs, J.  Sjobnis,  J.  S.  Sfbi;eb  ei*  h  Tbixbiba  db  Mat-* 
tos,  Jm.  tr 

•   Oplossing-  van  D.  W.  Hissb. 

Stellen  wij  voor  het  gevraagde  getal     .    .    ••■..:.    :.    »4f 

dan  is  de,  tweedemagtswortel   .   • <    *    ;•-  •    #•, 

_  _  de  derdemagts wortel :  >  .'    x* 

en  de  genoemde  pronikworlel »,   •  '  *    *    '•      Jf*  ■"•?  xz  —  1  ; 
wij  hebben  dos  de,  vergelijking 

of     *»+.**  =  jrtf— 2jp*-Ht4— 2sd+2*a+l-Hr»— ****■!,' 

dei  is,  jptf—2jr*+*4— 2#»  :s  0; 

en ,  zoo  wij  het  voorste  lid  ih  factoren  ontbinden  ,  t 

4p3(x*  +  1)  (x  —  2)  =r  ft 
•    Door  eiken  dezer  factoren  gehjk  nol  te  stellen/  vindt  «en 
achtervolgen* 

Dd  4 
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:;**=»  O,**  =  ~*l  'en    *tf  =  64* 
."Wil  men.  dns  ,  dat  de  genoemde  wortels  bestaanbare  poaitievp 
.getallen  zijn,  dan  is  .het  gevraagde  getal  64;  terwijl,  zoo  men 
de  onbestaanbare    of  negatieve  getallen  niet  uitsluit,  ook  0 
.en  —  1  aan  de  gestelde  voorwaarden  voldoen. 

CCXXV.     Voohstbl. 

Door  J.  Teixeira  db  Mattos  ,  Ja* 

Zoek  oen  getal  van  twee  cfjfere,  zoodanig,  dat  de  derde 
magt  van  de  oom  der  cyfere  gelpk  ie  aan  de  tweede  magt 
van  het  verechil  hunner  vierkanten;  .terwijl  het  product 
der  cjjfere  gelpk  ie  aan  hunne  dubbele  e  om  f 

Opgejlost  door  A.  B.  Brave,  D.  W.  Hinss,  J.  S.  Spsi- 
jbb,  J.  P.  A.  Franco  ia,,  J.  A.  Hansen,  A.  Hulscheb,  G. 
Koste*  ,     P.    Krom,   H.   Middelburg,    F.   C.   Radijs,    J. 

HXEMBKSRK>  AbZ.  ,    J.   SjOSN.IS  OU  J.  TEIXEIRA  DE  M  ATT  O  5,  Jfi. 

Oplossing  van  A.  B.  .Brave. 
Ah  men  het   cijfer  der  tientallen  dopr  x  en  dat  der  een- 
heden door  ^   voorstelt,    geeft  de  opgave  aanleiding  tot  de 
•  vergelijkingen 

(*  +  y)>  =  (x>  -  y*¥ (IJ 

en  .    sy  ss  %{x  •+■  y)     .......   (2). 

De  vergelijking  (1)  is  door  (x  -+•  y)«  deelbaar,  en  wordt 
•daardoor 

*  4-y  =  (*  -  y)a, 
waaruit  in  verband  met  (2)  volgt 

xy  s=  2(*  —  y)* (3); 

zoo  men  nu  de  vergelijking  (2)  in  het  vierkant  brengt,  en 
daarvan  vervolgens  het  dabjbel.  der  vergelijking  (3)  aftrekt, 
komt  er 

(*y)a  —  2*y  =  h(x  +  y)a  —  4(*  —  y)a 
of  j?aya  —  2jry  —  16/ty, 

dat  is,  x2y2  r=  18oryr 

waaruit  volgt    .  -  xy  r=  18; 

deze  waarde  voor  *y  in  (2)  en  (3)  overbrengende,  vindt 
men  x  rf-  y  =  9 

en  x-  —  y  ss  ±  3  j 

en  zoo  men  nn.  ten  laatste  de  halve  som  en  het  halve  ver* 
schil  dezer  vergelijkingen  neemt ,  komt  er 


»i 
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-v,  x  =  4of3    en    y  =  3'of(J, 

weshalve  hei  begeerde  getal  pijn  moet  36  of  63. 

CCXXVI.    V  o  o  r  s  t  e  r. 

•  —  * « 

Door  A.  HuLSCHER. 

Drie  getallen  te  vinden ,  zoodanig :  dat  het  eerete  gelijk 
iê  aan  den.  vierkantewortel  uit  de  torn* der  Beide  overige  f 
dat  het  tweede  gelijk  ie  aan  den  vierkantewortel  uit  de 
éuUele  eom  der  beide  overige;  en  dat  het  derde  gelijk  ie 
aan  den  vierkantewortel  uit  de  eom  van  de  vierkanten  der 
Beide  overige  f 

.  Opgelost,  door  D.  W.  Hivss,  J.  S.  Sfbtjsjl,  A.,$«  Bea- 
ts, J.  A.  Hansen  ,  G.  Koster  ,  H.  Mid&rlbprg  ,v  F.  C. 
Radijs,  J.  Tbixeira  j>b  Mattos,  Jr,,  A.  Htri^oHKR*  J. 
Bassan,  }.  P*  A.  Franco  ia,  J.  Heemskerk,.  .  4?*a<49  J. 
Sjobnis. 

.Oplossivo  van  D.  W,  Hinsb. 

Stelt  men  voor  de  gevraagde  getallen  ara  •*-  y* ,  %xy  en 
*•  •+•  T2  t  dan  is'aari  de  derde  voorwaarde  voldaan. 

Volgens  de  beide  eerste  voorwaarden,  moet  men  dan. nog 
.hebben    .  «J  -  y2  =  *  +  y 

en  2xy  =  2*. ' 

Zoo  men  de  tweede  vergelijking  in  de  gedaante  2«(t»— -l)saO 
stluijft,  «iet  men  terstond ,  dat  of  x  =  0  >  of  «  s=  1  moét 
wezen.  ».! 

Neemt  men  om  aati  de  tweede  vergelijking  Ie  voldoen 
's  sar  0 ,  en  sabstitneert  men  deze  waarde  voor  *  in  de 
eerste  vergelijking,  dan  komt  er 

.         f  +y  =  0    of    y(y  +  1)=0, 
waaraan  voldoet  y  =r0   en    y  ±z  —  1.    Neemt  men  na, 
nevens  x  m  0,  ook  y  rr:  0,  dan  mjn  de  drie  begeerde  v  ge- 
tallen alle  nnl.    Neemt  men  echter,  nevens  #=0,ys'-*l, 
dan  sijn  de  begeerde  getallen  —  1 ,  0  en  -+-  1. 

Neemt  men,  om  aan  de  tweede  vergelijking  te  voldoen, 
y  =  1,  en  sabstitneert  men  dese  waarde  voor  y  in  de 
eerste  vergelijking,  dan  komt  er 

**  —  x  _  2  =  0  of  (x  +  1)  (jt  —  2)  =fc  0, 
waaraan  voldoet  x  =s  —  1   en   j*  =  2.    Neemt  men  na, 
nevens  y  =  1 ,  #  =:  —  1 ,  dan  worden  de  begeerde  ge- 
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tallen  0,  —  2  en  +  2,    Neemt  men. echter*  nevens  y  =r  Ir 
*  =  2,  dan  vindt  men,  voor  de  getallen  3,  4  en  & 

De  gevraagde  getallen  zijn  dos :        1°.      0,      0    en       0; 

2°.  —1,      0    en  +1; 

3°.      0,  —2,  en  -+-2; 

♦  of   4°.      3,      4,  en      5; 

Van   welke  4vïei    anhvoorden ,   zoo  'men  wezenlijke  getallen 

verlangt,  aHeen  net  laatste  in  aanmerking  komt. 

CCXXVH.    V  o  o  r  s  t'Vi/  '  '  N 

'   *  Door  A*  Hulscheb. 

Hoe  vindt  men ,  door  middel  van  een  enkel  gewigt  P9  sn 
ééne  in  gekëegname  onéerdeelen  verdeelde  lengtemaat,  het 
'gewigt'  vaneen*  êtaaf  $*er,  welke  ondereteld  worde  overal 
van  gelijke  dikte  en  digtheid  te  ztfn  t  • 
1  tfeoxLbsT<  door  A*  HttlscbTk»  ,  J.  P.  K.  Fiancois,  J.'  A. 
Hanssn,  F.  C.  Badijs,  J.  Sjobnis  en  J.  S.  Sfeijer. 

OplóssJno  tw»  A.  JiuiMwun 
>  Men  hang*  het  gewigt  P  aan  het  eebe  «ateinde  der  staaf  , 
en  zoeke  in  welk  pont  men  de  staaf  zal '.moeten  öndeysfeo- 
mn,  opdat  «9  zich,  mei  het  gewigt.  Pop  genoemde  Wijze 
belast ,  in  evenwigt  bevinde.  Daarna  mele  mèn ,  inet  de 
aanwezige  lengtemaat ,  de  afstanden,  waarop  het  gevondene 
steunpunt  zich  van  de  uiteinden  der  staaf  bevindt;  dan  kan 
het  <  gewigt  der  staaf  op  .de  Tuigende  wijze  gevonden/worden» 

Laat  Z  het  zwaartepunt  zijn  der  staaf  AB ,  (Fig.  84),  nüe 
in  A  met  het  gewigt  P  is  belast,  en  in  S  ondersteand  tqar 
4e,  zich  in  evenwigt  bevindt;  indien  dan  gemeteiCzga  de 
aistanden  AS  =  m  en  BS  =  «,  is  AB  rr:  •»  -Jr  ir  ei*, 
wegens  de  gelijkmatige  dikte  en  digtheid  der^sta&f,  AZ  = 
&«+«)•,  waaruit  rvolgt  SZ  C3,A3^-AS  =  f («*+-*>-«  .m= 
§(*  —  s*).  Stelten  wij  verder  fcet .  gewigt  der  staaf  door 
X  voor,  dan  volgt  uit  het  evenwigt r  dat  de.  moragnten, '*•» 
X  en  P  ten  opzigte  van  hef  punt  S,  even  gifpot  moeten 
zijn;  en  dat  wij  alzoo  hebben  de.  vergelijking 

AS  X  P  =  SZ  X  X  t  ~  x 

of  m  P  =  i(n  -*  m)X, 

waaruit  terstond  gevonden  wordt    . 

si  •■•  sa  ... 
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f  .•    ;  CCXXVJIl    F  o  o  'jiaR»-.»  U 
/)oor  W*  Siiaasen» 
Welke  kromwie  lijnen  hebben  do  eigenethap,  dat,  voor  een 
willekeurig  punt    van  dttélvo,  fa  fapmMe+irmaievon  £ra*€ 
»t  aio  do  normaal  f 

Opgelost   door    Wv  Skaasjn,  D.  WVHinsb,  J.  S.  Sfm- 
jse  #11  F.  Cs  &u>ij*    .... 

Oflqssïkg  04*  W.  Smaas*n« 
Indien  y  =  F(*)  de  vergelijking  eener  kromme  lijn  is,  en 

wij  ^  :=  »,  ~  zz:  ^  stellen ,  wordt  voor  een  willekeurig 
pont  dier  kromme  j,  da  lengte  derf-nermaal  door  jry'fl  +  »a) 
eti  dié  der  kromtestraal  dóór  —  V^+p^  of  +  V^f1^8)* 

•   f"«        .-     *.    ■  *        f 

uitgedrukt,  «aar  gelang  wg  f; willen,  t  onderstellen,..:  dat  d$ 
kromtestralen  met  de  normajfcn  aandwelfd*,*^  ie*,  kroft*» 
bm  en  dos  op  elkander  vallen,  of. dat de  kromtestralen! en 
normalen  ter  wederzijde  van  de  kromme  en  dos  in  e&an- 
ders  verlengde  liggen* 

In  de  eerste   onderstelling,  zullen  wij  volgens  de  opgave 
moeten  hebben-  ;  l\ 

of,'  met  f  vermenigvuldigende  en  door  f/0  +/**)  deelende, 

ff  ss^-(l  +  />')    .    .    .    •   .    (1); 

daar  p*  —  (w^f  *•*  vinden  wij  door  differentiatie 

waaruit  volgt 

dese  waarde  voor  f  in  (1)  overbrengende ,  komt  er 

Dese   vergelijking  kan  onmiddellijk  geïntegreerd  worden ; 
die  integraal  is 
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of  y  =, 


Xoff.yrrs  Xtfju»  —  log;  vTI'M-  »*) 

nonderen  wij  faternit  p  af/  dan  vtadeiT'  wij  . .  *    • ' 

|/fca  -ya).    -        • 

f  •  *  4^  *  ^ 

derhalve  ia  £  =  •(-  ~  f')    '     :: 

0*  y 

zoodat  wij,  door  nogmaals  te  integreren,  verkrijgen 

x  =  c'  -f-  v'C**  —  **)> 
of  ook  «      (x  —  V)a  -f-  ya  =  ca (3), 

Deze  vergelijking  behoort  tot  eenen  cirkel ,  waarvan  e  de 
straal  ia-,  en  welks  middelpunt  op  de  as  der  Mr. -en  op  den 
«fitand  e'  Tan  den  oorsprong  der  coördinaten .  ligt* 

in  de  tweede  onderstelling/  moeten  wij  volgens  de  op- 
gave hebben 

Cr 

of  Vq  =  (1  +  p') {V), 

waaruit  men ,  even  als  boven ,  afleiden  kan 

y.  1  +  pa  •''••••    l    )% 

.als  na  is  de  integraal  dezer  vergelijking 

Log.y  ==  £og>.c  +  Log.\/(l  +  p*) 
of  y  =  oi/(l  +  />»)  , 

waaroit  gevonden  wordt 

/,_         -         , 

hier  is  das  **  =  £Öl=Lf!> 

ex  o 

of  jrx=__f?L.,     ' 

v\r  —  **) 

waarvan  de  integraal  ia 


,  =  c  Log.  *  +  vfr  -■£!) 

o 


of  x-e'  =  c£^.y^^fl-0'j    .'.    .    (3'). 
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.Dez*  y*rgelijking  behoort  tot  eene  kettinglijn ,  09  welke 
o  de  kromtestraal  van  «e»  top  ia,  en  die  tea  opzigte  vanr 
de  coördinaten  assen  zoodanig  i*  geplaatst,  als  in  Fig.  85  i& 
voorgesteld;  OX  en  OY  zijn  aldaar  de  coördinaten-assen, 
MA  =  c'' 'to'  MB  =£  c  zijn  de  coördinaten  van  den  top  M, 
terwijl  de  verticale  as  MD  der  kettinglijn  evenwijdig  met  OY' 
loopt.  Verplaatsen  wij  dan  ook  den  oorsprong  naar  het  punt 
M ,  de  coördinaten-assen  evenwijdig  aan  zich  «elven  latende 
Wijven,  dan  zuilen  wij  in  (3'}  moeten  stellen  *  =s  e'  4-  t 
en  y  =  c  -Jr  u,  en  daardoor. 

c  +  »  +  t/(2c«  +  **> 
/  =  o  £ög. , 

1  c 

dat  is ,  de  gewone  vergelijking  der  kettinglijn ,  bekomen. 

De  cirkel  en  de  kettinglijn  hebben  das  beide  de  eigen- 
schap, van  de  normaal  gelijk  aan' den  kromtestraal  te  heb- 
ben; mits  4e  '  as  der  *  abscisstn ,  rvan  welker  plaatsing  de 
léfagte'  der  normaal  afhankelijk  is ,  bi>  den  cirkel  door  het 
middelpunt  gaat ,  en  bij  de  kettinglijn  horizontaal  onder  den 
top  geplaatst  i»,  .op  eenen  afstand  van  dien  top  gelijk  aan 
.deacelfs  kromtestraal. 

Aanmerking-  van  J.  Badon  Ghijben.  De.  gevondene 
eigenschap  is,  wat  den  cirkel  betreft,  algemeen  bekend; 
wat   de   kettinglijn  *  aangaat ,'  kan  zij  gemakkelijk  geverifieerd 

worden.  . 

•    Zij-  namelijk  MP'  f  Fig.  85)    eene"  kettinglijn ,  M  haar  top, 

MD  hare  verticale  as,-  P.  een  willekeurig  punt  yan  dezelve, 
PR  2  «  en  PQ  2  f  tot  coördinaten  hebbende,  en  einde- 
lijk  de  kromtestraal    van-  het   punt    M  gelijk    e ,  dan  is  de 

vergelijking  dezer  kettinglijn 

c  +„«  +  |/(2c»  +  ssa) 

MO  de  as  der  u  en  M  de  oorsprong,  zgnde. 

Vemen  wij  nu,  op  het  verlengde  van  Mü,  een  stuk  MB=c, 
trekken  wij  door_B  eene  horizontale  Jijn  BX,  die  wij  tot 
as  der  ,abscissen  aannemen ,  en.  trekken  wjj.  door  P  eene 
lijn ,  loodregt  op  de  kettinglijn  gerigt'  en  BX  in  S  snijdende , 
dan  is  PS  'de  normaal  van  liet  punt  P, 'waarvoor,  zoo  wij 
ioei  SNB  =  4>  stellen ,  uit  de  figuur  dadelijk  gevonden  wordt 
PS  =:  QB  Sêv4  ?=(*-+  *)  S*<>4. 
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Zij  verder  r  de  kromtestraal  van  liet  pont  P,  danis, 
volgens  de  bekende  fonnaleyt  voor  dien  kromtestraal  9  (Zie 
L  IL  Scnu tt>i ,  tf#gy  dsr  Static*.  §  124) 

r  ss  K   ^    '      of  ook    r :  ss  o  Sec'ó, 


waaruit  volgt 


r 


c  -f-  u  ss  |/cr    en    &&$  =s  ^/ — j    . 

o 

en  icoo  wij    na   dete  waardeo,  in  de  bovenstaande  nitdntk- 

Idng  voor   PS ,   overbrengen,   dan  komt  er 9  overeenEonufig 

de  oplossing  des  voörstels, 

PS  ss  r.      * 

CCXXIX.     VooaiTXL. 

Door  W.  Sscaas£K« 

JU  tergeiijking  lx*  ss  **y  +  Vy*  te  integreren. 

Qbqxlobt   deer    J.    S»    S?Bijia,:J.  Bassah  en  D«  W. 
Hx*aa 
t  .  Oplossing  van  J«  S#  Spsysiu 

Hen   deele   de  beide  leden  der  gegevene  vergelijking  door 
Tfjt*,  dan  komt  er 

1  —  «T»  +  W  • 

.  Laat  sa   ?  n  «   gesleld   worden*   dan  is  =-^  ï=  ^-; 
•hierdoor  gaat  onse  vergelijking  oyer  kt' 

waarnit  gevonden  wordt 

1%  ■      ■     X 


tx  = 


»» 


biemit  vloeit  na  achtervolgen*  voorts 

•■•••■•  "■ =  r=7  —  nr;  +  -m» 
;  • ',  .j»  ==  ifl^i  + «)  -  **£  - »)  + 1^.  c, : 

1  4-  *  •..'-■ 

1     —    *       9 
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waarin    *•  *bet  gnmflta)  Tan  hel  N^riatnscfté^ogarithinen- 
stelsel  beteekent.     .  j      //     *;    . 

Uit  de  laalate  vergelijking  z  afzonderende,  komt  er 

eJ*  —  C 

•  »  ■     «**  4-  C 

.  #y  e2*  —  C  .... 

en  du.  »  _=__ 

«**  —  C 

.ot  ^  =  jrqrc**-         ■•«.... 

Ooi  deze  vergelijking  te  integreren ,  stelle  men 

TSu 
«**  =r  u ,  dan  is -2*  sr-  Log.u    en    Xx  zzz  —  . 

en  dan  heeft  men 

^  « —  c       -         y«         #» 

y  —  2u(u   +~C}      —  «  +  C         S» 
Waarait  volgt 

y  =  Z^,  (u  +  C)  —  §  £ogr«  -l.  C';       '  '  •     *' 
stellende   nu    hierin  voor   u    hare   waarde   e1*,  in  acht  ne- 
mende ,  dat  Log.u  r=  2*  is ,  dan  komt  er  eindelijk 

y  =  Log.  (*>•  +  C)  -  x  +  C', 
faetgeen  de  begeerde  integraal  is.  *  *  ' 

CCXXX.     Vooiistex. 
Door  Vf.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 
In    elkén   driehoek    is  de  straal  des  ingeschreven  cirkels 
gelijk  aan  hei  product  van  de  drie  loodlynen,  nff  de  hoek- 
punten op  de  overstaande  *ffden  jud,ergelaten ,  gedeeld  door 
de    som  van  de  producten  dezer  loodltjnen  op  alle  mogelijke 
w$!ff$*  to>é9~-  aan^twee  genomen.     Men  vraagt  naar  kefte* 
wijs  hiervan?  '  i 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier,  J.  S.  Spet* 
jbb,  A.  B.  Brave,  J.  A.  Hansen,  J.  Heemskerk,  Abz., 
©UW.  ,finu^  G«  Koster,  H.  M^dmlbfrö,  F.  ft  Radija 
èm  J*  Teixeiba  ds  Mattos  ;  Je. 

"\   n  0>*x>^aiN/&:**ro    W.  J.  C.  Rammelkait  Elsevier,  •■• 
<  Stallen   tf ij   uV  sijden   des    driehoek*   door   d,   6,  e,  de 
overeenkomstige   loodlijnen    door  a',  b'9  e',  den  inhoad  door 
1,  en  den  straal  <Jéa  ingeschreven  cirkeb  door  r  voor ,  dan 
hébben  wg,  aoo  als  algemeen  bekted  isy 


*Ï4  «l£t)WE.WI»JHJNDIGE 

I  =vl  ««V  I  =  |  M'    en    I  =  |  m'. 
Trekken  wij  nu  uit  de  drie  laatste  vergelijkingen 

m 21    .         21  21 

«=—,,*  =  —    en    o  =  — -, 
ü>  o  e 

en  brengen  wij  deze  waarden  in  de  eerste  vergelijking  over, 
dan  komt  er 

t        _    721-      21        2l\ 

of  door   I  deelende,  en  den  factor  |  in  het  tweede  lid  bin- 
nen de  baken  brengende, 

l5Br(7  +  T-+7)» 

waaruit  volgt 

1 

r  'zz  — —  ■■ 

i.     JL     JL 

of  na  herleiding 

a'è'e' 


r 


Vc'  +  a'c'  -f-  a'6" 
waardoor  de  stelling  bewezen  is* 

In  de  Meetkundige  Analytiê  van  Prof.  J.  j>s  Gelde*, 
(bladz.  66)  is  het  bewijs  dezer  stelling  uit  andere  beginselen 
afgeleid* 

la  de  driehoek  .  gelijkbeenig  ,j  en  das  bijv.  è  =  e  p  dan  is 
ook  V  =r  p'  en  dos 

2«'  +  *'* 
Is   d«  driehoek    gelijkzijdig,  dan  is  a  =  £  =  e,  doe  ook 
a'  =  4'  =  e'  en  bijgevolg 

•' 

É  AAHMSB^iHa  srfl/.rfa  oploêêing  van  J.  S.  Spxjjm.  Indien 
men  de  stralen  der  cirkels  t  die  twee  zijden  des  4rieho*k» 
inwendig,  maar  de  derde  uitwendig  raken,  r',  r^  en  r** 
noemt,    zal   men,  in  plaats  van  de  eerste  der  bovenstaande 

vergelijkingen  hebben: 

%        I  =1     r'(*+  b  —  e), 


•  •         • 


»    •  < 


>L»t 


l::i 


'lü 


V  O.O.H  »  T  LX  I..B-H.:  K*.  MO;  en  .131.     4» 

net   elk  deser  veigsl^kingui  ;«ifcH  da  koven  handelend»* 
vindt  men 

'  —  a'be' 

.   _^  »'*V 

.    .       .    f' "~  —  *V  +  •'••  +  «'*'* 

Hieruit  Tolgt: 

1  _ J. l_i 

r'    "~  a'  +  4'         •'  * 
1   — i.       2.  _i_  JL 

2_  — _  JL     JL     JL 

en  da»  door  optelling 

.1  1  \_  __   l_        1  1 

7"  +  7"  +  r"~~  ••   "*"   *'  +  ■#*-* 

maar  trit  de  voorgaande  oplossing  volgt  ook 

1    j__    1  1  1 

T  """  «7"  +  *'  +  c< ' 
ao.i.  I-I  +  i  +  1 

dn.»  -  —  7*  +  ^  ,+  ^ 

«f 


~"~  tV  -h  Kr-  +  r'V* 
Da  ttraal  van  dan  ingttchrtvtn  cirkel  ***$  drtahóal»  •'» 
do*  ook  geiSk  aan  kat  product  van  da  êtraten  der  dria 
overige  eirhele ,  <K*  eb  s#<fo*  «m  driehoeke  raken ,  gedeeld 
deer  de  semean  de  producten  twee  aan  twee  der  laatotge* 
noemde  etralen* 

CCXXXI.       V  O  O  R  5  T  B  X,  •  t 

J>0*r  W-  J«  C.  RAVlISLHAir  Exabties*  r 

Weiten  weg  kan  men  {nelaan,  om  kromme  Ifnen t*  he- 
paien,  die  gereetifieeerd  kunnem  worden  f 

*QtMLoa*  •  door  W.  J.  C.  Rakkklkjlh  ExssTixm  m  J,  & 
5?2jjn.       .  '        * 

Orx*s0iN0  van  W,  J.  C.  BaIchbiaiah  Eukyibk.  -.? 

Indien  x  en  y  de  onderling  regthoekige  coördinaten  ren 
een  onbepaald   pont  eener  kromme  lijn  /  en  t  de  lengte  ran 

I.  Dbsz»  Ee   . 


tenen  Koog' <Hüp  '  Uro«bin«49&  vo^frfafr,  tiesft  Aeain  hel 
algemeen  i»--       ï 

Stellende  hierin  2fy  =r;*?x     •  _*_•„.•••..    (I), 

dan  is  *  *    *•  =  ^jr|/(l'+"aaJ      •    •    .    #    (2). 

Vit  (1)  volgt  >  =  /^      . 

of  y  =^  x*  —  JV**  ^    •    .    .    ♦    (3), 

en  uit  (2)  :....] 

of  .  =  xj/(l  +  *»J I-  J^^-hT?)   *    '    *    W* 

Beschouwen  wij  nu  de  integralen ,  die  in  (3)  en  (4)  voor- 
komen ,  als  functiën  van  eene  «elfde  veranderlijke  grootheid 
u,  dat  is,  stellen  wij 

fxlz  =  P  of  ***  =~*P    >   +    .    (b) 

waarin  P   en  Q   functiën   van»  *  verbeelden,  dab  geeft  het 
quotiënt  der  heide  laiatste  vergelijkingen    ï 

Tf2L±jd'—*ÊÏ.~~ 

:      «    .        —  3TQ» 
lossen  wij  hieruit  s  op,'  dan  Vinden  wij  » 

4erw#  nil  ^  v^Igt 

,      .  .   *  -r  5T  •    •  .•        •    .    .    •    .    (8J, 

<*bmedeutt  (?)  en  (5)  -,?«*  **  —  P  .  ■  »  .  .  ♦  .  .  (9), 
en  uit  (4)  en  (6)  •  =  *|/(1  +  *■)  —  Q  .  r;.,  .  *  (10). 
De  vergelijkingen  •*(*$,»  (*>>  (9)  en  (M)  sgn  genoegzaam  f 
om  de  vergefcjkiog.  eeuari  ikrom*ie  ilijfr  .f*  «binden,  die  ge- 
«ctüoeet^iksn-wotdeib  .  JHe^\t*<^  na^I^  voor  P  èn  Q 
willekeurige  algebraïsch*,  fimotiëb  'van  ,-srf  ,daji  «al  *a»n,, 
\8ooi  deze  .  vergelijkingen  v«ek'  achtervolgen*  veor  *9  jr,  y 
en  s  algebraïsche  functiën  van  u  verkrijgen.  Elimineert 
men.  daarna  :*  tusacbe*.  (8)/6n.(9^  dan  aal  men  de  verge- 
Aijkiiig'  eener  kromme  lijn  bekopiczv7>en  deze  zal  .knnqen  ge- 
rectificeerd waofeq,  indKP  J«*n  sleahU  voor  P  en  Q  zulke 


voor  s  t  e  i/"  t'fi  U.  N».  i3i.::       «7 

functie  n  genomen  bebbe,  dat  de_  eliminatie  Tan  u,  hei  «j 
toaschen  (8)  en  (10),  "het  zij  tosschen  (9)  en  (10)  geene 
hoogeremagtsvergelijking  in  •  oplevere ,  waaruit  men  ab  baset 
zou  kunnen  afzonderen.  %  Voorla  tallen  ook  P  en  Q  zooda- 
nig genomen  moeten  worden  /  dat  men  voor  *  geene  onbe- 
staanbare, oneindige  of  standvastige  waarden  verkrijgt. 
Tot  een  eerste  voorbeeld ,  nemen  Mrij 


**» 


P=?  * .  en  _Q  =  — , 


«     •  •» 


dan  ia  ^Prr^ea    ZfQr : 

hierdoor  wordt  dan  volgens  (7)*  .<> 


^ 


waarnit  wij  vinden      ' 


*s'= 


verder  is  na  volgens  (8) 


1      • 


aa 


i.i 


en  volgens  (fy  •'     y  '±s  ^  -~.  * 

. .  EUmineren.  wij  voorts  «  toaschen  de  beide  laatste  'v^rgelft. 
kingen  ,  door  uit  beide  de  waarde  van  u2  af  te  leiden  en 
deae  waarden  aan  elkander  gelijk  te  stellen,  dan  vinden wn 

aiyay*  =  a*  —  aVax*      •'• 
of  na  herleiding'    '  lKr*  +  0>y*  =  Va*.  'l : 

Men  zal  bij  de  proef  bevinden,  dat  de  rectificatie' der 
kromme  lijn,  waartoe  deze  vergelijking  behoort,  tot  trit- 
komst  geeft  •    •    '*    •  r .,, 

•  =  SVP*2  +  fya)  =  I*****  Vfc     *   :,a 


«  »• 


^ 


Nemen  wij,  tot  een  tweede  voorbeeld, 
-»        aa  —  tia 

.4»  is       ,  *P  sa  —  ÏXjL  .  «  *Q  =  jr«3  . 

hierdoor  worflt  volgens  (7Ï  ...■.'' 

Ee  2 


«     J 


4»      ,  M.IEU  W.E.V*  I  S.K  O  ND  10  E 

,eBdas.    •  ••  ,  *  ■-  7  TÏM^O)*'  .. 
Twder  »  dan.ToJgen»  ,<8J 

en  volgens  (9J         y  = j- 

Trekkpü  wij ,  ter  eliminatie  van  u ,  uit  elk  dezer  vergelij- 
kingen de  waarde  van  ti*  —  «*  en  stellen  wij  deze  waar- 
den aan  elkander  gelijk,  dan  vinden  wij 

,   \ay  =  Va*** 
*f  na  herleiding  ys  =,V«*a< 

welke  vergelijking  tot  de  cubische  parabool  behoort ,  die  zoo 
als  bekend  is,  gemakkelijk  kan  gerectificeerd  worden. 

CCXXXU.    Vo  oas*BJU. 
Door  W.  J,  C  Rammelman  Elsbvieb. 

I«(fi«*  «tl  «en  gegevon  punt  P  r^to  /£*#»  getrokken 
worden,  die  eik  in  het  bijzonder  eene  gegevene  kromme 
l$n  van  <b*  tweeden  graad  in  ïwee  punten  M  en  N  **£- 
An  ^  «m  daarna  op  elk  dezer  regie  lijnen  een  vierde  punt 
Q  genomen  wordt,  zoodat  dé  punten  P  en  Q  harmonieën 
gepaard  zpn^  ten  opzigte  van  de  onypunten  MmN,  ver» 
'langt  men  de.  meetkunetige  plaatê,  van  at  deze  punten  Q 
Se  vinden  1 

Otgblost  door  W.  $.  C.  Rammelman  Elsevibb. 
Oflossikg  non.  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevibb. 

Laat  P  het  gegeven  punt  zijn  ^  (Fig.  86  of  87)  en  ABC 
.eene.  kromme  lijn  van  den  tweeden  graad;  zij  verder  PR 
eene  der  lijnen,  die  de  genoemde  kromnfe  lijn  in  Bi  en  W 
snijdt,  dan  fsal,  naar  gelang  P  builen  of  tnsschen  M  en  N 
ligt ,  Q  tnsschen  of  buiten  H  en  N  moeteh  genomen  wor- 
den, zoodanig  dat  men  altijd  heeft 

dit  volgt  nit   de   bepaling ,  dat  de  punten  P  en  Q  harmo» 
zrisch   gepaard    moeten    zijn,    ten  opzigte  van   de  ponten 

M  en  N. 
Nemen  wij  nu  twee  lijnen  PX  en  PT ,  onderling  regthoe- 

log  door  het  gegeven*  pont  P  getrokken,   tot  coördinaten- 


V-Ö^Olt  STEL  LEK.    N°,23&  :       42fr 


nsssn  aan ,  dan  kanitert  vrij  toot  de  vergelijking  der  kromme  r 
lijn  nemen  * 

ax*  -j--2**y  +  cy»--f--2&  +  2sy  +  ƒ  =  0      •    (1) 
en  voor  de  vergelijking  van  de  lijn  PR 

Elimineren  wij  y  tnëschen  (1)  en  (2),  dan  vinden  wij 


T  •■+  2*«  +  dk*      T  a  +2**  +  uw*  *      '» 

de  '  wortels  dezer  vierkant  s  vergelijking ,  zuilen  dé  abscissen* 
si|n  der  snijpunten  M  en  N ;  stellen  "wij  das  die  abscisftei* 
door  m  en  n  voor,  dat  is  stellen  wij  in  Fig.  86  PM'  as  at- 
en PN'  =  n  of  in  Fig.  87  PM'  =  m  en  PN'  =2  -*  sr 
dan  hebben  wij ,  volgens  eene  bekende  eigenschap  der  vier- 
kantsvergehjkiftgen  ,  .  / 

r  2(rf  +  *a) 

o  +  %b*  +  o»» 

—  / 

m  **  —  a  +  Um  +  fl»ai 

hierait  rolgt- 


fllJi  ƒ 

Laten  wijders  PQ'  =  u  en  QQ'  =r  r  de  coördinaten 
van  het  jmnt  Q  zijn,  dan  volgt  uit  de  reeds  aangehaalde 
evenredigheid ,  dat  wij  ook  znllen  hebben 

PM'  :  PN'  =  Q'M'  :  Q'ÏT; 
deze    evenredigheid   wordt ,  zoo   wij '  Fig,  86  in  aanmerking, 
nemen, 

**  :  n  =  ft  —  m  :  n  —  u$ 
of  zoo  wij  Fig.  87  beschouwen 

«•:—*  =  !#  —  «:«  —  », 
waaruit  in  beide  gevallen  gevonden  wordt  * 


~      •      ..       •       •       • 
II 


uit  het  verband  van  (3)  en  (4)  volgt  oogenblikkehjk 

—  / 

of  "  «(d  +  ea)  +  ƒ  =  0  .    .    ;    •    .  :.(J)f 

terwijl  de   coördinaten  *  en  t  van  het  pont  Q,  omdat  dit 

Ee  3  f 


«O-    .   N XE  O  WJ&   W-IJ  £J)  N;P  1.9  ^ 

l 

punt  op!  dé  I9H  PR  ligt,  «ok  nog  aa*  de ,: wgeUfëng  (Z) 
voldoen  moeten ,  waaruit  volgt 

'!*•  V  .*  sa  «*..,..  •    v«    •    .„    (6). 

De  beide  vergelijkingen  ($)  rep .  (6)  bepalen  volkomen,  de 
coördinaten  van.  hot  pont:Qr  eoodra  de  atand  der  lijn  PR 
of  de  grootheid  d  g£g*ve«  (fr;;  Iaat4nönv  echter  4e  lijn  FR 
om  het  pnnt  P  drdfcgen ,  dan  verandert  ook**;  men  verkrijgt 
dus  voor  eiken;  nieuwen  afahd  dier  lijn  ook  een  'ander  pont 
Q,  maar  de  oa&dinafen  «fan  dit- veranderlijk*  pn*t,  moeten 
toeb<  altijd  Mijven  voldoett>  «air  de  vergelding  &tt  er  tapt» 
waflt^er  'ktüa^cbea  (6)  en  f6)  geëlimineerd  wondt ,  JElimi- 
aeren-w?  dïta.  werfcelijfe*,  y!aq  vindfn  jyij  ,        ~  \    < 

voor  dé  vergelijking  van  de  meetkunstige  plaats  der  putten  & 
Deae  vergelijking . van  den  eersten  graad  zijnde ,  toont  aan, 
dat  al  de  bedoelde,  punten  Q  \n  eene  regte  fijn  liggen. 

Aanmerking  van  J»  Badon  Ghijbek»  De  hier  gevondene 
uitkomst  is  gedeeltelijk  begrepen  in"  eene  bekende  eigenschap 
der  kegelsneden,  die  men  onder  anderen  opgegeven  vindt 
bij  Kluigel,  Matk.  Worterb.  ad.  voc«  Harmonische  Tkei- 
tung.    Zij  is  deafe: 

Wanneer  men  „uit  een  pi+ni  ¥  luiten  f  ene kegelenoio , 
iieae  raakhjnen,  aan  dezelve  trekt  en  de  raakpunten  door 
eene  koorde  vereenigt,  wanneer  men  vervolgene  uit  P  oen* 
lijn  trekt ,  die  eeret  de  kegeUnede  in  een  punt  M ,  daarna 
de  genoemde  t  poerde  in  een  punt  Q,  en  eindelpk  weder  de 
kegelenede  in  een  punt  N  snijdt,  dan  zal  de  lijn  PU  door 
do  punten  n\  en  Q  harmonisch,  verdeeld  .worden* 

CCXXXHI.    V,  o  o  Va  t,  ^  *. 

Jloof  J,  Bapqn  JpHIjBEN. 
Het  moment  van  traagheid  te  vinden*  pan  penen  jreluk* 
elachtigen  maeeieven   driehoek  t    wentelende  om   eene  /$*, 
die  dooi  éen*  der  'hoekpunten  gout,  maar  niet  in  het  vlak 
doe  driehoeke  ligt. 

OpobiiOst  door  J.  Badon  Chijben  en  J.  S«  Spsijer* 
Op  lossing  van  J.  Badon  Ghijbek. 
Laat  A$C.(Fig.,  88)   de. driehoek  en  AJJ  de  verticaal  je- 
flapte  .on^e^teli^g^as >f  n  ^  trekken  .^.^n^d^x  w 


T*0#ft8TBL£  E  Nr  HV2|*:  «» 


willekeurig  pont  M  van  den  driehoek ,  lijnen  evenwijdig  aan 
AB  en  AC,  en,  op  een'  oneindig  kleinen  afstand  ran  deze, 
wederom  lijnen  evenwijdig  aan  de  eerotgetrokkene,  dan  ont- 
staat er  in  den  driehoek  een  oneindi^lkin  vierhoekje  Mm, 
dat  eene  tweede  differentiaal  Tan  den  massieven  driehoek  ia. 
Laten  wg  verder  nit  M  eene  loodlfn  MR  op  J|B  vallen, 
en  merken  wij  op  r  dat,;  wegens  d*  gel^kskchtigheul  van  den 
driehoek",  de  inhouden  iti  plaatffvafi;  de'pRbsa'i  genomen 
kuHnen  worden,  dan  .Jieftben  wj  ,  jfror  Set  miment  vaa 
traAgbfid  van  het  viei&eMje  Mm$r-        ?,      j,  ?%  *"  •< 

s;.  i:         ^   fttt^lx  fcfc  FiW.  Mm   \*      ^: 

en  'das   voor 'het  moment  van  traagheid  de*'  gehpelen  drie- 
hoeks 'j  dat  wi^door  X^uflen*  voorstellen,     ;         ' 

;;     ;    x  =  ssw2 x  /**  ?*?•*•  **•-..•; 

Brengen  wij-,  door  een  Willekeurig  pont  A[-  vagrdp  as  AB, 
een--  horizontaal  vlak  en  projecteren  (wq  daarop  de  gehêele 
figanr^stelfónlwg  A'B'=s  b,  A'C*  ==.*,  A*<A  B'A'C'=«, 
AP  =r  QM<  =5:  4P,'AQ  s=  PM'  =  ^  en  >ij  0  de  hoek, 
welken  het  Vfrk  des  <lriehoeks  ABJJ  met,  het  horizontale  vlak 
maait,  dai*-hel>ben  wijf,  volgens  gekende  regels:  \ 

Uh.  Vierk.  M'm'  =  Hxïy  Sit&,   .\\ 
J**>  Wérk.  M  m—  Sac.0  X  lnh.  Fi>r>.  M'm':=ÜS*y  Sin*  Sec.fr 
en,        RM  =i  A'Mf  =  i/(*a  +  y*  +  Z*y\Co**), 
waardoor  wq  nu  verkrijg*»  ',' 

'X  =  SJX*2  •+,  y?  +  2*9SC**Ê$tö9  Sin*  Stc.pi 
of, .  zoo   wij   deze  «uitdrukking:  eerst  ten  «apfcigfc  van  y  en 
verbolgens  ten  opsigte  van  jr  willen  integreren,    -. 
X  =*  &'*«  See£  ƒ(**  ^t.+.y^qp-  l*p  tfot*)  ty^ 
Beschouwen "  wij    vooreerst  x  =3  AP  als  standvastig,  dan> 
hefcben  wij  ,.         ! 

/(**> ya  +2*1  Cas.«) *y  5=  *ay  -+•  |y  *  -h  *y9  «*#.*  +  C * 
dese  integraal  moet  klaarblijkelijk,  van  y  —  Ö  tot  y  =r  PN 
genomen  worden  j- maar  uk  de  figuur  volgt  I         ' 

AB'  :  A!C'  =  PB'  :  EH,  :;        ".        j' 
dat  ia  h.    o     =  3  —  s  :  PN,     •  "       e. 


aoodat    -  PN=ï4(*-4r)  ^ J 

u\  wij  nemen  derhalve  de  ge  vondene  integraal  van  j  ' 
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VOOfc&TELL  E«  N.    K  •.  *33  en  234.     43& 

waardoor  wij  eindelijk  toot*  het  gevraagde  moment  van  traag- 
heid vinden  '     "- 

X  ±=  $j*(*a  +  **  +  *<>  Co**). 
Uit  deze  oplossing   blijkt,   dat  bij  alle  gelijkslachtige  mas- 
sieve   driehoeken  ,    die  denzelfden    driehoek  A'BX'  tot  pro- 
jectie hebbén,  de  verhouding  van  het  moment  van  traagheid 
tot  de  massa,  deselfde  zal  wezen* 

CCXXXIV.        VoOKSTSX» 

Door  J.  Baboh  Ghijbkh. 

Haf  moment  van  traagheid  te  vinden  van  eene  getijh- 
elaehtige  driehoekige  piramide ,  die  om  eene  van  hare  ril- 
len wentelt. 

Opgelost  door  J.  Badon  Ghijsxx  en  J.  S«  Srsijim. 
Oflobsivg  vait  J.  Babon  Ghijbeh. 

Laat  ABCO  (Fig.  89)  de  piramide  en  hare  ribbe  AB,  die 
wij  verticaal  geplaatst  onderstellen,  de  omwentelings-as  zijn; 
anoden  wij  dan  deze  piramide  door  twee  oneindig  digt  bij 
elkander  geplaatste  vlakken  evenwijdig  met  het  zijvlak  ABC 
en  door  twee  dergelijke  vlakken  evenwijdig  met  het  zijvlak 
ABD,  dan  wordt  door  deze  vlakken  nit  de  pramide  een 
oneindig  klein  ligchaampje  M  m  gesneden ,  dat  eene  tweede 
differentiaal  van  den  inhoud  der  piramide  is  en  als  een 
parallelopipedom  kan  aangemerkt  worden.  Laten  wij  verder, 
uit  een  willekeurig  pnnt  M  van  dit  ligchaampje,  eene  lood- 
lijn  MR  op  de  omwentelings-as  vallen,  dan  is  het  moment 
Tan-  traagheid  van  dit  ligchaampje,  omdat  wij  ter  zake  dat 
gelijkslachtigheid  de  massa's  door  de  inbonden  kannen  ver- 
vangen, MR*  X  /*&•  Mm;  en  wij  hebben  ahop,  het  be- 
geerde moment  van  traagheid  der  geheele  piramide  door  X 
voorstellende, 

X  =  J^MR*  xMMm. 
Projecteren  wij,  de  piramide  met  de  snijdende  vlakken % 
op  een  horizontaal  vlak ,  dan  verkrijgen  wif  voor  die  pro» 
jectie  eenen  driehoek  B'C'D',  waarin  twee  oneindig  digt  Mj 
elkander  liggende  lijnen  evenwijdig  met  B'C'  en  twee  der- 
gelijke  lijnen  evenwijdig  met  B'D'  loopen;  de  snijding- 
lijnen  vormt  een  vierhoekje  M'  m',  en  de  inhond  der  dü 
rentiaal  Mm  wordt  dan  klaarblijkelijk  uitgedrukt  d 
formule 

Ee5 


Stellen  wg  na  B'D'  =  ƒ ,  B'C'  =  y,  W  C'B'D'  ?^* 
AB  =  A,  B'Pa  Q\ï  =  f,  jyQ=?!A'  =  y,  dan 
J>eftJ>en  w#  dadelijk 

/it^FiarA.  M'  m'  =z  IfxXy.  Sin>*     ... 
jen,   */     Mfl*  =  B'M^ss.**  +  y*  +  **y  Ces*,. 
waardoor  Wij  verkrijgen 

ƒ**.  M  m  =  MN  X  &ffy  £t>* 
en    X  =  J^1[jra  -}-  ya  +  2Lry  C>a.*0#*ary  Sin*  X  MN. 
t  Dit  de  figuur  volgt  onmiddellijk  de  evenredigheid 

/   PT  :  PD'  =VB'C'  :  B'D' 
of  PT  :  p  —  x  =  q  i  p, 

derkaïve  is  PT  =  &  ~  ^ 

P 

en      M'T  =  PT-PM'=*^-y=^^ 

brengen  wij  das  door  AB  en  MN  een  vlak,  de  ribbe  CD  in 
S  snijdende,  als  wanneer  de  projectie  S',  van  bet  punt  S,  in 
bet  verlengde  van  de  .lijn  fi'M'  komt  te  vallen,  dan  zal, 
pit  de  aaneengeschakelde  evenredigheid 

MN :  AB  =  MS :  AS  =  M'S' :  B'S'  =  M'T :  B'C', 
,Uaarblijkelijk  volgen 

mn  —  AB  x  MT  —  *frf— **- n) 

ien  bierdoor  wordt  na 

jtyraarvoog  wij ,   eerst   ten    opzigte  van  y  en  vervolgens  ten 
/trosjgte  van  x  willende  integreren ,  ook  kannen  schreven 

P9         L  J 

,  i  B^tr  .product  (jr  (p  —  *)  —  j>jr)  (**  +  2*y  C***  -Hy1) 

.ontwikkelende,   naar  de  opklimmende  magten  vangrang- 

jjchikkende,    met  ïy  vermenigvuldigende,  daarna,  ten  opsigte 

-  van  y  integrerende,  en  dese  integraal  vany =Ototy  =x#Rs^ 

7^£ — ^—7  nemende,  vinden  wij  .  •     •   - 


V  O  O  fi  S  T  «  ï,  I<  E  JU.    N*«  934. 
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43»  NIEUWE    WfSlÖNDlGE 

of  x  =  &kp9  &'*-*(>2  +  f  +  pqCoê*). 

Willen  wij  nu  ook  nog  de  massa  of  den  inhoud  der  pi- 
ramide in  deselfde  gegevens  uitdrukken ,  zoo  hebben  uit  de 
vergelijking 

Jnh.  Mm  =  MN  X  Vierh.  M'm' 
dadeüjk 

wuria  ft  de  to  yindene  masM  voorstelt;  hierait  Tolgt  na 

n  =  ^s{**Sitlp  -  *)  -  pi)*A- 

Van   y  .=  0  tot  y  =    ■      ~~        integrerende,  vinden  wij 
derhalve  k 


vervolgens  van  jt  rs  0  tot  *  :s  p  integrerende ,  vinden  wij 

hierdoor  wordt 

ft  =  JA/>y  S*n.a. 
Brengen   wij   das  eindelijk  deze  waarde  van  p  in  de  voor 
X  gevondene   over,  dan  verkrijgen   wij,  voor  het  begeerde 
moment  van  traagheid , 

Uit  deze  oplossing  bKjkt ,  dat  de  verhouding  tnsschen  de 
massa  en  het  moment  van  traagheid  der  piramide,  noch  van 
de  lengte  der  ribbe  waarom  de  omwenteling  plaats  heeft, 
noch  van  de  hoeken ,  waaronder  deze  ribbe  door  de  zijvlak- 
ken gesneden  wordt ,  maar  alleen  van  de  afmetingen  des 
driehoeks  afhangt ,  volgens  welken  de  piramide  zich  projeo» 
teert  op  een  vlak,  dat  de  as  regthoekig  snijdt 


V  O  O  E  8  T  &  L  l  E  J*.-  H*>. -235^  $3» 


ccxxxy,  ?oo»m **♦ 

Door  J.  R.  T.  Ohtt 

Iemand,  zonder  nabeetaanden  stervende y  heeft  by  te*ta~ 
ment.tepaoH,  da*  twee  zgner  vrienden  z$n  geld,  ketieellf. 
uit  een  geheel  *antfii...tiengu!dên$tuAhn  "beetaat ,  op  *. 
volginde  wpf*  ender  elkander  zullen  ver  doelen.  Zjj  noefe» 
beurtelings .nut  drie  dobbelsteenen  werpen,  welke  ioder  vjjf 
witêe  zjjden  hof  ben  ^  Urwpl  dp  Mende  zijden  met  1 ,  2  **£ 

9Qgen  .  gem^Ü  , tffci .  ••  ***? »  »<***  «#  «fl?  *  «S^** 
zoo  vele  tifing»ld*ne  trekken,  als  ,zp  ooge*werpent,  Jtf* 
dat  de,  erfenis  is  uitgeput;  zpn  er  echter  van  de  erf  ent* 
mindar  tienguldens  ever  dan.  zij  eogen  werpen?  zoo  zullen 
zij  niet  trekken  ,  maar  voor  ieder  oog  dat  zij  meer  werpen 
tien  gulden  aan  den  ouden  bedienden  de$  overledenen  be- 
talen* Met ,  hoe  veel  kunnen  zp  dezen  bedienden  zijn  aan* 
deel  op  de  Mtfenie  qfkoopen ,  zonder  dat  er  van  weerekan» 
ten  eenige  êchade  geleden  wordt  f  (*) 
OrenosT  door  h  R.  T.  Ortt  en  J.  Babon  Ghijbbv.  . 
1.    Oplossing  van  J.  R.  T,  Ohtt. 

« 

Het  aantal  worpen ,  dat  met  drie  dobbelsteenen  kan  plaats 
hebben,  is  6*  óf  216.  Daar  de  hier  bedoelde  dobbelsteenen 
ieder  vijf  witte  zijden  hebben,  zijn  er  onder  deze  216  wor- 
pen een  aantal  van  53  of  125 ,  die  geheel  blank  zijn,  soodat 
er  91  ran  1 ,  2,  3,  4,  5  of  6  oogen  overblijven.  Daar  de 
blanke  worpen  volstrekt  geene  verandering  in  het  overschot 
der  erfenis  te  weeg  brengen ,  en  voor  den  bedienden  noch  . 
vóór-  noch  nadeelig  zijn,  knnnen  wij  deze  geheel  buiten 
rekening  laten ,    en    als  niet  gedaan  beschouwen.    Onder  de 

overige  91  zijn  er: 

25  worpen  van  1  oog, 

25       a         »    2  oogen, 
30       u         ö    3      » 
5       »         »    4     » 

5       »         »5» 
1       »         s    6      0 


(*)  Doe  opgaaf  ir  elgenlifk  de  berekening  vsn  de  *ttrd*  vtn  kèt 
huis,  in  het  loogenasmde  SehtmmeUpsl  g  met  dit  endanshsid ,  dst 
War  drie  ia  plaat*  Tan  mt$  dekbelsieeneift  genenen  worden. 


«3         NÏ  E  U  W  E[  W  f  S t.  #  ft  O  1  G'E 

Zal  er  namelijk :  F  of^gewarpèn'Wo'rden,  dan  moet  bij 
den  eenten  of  tweeden*  dobbelsteen*  1'  df  2 ,  en  bij  elk  der 
Beftfc  *  oVerige  fcteenen  ,n  èene  der  vijf  wftté  zijden  boven  ~ko- 
mtory  'Welk  'laafote  ;djp"5**of  25  versetóHende  wijz&n  kan 
^iafthefibè'A:  Öef  WéV^n  Van  3  kkn  even  zoo  op  25  wijzen 
g&cftfeden-,  ^ranneèPde  deerde*  steen  xJdlêkn  3  en  éfkTdet  an- 
dëfe  ''Itèënèft  éëne'  wïttff  zijde  'oplevert;  maar  ^taifctiboVett 
ÜaJTinen'  ^yMpuij ntiföh  tfe  eerste '«steen  t,  dV  Wfeéftg  8 
dtf*«Mé»oV3eiiê  ^m^Sè  ^ft  ;(,dit  tkar  opT  ^efTg^ 
bfehW >MT  UiMp '  ér  in  W  geheel  k)^^*Vkn^\>ogem 
£al  èfc'4'öf  5^gëwbr|pkn  'worden ,  dan  moet  net  werpen  van 
1  :èh  S  :of 'Vaïi  2  en  3  mét1  twee  der  dobbelsteènen';  zich 
paren  'nièTiiér  Bo^enValIen  tan'  eene  der  vijf  witte  zijden: 
van:  den'derdènrfltfee/i;  <lit  Ifluf dos'  p£  &  Wijzen  geidkieden. 
Efadetijir  &  bet  Werpen  van  6  óbgen  slechts  op  eene  wijze 
mogelijk;'  natbeïijk' incBen7  tij '  élkén  siteen  de  gemerkte  tijde 
boven  komt.  ...*"* 

Derhalve  «fin  de  kansen ;  " 

*  dat  er   1 '  geworpen  wordt  ff  >      , 

..;"»»  a'..'.   »'    »    «..  .   "".*. 

»    »    4  »  ,        J)       «ST* 

D    *     5  D  9         CV» 

I  - 

Üe  'kans,  ctie  er  bestaat,  dat  èeris  liet  overschot  der  er- 
fenis jnist  uit  èen  bepaald  getal  van  n  tiengnidenstnkken 
zal  bestaan  9  is ,  'daar  men  het  juiste .  bedrag  der  erfenis  niet 
weet,  voor  alle  waarden  van  n  even  groot;  want  zoo  na 
eeitige  worpen,  het  overschot  n  tienguldens  is,  zon  de  erfe- 
nis slechts  eenige . '  bij  voorbeeld  p ,  tièngaldens  meer  of 
minder  hebben  behoeven" te  zijn ,  om  fe'maken,  dat  er  na 
diezelfde  worpen  »+ƒ>  of  n  —  p  waren  overgebleven. 
Het  tienguldenstuk  als  eenheid  aannemende,  «ijn  das  de 
kansen,  dat  het  ovéYsclibt  der  erfenis  eens  0,1,2,  3,4 
of  5  zal  bedragen ,  reven  groot ,  maar  de  som  dezer  gelijl» 
kansen,  die  wij  elk  gelijk  P  znllen  stellen,  is  niet  gebjk^aan 
.  derAB)»b«td4  «waal  ^,4*derfcHnftno*fJje«n  *>v$racha£J  tiener 
dan  6»  «luit  a^b»trit/d#t  «awi  no^uwOr^  een  ovemhet 
kleiner  3m;+*mm9tÊit*mauWÜè  Ittii'^ctti^ofe'kaiiMi , 


■*•■  o-or^  't**/  t  e  *:■  *K  'i*/  *      4# 


4at  bet  eerste  overseho^ £ der  eriejró  »..wa^$$'<[a  bediende 
kan  beginnen'  te  tr£KKèn~  dat  is  bet  eerste  <oversèhot  bene- 
den  6,  een  der  getallen  8,  1 ,  2,  3,  4  of  5  «ai bedragen , 
ineet  gelijk  aan  SFedniéid'zgn,  omdat  d&Ze  bmSaitógliedëll 
een  Tan  alle,  met  nilskfrting  der  overige,  moeten  plaats 
hebben.  Sollen  wij  4a»  *  de  laatstgenoteiittfe  kansen <  respec lie- 
velgk  &6ov  Q,  QK,  Qfc;,$Ch,  Q^yfts  ▼öéii,  d*n  moeten 
wij  hebben  -l* 

jen  het    is   deze  voorwaarde ,   die  wij ,  ter  bepalièg  van  de 

«  •  •-» 

door  P  voorgestelde  kanscfh-, .  jannen  gebruiken» J    . 
Al  dadelijk  hebben*  wjj.  i  * 

t  £,  =  P  .  •  •  r ';  -  •  (2); 
omdat  5  het  naastkleiriefe  getal  zijnde,  dat  op '6  volgt,  de 
kans,  dat  befcöver|$hofc£,  ofdat  bet~eérate  overschot  5  4Ü 
weaen  #  blpkav  {SèelfoeCSs.  ■»•     •<    - 

Daar  de  kans,  dat  het  overschot'  een*  5»* «al  «bedragen), 
P  is,  en  men  dan  gf  kam  heeft,  dat  er  1  oog  geworpen 
en  dos  het  overschot  t  ^owlt,  <zoo  is  de  kans 

maar  de  kans,  dat  het  (Overschot  v,  eens  4  wordt,  is  P  in 
het  geheel;  de  kans,  dat  het.  overschot  4  wordt,  «onder  al- 
vorens 5  geweest  te  sijn,  if  xtns^P  —  ||P  en  alzoo  heb» 
ben  wij  "    '%J 

Q4  =  P— Jjp  —  gfP (3). 

Bet  overschot  eens  5  zijnde  y  hééft  men  $f  kans,  dat  er 
2  oogen  geworpen  worden,  èn  mfen  dus  op  eeh  b verschot 
vas  2  nederkomt;  het  overschot  eens  4:  zijnde  ^!hétffc'ftften 
-£f  'kan* ,  dat  er  1  oog'  geworpen  en  das  het  overschot  3 
wordt;  maar  de  kansen,.  datbet.o*erschqt*ena<5  oC-fc**), 
elk  gelijk  P  zijnde,  zoo  is  de  kans  w  f:    : 

•    -fcfPrdat  het  overschot  f  5) 

de  kans,  dat  het  overschot  eens  3 'Wordt',  in.  het  geheet»!* 
•  stjuie',  is  dus  de  kans,  dat  het  8  wordt,  zonder  alfoxfens 
6  f  of  4  geweèsl  te  «ijn,  P  —  }|P  t-  }{P  en  alzoo  is   '<  •  ■< 

Getijherwijze  vindt  men  de  volgende  kansen : 


—  _ .  _ — _ — -  w.t  j~ — — ,  —  —  ~ „  — — _ 
acn  Ydat  het  overschot  f   •    •  '    '  ..     , 

*|P  /4  wordt,  meent!  5  geWee$t  *  t9n' 


V 


4*0         ».i  EO  W«    WISKOHDJÖp 
.ü ) ^a*  *"*  overschot  (* f  .'. 

.     J|P(dat  het  OTerwhotUI  - 

..  ..WP    l worden* eer J 3 Pw*e,tt*^tt'      . 

f*  •     .     •    Qx5=aPr^prti§P-i*P-jéEt=^P..    .  .    (6); 

♦  !»    |-«    '     "JÏ*    i        *  *  't 

XP/  •   \4 

fr^vdat  het  overschot  1o1 
:,  .MA0"™1''"  ~»'P8^""'"> 


■»t    ► 


Brengen  wij  nn  de  waarden  .($).  tot  (7)  in  de  vergelijking 
(l)  over,  dan  komt  er   '        • 

hieruit  volgt  :      *        -    .     P.=  #„ 

en   dog ,   door   substitutie   van  deae  waarde  voor  P,  in  (2) 

tot  (7), 

>t»   —   3Tff»   I  * 


3Tff  > 

\  O-  -*--  *tf 

.•■>••  •  >t4  —   3Tff  f 

Stallen  wij  vervolgens  de  waarde  van  het  aandeel  dea  be- 
,  dienden,  in  de  onderstelling,  dat  het  eerste  overschot,  minder 
dan  6,  de  getallen  0,  1,  2,  3/4,  5  aal  bedragen,  reapeo- 
tievejijk  door  B,  Rt,  Ba,  B,,  R4  en  ft5  voor,  dan  heb- 
ben wij  dadelijk 

*=0    .   . (9); 

want  «oo  het  overschot  der  erfenis,  0  is ,  ia  het  zeker,  dat 
<lef  bediende  niets  aal  trekken» 

.  Om  R,  te  vinden,  merken  wij  op,  dat,  *oo  het  over* 
schot  der  erfenis  1  i*T  <fe  bediende  vooreerst  de  volgende 
kansen  heeft: 


A  m   ft  • 


VOORSTELLEN,  N».  235.    4*1 

fi  f  \'  l  2  ^  t 

**  /dat    het    aantall  0  /of  dat  liet  aantal) 

sof  lof  _     \&i 

*T\oogen  van  den  KI  door  hem  te  trek-  1^ 
1,1 /eerst  volgenden  ]  5(^11  tiengnldens  j4j 
^Xworp  zijn  «al     /gV^11  *al '  f  5 

yan  welke  kansen ,  altijd  het  lienguldenstdk  als  eenheid  J>e- 
achoawd ,  de  gezamenlijke  waarde  is  ; 

maar  daarenboven  heeft  de  bediende  %g|  kans,  dat  genoemde 
eerstvolgende  worp  meer  dan  i  zal  zijn,  en  dat  daa  de  tweede 
worp  hem  eene  kans  van  evenveel  waarde  zal  geven  als, 0e 

—  1  kans,  dat  ook  dederdeworp 

hem  eene  kans  yan  gelijke  waarde  sal  aanbieden,  en  100 
vervolgens.    Wij  hebben  das. 

o!  Hx=  y^sk  =  5 (10)5 

.  Indien  het  'overschot  der  erfenis  2  ia,  heeft  de  bediende 
vooreerst  de  volgende  kansen : 

|§}dat  het  aan-S3«  f      \ 

/T/tal  oogen  van\4   of  dat  het  aantal  door  hem  te  (      t 

*\ den  eerstvoU 5  j *"**»  ^guldens  *%*  **\      3 

M  genden  ™^f? )  of  dat  bij  dé  kans  zal  beko-  <      *   K 1 . 
||  Jzijn  zal  \  1  ƒ  men  ^  melker  waarde  is        f  *i=&  j  f 

van  deze  kansen  is  de  gezamenlijke  waarde. 

tfXi  +  /rX2  +  Ax3+ffV*4  +  Jfx5fi=V/5 

maar  daarenboven  heeft  hij  $}  kans,  dat  er  meer  dan  2  ge* 

worpen   wordt,   en   dat  du*  een   tweede  worp  hem  eene 

kans  van   genjke  waarde   zal  aanbieden  als  de  eerste;  even 

-r  1  kans ,   dat  een    derde  worp  hem  die  zal 

aanbieden,  en  zoo  vervolgens. 
Hieruit  volgt     { 

of  •.  B»  =s;5-^^;.  es.  ff  ;  f. .. .....  *  f.   (U> 

LDku.  Ff 


Indien  liet  oYenckat  ,der  ^tfenu  3  is  >  zon  jde  lansen  de» 
bedienden*  de  voIgftn.de.: .    , 

M      '  (4) 

*T|  dat  lief  aantal,      r  of  dat  he\  aantal  tieng. 

oogeir  "van  den    fi  (  hg  trekt  qal  wezen 

eeratvotymdan    f  *  ofdat  hijde  kans  bekomen/  R  =£  *  ) 
||J  worp  zijn  zal      ^^  wetor  wwde  ^      j  ^_^T  j  , 

waarvan  rdegè*amefiHjke  waarde*  is 

■^én  verbolgens  l\  dat  er  meer  dan  3  geworpen  wordt,  waar* 
'triVêven  als  hoven  ToTgt 


z 


«I 


*.=f{l+(i|)+(iiy+(9ii;+.-}, 


of 


9sTi  dat   het  aantal 
%la  A'  °9Sen  van  ^en 


R»  =  r^i  =  *J  •  •  •  •  (12)* 

Indien  het  overschot  4  iêt  beefl  de  bediende  deze  kansen: 

^  l5)  of  dat  het  aantal  tieng.  <Ut(       »•      ) 
■l6).li§  trekt  jML-weren  (       «       j 

'asV  W8TO  T"M  **W1  j'|  ■*"  ft         i- 

**[  .eerst volgenden  1    )  of  dat  bij  de  kana bekomen  (     s     **  ) 
*1  worp  zijn  zal     I    (  zal,  welker  waarde  is      i  n2— "1*1 

«waarvan  de  gezamenlijke  waarde  is 

iö      1     \L     a      ?*     ^+?£     ??      ?2     5  —    5lg9  > 
Jn-^n*    +91X16+91X25  +  91X     —  16X91' 

daarenboven    heeft,  hij    fx  kans,  dat  er  meer  dan  4  gewor- 
pen? wordfc,  en.  dos  is 


i«^9t 


of 


■  5159 

i_i.  16x  91  _^  5159. 
«4  -r  —  —  j^    ....    (13^. 


1-A 
91 


5  is  ,  sijn  de 


Indien  eindelijk   bet   overschot  der 

kansen  van  den  bedienden:  . 

g  lof  dal  hij  trekken)      .    |.        I 
dat  bet  aantal  1. 4*al  ti«n£.   ,         « w  __  tta* 

ooifeirf  Tanden  tiiMrttt*»»*/"*"^.**™' 

c^t  r '         »    • 
eerstvolgenden  r  >zalb*komen/ 

worp  zijn  zal    Fr}  W  wa«f  dVi 
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II.    Ortossiic*  tan  J.  £u>on  Ghijbxit, 
Stellen   wij ,    de  blanke   worpen  buiten  rekening  latende , 
de  kansen,   dat  er   1,  2,3,   4,  5  en  6  oogen  geworpen 
worden ,  respectievelijk   dóór  a,    6 ,   e,    d9    e   en  ƒ  voor, 
dan  ia 

*   'm  m 

a  =  tf,ï  =  jf ,  e  =  ff,  d  =  £,  e  =  &  en /=/T, 
en-  «  +  *  +  c+rf  +  i+/s  1    •    •   •    (1). 

Stellen  wij  verder,  het  tienguldenatok  als  eenheid  aanne- 
mende ,  de  waarde  van  het  aandeel  des  bedienden ,  in  de 
onderstelling  dat  de  erfenis  uit  n  tiengaldenstokken  bestaat, 
door  Xjr  voor,  dan  hebben  wij  dadelijk 

Xo  =  0} 
want  is    de  erfenis   0,  dan  heeft  ook  het  aandeel  van  den 
bedienden  geene  waarde* 

Indien  *  =:  1  is ,  en  dus  de  erfenis  slechts  een  enkel 
tienguldenstak  bevat ,  bestaat  de  waarde  Xs  van  het  aandeel 
des  bedienden,  uit: 

a  X0  voor  de  kans  dat  men  1  werpt, 
6(l+Xx)    9     9      9    N9        »    2     »     , 
o  (2-t-Xz)    aso       9       »    3     »    , 
d  (3  +  X,)    o     9     s       a       *    4     »    , 
*  (4-t-Xz)    sa»       9       a    5     •    , 
en      /(5  +  XJ    »      9      9       9       9    6      9    j 
werpt  men.  namelijk  1 ,    waarvan  de  kans  a  is ,  dan  komt 
hij  in  den  toestand,  waarin  zijn  aandeel  X0  waardig  is;  en 
werpt   men    2,3,4,    *it*«,  waarvan  de  kansen  J,  e,  d, 
*m*.   zijn,  dan  trekt  hij  1,2,  3,  *«*•  tiengnldenstakken  en 
blijft   bovendien   in    den   toestand,  waarin  sijn  aandeel  Xz 
waardig  is.     Wij  Jiebbén  das 
Xx=aX0^(l+XJ+c(2+XJ+^ 
waaruit  volgt  ' 

_    _  aXó+6+2e+3d+ke+5f 

V«"*it- Y^=^d=^f~9 

61  daar  volgens  (1)  de  noemer  gelijk  «is 

.  _,     '  x  aX0+6+2c+Sif+4a+y 
*  •  a 

Indien-*  =  2  is,  bestaat  de  waarde  X»  van  het  aandeel 
"des  bedienden^  uit: 


V.0  O*  Baa T  £14  fc  E ;Nw H°.;«¥^       *të* 


*  Xt  votr.de  tan»  <bfc  #*«*  i  *y*p\$  n 

c(l  +  XJ     *;     »:    »,    •,..    »      3     »    vjr... 

«(3  +  XJ     ft     »      »-:     B      »i     5»     «L.ï.i 
'/(4-HXJ     «   .ft     Br     %     ».    4.     ».  >1\ 

werpt  men  na*eli)k,  \  of  v2#  w»  komt  hij  jn  tfl^nten  ,, 
waarin,  sgn  aandeei-iXj  of  Xi,  waardij  is  *  .en,  werpt  inefl, 
3,  4,  5  of  6,  zoo  trekt -hij  1,  V^*>f  A.tfengttldenslufe^ 
**n,  en.  blijft  hp*endien.>  JM  toe*****  .*«*"*  «j»  *R£ 
deel  Xtt  waardig  is*  -1  W9  betten,  d«s  i    .  -.f, 

Xl5t^XH^X0+c(l40CJ^i(2^^»)+^3+XJ+/(^^ 
waarait  Volgt         ''*••.     i         *  ;   •  ,.-.,...  iy? 

{     ^    ^    <*r+^4^W-H3MrA/    \ 

of  volgene  (1) ,  ^obr  den  noemer  a  +  *  ft  schrijvende 

Indien  w  =  9  is,  komen  wij  e«ew  néo  tot  de  vergelijking, 
Xs==aXa44*r^*Xv^ 
waande 


.? 


-.*.""""' •--    1  ■  d  i*—f 

<       •  >  aX*+'èXt+eï0+d+29+3f    ' 

of  •*•  —  .     #+*+*  ~ " 

Indien  *  =  4of»  =  5is,  vinden  wij  gehjkerwqae!     ,L 

_,  qXfl+3Xa+oXI+ifX0+e+2^   . 

en  -  X»  t-tj  -  ^3+^H^T" 

Wij  behoeven  ,  in  de  gevondene  farmalen ,  slechts  de  ge- 
taüenwaarden  voor  de  daarin  voorkomende  letters  te  sub- 
stitueren ,  om  achtervolgens  te  vinden 

Indien  *  =  6  of  meer  is ,  bestaat  de  waarde  X«  *an  het 
aandeel  des  bedienden ,  in  het  algemeen ,  uit : 


Ff  3 


4#  NTÏ  tTW  £    \*  IfeVU'flPpllO'E 


en 


a%i-i  root  Ir  Ubi»  da  ine*  ^1  i^rer^t  f 

cx».*tt  »c  »:!  »c   » c  *   ï    i  V>  '> 
/X,W:    »j    *'    *    »c    *    *    »    ;■      ■- 

Wift, "  döór  het  werjpetf  Wl>fy,  3J  e**  komt  Jhj  *n  toe- 
standen, "«Warm  £$n  aandeel  X,^*  ,  rXn4t  X**f  *«*.  waar» 
dï|  &•'    DerhaHe'is  b<Uf  gemeen  1         , ;    . 

ii=ssiX£x,¥i^*f^  • ;'  •*-•  (*)» 

door  deze  formule  zalenen»  iaet' fairalp.  4e*  waarden  (2)? 
a&itef¥olgéÉs  Xtfi,'  X-p,\a£tf  ij-jtafc*'  .«oer  ^r~  nfébrgpe'd'tindE 
kannen  berekenen ,  en  hierdoor  wordt  dan  dei  taarde  va» 
het  aandeel  des  feM&edeh '  ge^ootte*,  t  indien  me&  bepaaldelijk 
weet.  uit  hoé  vele  tiengaldeiistakken  de  erfenis' bestaat. 

Het  blijkt  hieruit  /  d+t  de  waarde  van  dit'  aandeel,  af  bas* 
keiijk  is  van  '4è  hoegroétheid  der  erfenis.  Ijet  is  echter 
klaar,  dat  hoê  grooter  deze.  is,  haar  juiste  oedrag  des  te 
jtfiiuler  Invloed  tip  ée  waarde  Tan  het?  a/wdflel^a  bedienden 
moet-  hebben  ï  { weajtfli e{  raeh  -  de .  omstandigheid.,  dat  haar 
juiste  bedrag  onbekend  is,  in  rekening  zal  kannen  Arealen  * 
door  haar  gtóor  gefeoeg  té  onderstellen ,  om  te  maken,  dat 
de  zes  grootheden  X/»j  Xjt«frlXa-i,  Xn-s,  X»-s  en  X«-«  als 
gelqkwaardig  megato'  baschottwd" worSen;  en  alsdan  zullen 
deze,  ieder  in  bet  bijaooder-,  de  waarde  'Tan  het  aandeel 
des  bedienden  uitdruiakcta.  "  •„■«!     ■:  --   -. 

Hiertoe  hebben  wïf  wlglÉus  ($)  ófe.Tejgelglriiigen: 
X,  =  oX5  +  *X*-4^#  +  dXa  -f-  eX;  +/X0, 

X7  =Vj«i  +  **•->+■  '«*4  *■#&  +  •*a.  +  /X« 
Xs  =  oX7  +  ■*JE«-J+H*r  rr-  ^4  4::iXi  +  /Xa,  • 

jfci  ie  #x*-t  +  «fik*1-**  «Xw  +  <öU-4  4*  *x**  -i-  /Xn-i; 

nemen  wij  daarvan  dt>  aas* ,  daajrbq  i,  ,   .-...,,, 
"stëUèbae./d«n  tant  er  '     ■>   —  :    ,: 

•  '  *  '       t  >  .-•         -  •      •'.->/ r       r       #  •    '        ' p      r 


i 


o  1 


9.,-,  (X0  +  Xx  +  %i  +  X,  +«4  +  X«)  =?    '- 
•fS.-^(X0  +  Xi  +  xa  +  x8  +  X4  +  X»)}+    " 

#{s:--  (X„  +  x,  +  ïa  +  x,  +  x»^  +  x.)}+ ; 

c{S  — -(Xa  +  Xr  +  Xfl  +  X.-»  +  X-i  4-  x*}-f  . 

«J{S  —  (Xe  +  X,  +  Ïh|.+  X~»  +  38-1*+  X»$+- 

,/S  —  (X0  +  X*4  +  £-»  +Xn.+3U  +  x.}  + 
:ƒƒ&-»  *(X»*  +  X«-«  +  X»4  +  X-»  +  ïp-i  +  X»}. 

-Daar  volgens  (1) 

7  8  iS  ^S  +  *S  +  «S  +  <B  •£  «S  +  /S 
B,  gaan^V-J^ga  vergelijking  de  termen y  dié^S  beVtfUm, 
tegen  elkander  weg;  zoo  wij  voort»  de  teeken«>oinkeeren,eB 
volgens  bqt  aangevoerde  stellen,  dat  Xi»  tss X*a  =  X»-a= 
X*a  =  '  X»*=  X»-s-:=-X.  de  te  berekene»:  waarde  van 
het "  aandeel-des  bedienden  is ,  gaat  de  vergelijking  over  ia 

'■    x0+xI+xa+xi+x4+xs=  -> 

=a*X0+X1+Xa+X,+X4+X.)+*(X0+Xt+Xfl+X,+SK4+ 
#(XA+X1+X,+3X>.>W(X0+X1+4X.)+«(X0+5X-)-h^6X.); 

én«oo/vfg  dan  verder  *  tellen :- 

.1- *-»  =  *»  ,  ,A, 

,    .     i  —  «  —  *  -r  <*  —  <*  =  *> 

•       1  —  B  JJ  *  —  »■—«*  —  •  =  X, 

•Is  wakneeér  :  •  ' 

66,  41        _11        __  6     „     '        l      • 

'  =  9ï'7  =  9r,r-5ï-,-9ïe,1--iï  • 

is  t  vinden  Wij  uit  deze  vergelijking 

v    _  X,+j>X4+gX8+rXa+«XI+«X0  •     .   I 

Hierin  na  voor  X, ,  X4  ,  «»*  dfe  vroeger  berekende  waar- 
den, alsmede;  voor  py  q,  r,  b  en  f  de  getaftanmuutfen 
•Wbatitaerendel,  komt  er,  voor  de  waarde  van  bét  aandeel 
dea  bedienden*  op  de  erfenis , 

X    —  3   6460S 
•  13770cy 

«ven  als  in  de  vorige  oplossing.  .  -'    . 

JU.kksu.ino.  De  achtervolgende  .waarden  X0  ,  X. ,  Xa , 
X.,  #**•  maken  blijkbaar  eene  wedefkeérigB  reeks  nit,  welke 
•de  vergelijking  (3)   tot  betreUringstcn 
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volgens  (5)  is  dan*  ook  .G  s  X,,     •  _. 

vtraardoor  de  vergelijking  (8)-  verandert  in. 

%,  t=  Y.  +  X„  • 

t.esl.  —  K'.  •  .  ...  .  (9). 
LHet  verschil  dos  tusschen  de  waarden,  die  bet  aandeel 
Van  den  .bedienden  heelt,  .in  de  beide  onderstellingen,  dat 
dte  erfenis  uit  een  bepaald'*  getal  yan  ir  tieqgaldenstukken 
fcsUatj  öf  dat  zij  groot  genoeg  ir,  opdat  het  ^nute  getal 
tiengnldenstukken  .van  dezelve  op  jde  waarde?  van  let  aan- 
deel4 geen'  invloed  'hehbe,  wordt'., aange Wenen  döör  den 
dpëfjlcwit*van  x",  U  de  ontwikkeling  van  hekgebroken {III) 
yporjcomende.        •  __  j        ■      *  - 

^  Stellen  wij  in_(9)  »  =  ap  ,  dan  komt  er 

•'    -  '      ••         :     .      I         v"    —  0- 

i|e  ^eeka  (lil)  moét  das  f  vrat  hare  coëfficiënten,  betreft , -xon- 
vei^rend  eindjgen;  . 

^  r  '    -    "        CCX3EKVI.    V  O  O  H  8  T*  *.  • 

v  v  .    Door  P#  Khom.     !" 

^Tïfl*!.  ton»  rehenkunetige  ppeke  van  r&f  tomen  is  teleend, 
dat  de  aom  dor  vie^r  ^  eerste  termeft,  vermenigvuldigd  met 
fan  laatèten,  tot  próduet  geeft  .«000/  en  dat  de  som  der 
yien  laatste  termen,  .  tietpntmgvpfdigd  met  den  eeéeten, 
4488  tot  product  oplevert. ;  Welke  ia  dexe  reekof 
,  Opgelost  door  J.'  S.  S*êijeii,  D.  W<uHiN«jB,"f.  C*-  B*- 
jiijs,  J.,A.  Hansen,  J. 'Ücsmskbrk,  Am.,  P,  Xbojc,  G. 
Koste*,  J.  Temeira  jus  M*rros,  Jr.,  j|.  Sjqwis,  J.JP.  A, 

J?HANgOI»-e«  H.    MlDDELBUROr 

r.  Oplossing  t?«*   J#  S.  Specie* 

Stellen;  wij  voor  de'  terjnen  der  reeks 

L    -        *  —  2y,   *  —  y,!   ar,    j?  +  y,  *  4.  8y, 

dan  is  de  som  der  vier  eejrsta  termen     .    •    .    •    4x  —  in 

én  die  der  vier  laatste    •    . kx  -+-ly, 

zoodat  wij  volgens'  het'  voorstel  hebben  n*e  vergfefiptiagen  _ 

(4*  —  '2y)'(x  +  2y)  =  6000 
en       .         [     .{kx  +  %y)  (x  -  2yJ  ==.4488,:  * 
ofwel         !".        .***  «*-  6ary  -*  4y*  =ï  6Q0O> 
in      -        !.    .   fes  —  6xy  ~  4yfc=3  4*Bfc' 


vi 
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Nemen  ^  ««a  ",flè  -eom  cp  het  verschil  .dezer  vergelgkin- 
gen,  dan 'komt  er.;  "  ""   * 

&**  —  8ya  =  10488  of  xa  —  ya  fcB  i3èi  jv   .    (!l)- 
en  12*y  —   13*2  «f.   ~  v.%flsl  126    .    .    (2). 

Nemen  wij   vervolgens    het   vierkant    vanü(i}y'  è^utellm» 
wij  daarbij  viermaal  het -vierkant  van  (2)  óp,  dan  komt  er 

(,a  _  ya)a   +  kx*y*  =  "(Bil)»    +   4(126)» 

of  ^--ft**)*  ±p  .1782225,    ...  .  . 

-waamit ,  daar  xa  +  y*  niet  negatief  kan  zijn ,  zonder  voor 
*  en  y  onbestaanbare  waarden  op  te  leveren, :  allee»  rolgti: 

Deze  vergelijking  met  (1)  verbindende ,  vinden  wg«"  '■'»< 

*a  ;±:[1323    ëtt-^*  =  42 
waaruit  volgt         t'J •  .  <   -•-•  :  i  -  -  r.-  -. 

jr  =r  ±  2iy3    en.  y  ac  ±«t/3;  x- > 

kunnende  hi^r  «leekt»  gelijktijdig  de  bovenste  en  os)devstë4tee- 
kant  «gebroikt  worden  ^  »  omdat .  volgen»  ■  (2)-  .'het :  pdodnot  t  Jr£ 
jtositjef  nióet  wezen*  ■«:'-•,  *    i«f  f  . 

.    "Wij  hebben  derhalve  voor. dé  gevraagde  treek*:  /; 

•    dr  17|/a,  zfc.lV3,  ±  21i/3T^  di  23y*-<»  ±  2$v*  v. 

.      :  11    .  .  t.CCXXXVH.    V  o  ó  kt  *  ju    .v   •    .  *>•■   ö 

Door  J.  A.  Hawsbv. 

'  Wawnter  er  g&pe  andere  munten  Sn  omloop  w*reri ,  dan 
tochUtozZteuvscke  R$k*d*aldér* ,  tftrriv  HidlaM9€h#i&f9Uh 
•dno/ftWfc  ent  halw  Ducaton*  }  hoe  soit  *•***  dpk  één  guld$m 

*9tkte%$\    ••/.:•:  ■     1     .  '•    '■- 

Opoblobt    door   D.  "W.  Hinse  ,  J.  A.  Hanssn  ,  J.«rJxfcwiU 
uhx*  Ak.7  (*  ,Ko*hb&,  H.  Mivdelmvx*  /  F.j  C.  RLiïf Ijs , 
« Jn6*p«Mla,:J«.  S-mSpbijbr,  J,  Tseuiba.  Bfe.MAVTos,  U,.m 
-A*  Y^Lirimaju  .  .    ..  •  •  V  —  :  rz  2  n  * 

•    .         .OpiiOsaiHa  *a*  D.  W.  Hiwa*.    .  .\  •;!-. 

:Steüen   wij,,  dat  iot    dé  betaling  van  één  gulden  gébrfcikt 
•woüdfi^  <  ftehfete   Zeenwiche  ftÈjksdaalders-y  y  vieoéVÜIt** 
/laiadiche'  R^iUdaakleTii'e»  *  halve  Dacatons,  en  beschouwen 
wij  alUs  jtkiddor  den  betaler  uitgegeven,  dan  it  .'    '7    X 

'  32J*  +  62Jy  •+■  l&7f«  =5S- 100 
&«*<.      ,  13*  -H  25y    ■+■  63*     e    40, 

f  u  dus  .  o?  ;=?  — t* — =  • ; 


» i  • 


«ftfe      ..RLE  O  W  E  .  W.  l&JL  ü  H  DIOE 

of  *  =  3  —  y  —  4*  +  ^ i. 

stoDen.  wij  Tóóreent 

.     .      1  —  W,  —  lis  ri  13«, 
«tan  Tolgt  hieruit- 

l  —  12y  —  13a 

11 

^                                         1  —  *  i—  2a 
of  .     *s=  —  y  —  a +^ -jj > 

en  verder  stellende 

1  ^  9  _2a  =  11*., 
zoo  wordt 

y;=?l  —  2a—  114, 
«  =  —  1  +  a  +  124, 
en  x  _£=  6  -•»  «  —  37& 

Hierin  kannen  na  yoor  «en  6  willekeurige  geheele  ge» 
tallen ,  hetzij  positieve!  hetzij  negatieve,  genomen  worden, 
en  het  aantal  antwoorden  ep  de  vraag  is  dos  oneindig  groot* 

Wanneer  wij  a  =  0  en  4  =  0  nemen,  wordt  s  =  6 , 
jr  z£r .  I  en  s  =:  —  1  >  de  betaling  kan  doe  gescmedep .  met 
6  achtste  Z.  Rjjksd. ,^1  vierde  UolL  Rijksd,,  tegen  terug- 
gave van  1  halve  Ducaton. 

Wil  men  de  achtste  Z.  Rijksd.  niet  gebruiken ,  zoo  stelle 
-men  *  ss  6  en  è  ss  0  j  alsdan  wordt  *  ss  0 ,  jr  ss  ~  11 
en  *  s=  6,  zoodat  de  betaling  met  5  halve  Dac,  te- 
gen teruggave  van  11  vierde  Uoll.  Rijksd.  kan  plaats 
hebben*. 

Wil  men.  zich  van  geene  dertiendhalven  bedienen ,  zoo 
stelle  men  a  =  6  en  4  ==  —  1 ,  waardoor  x  s=  37,  y  ss  0 
en  s  =  —  7  wordt;  in  dit  geval  betaalt  men  met  37  acht- 
ste Z.  Rijksd.  tegen  teruggave  van  7  halve  Ducatons* 
•-  Wil  men  eindelijk  geene  halve  Dncatons  bezigen,  zoo 
stelle  men  «  .  ss  1  en  b  ss  0,  dan  wordt  s  ss  5,  jrss:  — 1 
en  *  ss  0  >  zoodat  de  betaling  geschieden  kan  met  5  achtste 
Z.  Rijksd.  tegen  teruggave  van  1  vierde  Holl.  Rijksd* 

Bij  alle  mogelijke  antwoorden ,  zml  altijd  teruggave  van 
muntstukken  plaats  hebben ,  want  wat  men  ook  voorga. en  t 
neemt ,  moeten  er  altijd  voor  een  of  twee  onzer  onbekenden 
negatieve  getallen  komen*  ■>  Om  dit   duidelijk  te  zien,  leide 
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men  uit  de  gevondene  farmalen  af 

x  -4-  *  =  5  —  25*  en  y  +  2*  =  13*  —  I, 
dan  blijkt ,  dat ,  zoo  geen  der  onbekenden  negatief  zon  we- 
zen ,  5  —  25*  en.  13*  —  1  gelijktijdig  positief  zonden  moe* 
ten  zijn ,  dat  dus  ook  gelijktijdig  *  <  f  en  *  >  Tx¥  *on 
moeten  wezen,  hetgeen,  daar  *  geen  gebroken  zijn  mag, 
onmogelijk  is* 

CCXXXVIII.    Voorstel. 
Door  J.  A.  Hansxn. 
In  oenen  driehoek  ABC  (Fig.  90)  io  uit  C  eene  ijjn  ge- 
trokken,   onjjdende   AB   t»  D.    Zoo  nu  gegeven  i$  AD  = 
•  ==  48 ,  BD  =  *  =  52,  CD  =  e  =  29  en  AC :  BC= 
p  :  q  =  1  :  15,  vraagt  non  AC  en  BC  te  vinden  f  (*) 

Opoelost  tfoor  J.  A.  Hausen  ,  J.  P.  A.  Franoois  ,  D. 
W.  Hihsx,  G.  Kosteh,  U.  Middelbueg,  F.  C.  Radijs,  J. 
Sjoshis,  J.  S.  Spbijeb  0»  J.  Teixeira  de  Mattos,  Je. 

Oplossing  van  J.  A.  Hansen. 
Stellen  wij  AC  =  px,  dan  ia  BC  =  jf*;  laten  wijvoarfs 
mt   C  eene  loodlijn  CE  op  AB  vallen,  dan  is  volgens  eene 
bekende  eigenschap  der  driehoeken 

AC*  =  CD*  +  AD*  —  2.  AD  X  DÉ 
en  BC*  =5  CD*  +  BD*  +  2.  BD  X  DE. 

Uit  elk  dezer  vergelijkingen  2  DE  afzonderende, en  deelzoo 
verkregene  waarden  aan  elkander  gelijk  stellende,  vinden  wij 

CDM-AD*— AC*  BC*— (CD*+BD*) 

AD  ~"  15 

<?*+**—£***  -        y***—» (e*+*a) 
of  — —    —  x  • 

a  o 

Uit  deze  vergelijking  kunnen  wij  verder  achtervolgen*  af- 
leiden : 

.  Ke*+**)  —  *p*x*  =  *****  —  «(«*+**) , 

a(ca+**)  +  *(e»+aa)  =  aq *x*  +  *p*x* , 

—  o?*+*p*  ' 

9  -  ^ ^4^ ' 


(*)  Gismxim ,   jKensi    «>r    Stuurlieden ,  Tweede  Boek ,  XII 
Voomei ,  UT  fzempeL    (Negende  Uitgnnre ,  1774.) 


\ 


I 


*M  N  f  E  O  WE    WIS  KUNDIGE* 

;    x  T   y  aq*+6p* 

•    Stellen   wij   in   deze    formaten  voor  a,   69  c,p  en  q  de 

gegevene  getallen  waarden ,'  dan  komt  er:  

x  =  5,    AC  ±r  /nt  ü  35    en    BC  rr  qx  =  75. 
Wanneer   men   in'tïë    foriütriékt/'' voor  AC  en  BC  geron- 
"S.in\  p  en    f' o-niet  liet  Wbrteheéken  Brengt,  door'/)*  én*  q7- 
IS   den' noemer  *  der  breuk  te  deefcm,  geeft'  dit  rftlen1  $aiï  Se 
'Bewerking  door  Gietèrm^kek  ,  zóndér~bèwijs  opgegeven. 
;  ')  CC3ÓCXDL   'V  ö  o  R  s  tfi  £.   .*.:•-. 

f'  c     ' '■         Dóór  3.  Teixeira' »e  «Mai-toS,  Ja/         ■» 
J    VléV  getallen   te    vinden,  zoodanig  y  dat  %ïïé  eovmen  v'an 
ie  èvide   eerète ,   van   de'  èeide  ntidêeléte  eh  v\m  dé  foïBe 
laatste,,    vierkanten  zijn  ;- dal 'de  wortel*  uit  de  eereteen 
"tkatste  lommen   toi   elkander  staan  aft  l  tot  2£  en  dat  de 
9ëtok  va*  Hei  eerete  en  derde  getal ,  tot  die  van  het  tweede 
en  vierde  staat \  ah  2  tot  3. 
OpgbloW  ïboï  'F.  'Cr  JU* ijs/  S.  k.  H>nssn,  J.  Hbbms- 

KE&K,     A-BZ.,'D.'    W,-  HrósB,    G.  XoSTmf^.    MlDDBLBUfitf 

"SÏ&  ö^zijer,  J.  Teixbïra  db  Matto*,  Jr.  en  J.  Siotort. 
r.     :.         :>.     Opxossiho  van  F.  C.  Radijs.   ■* 
Stelt  WnHde  gelatten  doar  ]x\  y^x  en  v  voor,  dan  is 
volgens  de  Iweédtf  voorwaarde  v' 

of  ^4(jr  +  y)  =r  *  -^  *    .....    (1); 

erf r  volgens  ie  derde  voorwaarde 

*  +  *-y  +r  =  2  :3  ! 

of        .'  3f*  +n)=2(y^-v) '. •  . ;V'.    .    (2). 

Lost'  "<mVn   de f  vétgeBJfcingeri   (ij  en   (2) 'ten  opzigte  van 
af  en  y  op ,  dan  vinth:  men 

'x  =  i( i  4-  »)    en    y  =  |(3*  —  v) , 
zoodat  men  üt  ptaats'vtni  de  fcqstfilde  getallen  heeft 
%     '  #(♦ +-  *),  J(3s  —  *),  *  en  v. 

Voor   de    som   der  beide   eerste  getallen ,   vindt  men  *u 

11 |(*  "^  Vi°>>V  ^  W  CU  ^  # 

terwijl  de  iom  dei*  oeidë'  laatste'  i : '+' 'i^ïgj  volgens*  'de'eerste 
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voorwaarde  moeten  dus  nog  J(*  +  vf,  J(7*  —  t/)ena  +  » 
vierkanten   zijn ,  mafar*  iVrdien  \{z  +  t?)  een  vierkant  is ,  zél 
*  -f-  V  dit'  natuurlijk  ook  zijn,'  zoodat  wij  slechts  |(s  -f-'  o)  , 
«ett'  J(7*  —  v)  tot  vierkanten  te  maken  hebben.  '  Stellen  w$ 
daartoe  -■ 

f  (*  +  v)  »  O  —  q)*    eh    |(7*  —  v)  =r  O  +  »% 
•AkW  (v&tden    wij ,    door  s  en  v'  uit  deze  Vergelijkingen  -óp  te 
baten  *    •. 

sss/^-H^    en    *  =  3pa  —  Spg  +  jjraj    •""  * 
hierdoor  ~vrorcfa^ 

§(t>  —  ar)  =  />*  -  hpq  +  j«"    en     *(3*  —  v)  =  2pq,h 
zoodat  dan  de  begeerde  getallen  zijn 

/*  — .  Vf  +V  >  2/V  i^'  +  f2     en     3>9  —  8pq  +  3?*. 

Ia  deze* vormen,  die  aan  al  de  gestelde  voorwaarden  vol- 
doen ,  kan  men  voor  p  en  q  willekeurige  waarden  nemen ; 
•telt  men  b.  v.  p  ^r  4  en  q  ^1,  zoo  vindt  men  voor  de 
verlangde  getallen  1,  8,  17  en  19;  enz.  '  ' 

Om  positieve  getallen  te  bekomen/'  zal' men  p  en  q  zoo- 
danig moeten  nemen ,  dat  het  Vierkant  van  hun  verschil 
grooter  u  dan  ftuh  dubbel  product;  want  alsdan  heeft  méflf 

*?  —  -%r.+  fV>^rY»     ^ 
waaruit  volgt  '  f1  +  q*  >  kpq  ' 

en  3p*  -f-  V>  12/^,  '  * 

zoodat  men  dan  ook  heeft 

3p*  +  8j»>  «Swr, 

en  bijgevolg  al  de  getallen  positief  worden. 

CCXI*     V  Q-  O  H  s  T  s  i. 

Door  S.  Dix ,  Coeksz. 

Uit  een  paruboliech  tegmeht,  fepaald  door  eene  koorde, 
welke  loodregt  op  de  qe  atayt ,  te  een  gelijkvormig  deel 
uitgesneden,  hetwelk  -  tot  het  eerêtèii  reden  staat  ah  Itot 
nu  Men  vraagt  naar  het  senamrtepunt  van  het  overblijvend* 
gedeelte t  '  [' 

üpoju-qst   door  J.   A.;  JhU*&™>   £>  C  Radijs  e*&.  S. 

Spxxjuu 

0?x*8aip*.M».  J..A»  IU»*Btf». 

:  i    Set  vraagstuk. bepaal!  niet ,  koe   uit  liet  gegeven  segnaait 
,  .be^ndagpaaa  gelgkvproiifö  is  *  mtgeatteden ;  "wg  «emen  dus 
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aan,  dat  dit   zoo   geschied  .gij,  dat  ran  de  beide  segmenten 
de  assen  en  de  koorden  langs  eikander  Tallen. 

Laat  dan  BAC  (Fig.  91)  bet  gegevene  en  bac  het  daaruit 
gesnedene  segment  zijn;  zij  Z'  het  zwaartepunt  Tan  BAC, 
Z*  dat  van  bac  en  Z  dat  Tan  het  overblijvende  gedeelte 
BAC cab,  dan  is ,  volgens  de  theorie  der  zwaartepunten, 
PZ'x/*a.BAC  =  PZ'xr»A.bac-hPZxC/»ABAC-/ilAJbac)i 
maar  zoo  als  men  weet  (Zie  I.  R.  Schmidt,  Beg.  der  Si+- 
tic*.  $97)  is  PZ'  =  f  AP  en  PZ*  =  faP,  wg hebben alxoo 
}  APx/itA.BAC  =  fa  Px  Inh.b  a  c  +PZx(I*h.hAC—Inh.b  a  c) 
of,  door  f  AP  x  Inh*  BAC  deelende  en  de  termen  ver- 
plaatsende , 

PZ   /         Jwfl.bacV  ^  a2       J»iU>ac 

1  AP  \         Inh.B AC/  —  AP  X  /nUAC' 

Na  is' volgens  de  opgave 

/«A.bac  :  J*  A.B  AC  =  1  :  m; 
en  daar ,   in   gelijkvormige  figuren ,   de  gelijkstandige  lijnen 
evenredig  zijn  met  de  vierkantswortels  uit  de  inhouden, 

aP  :  AP=  1  :  y/m} 
zoo  wij  nu  in  de  vorige  vergelijking  de  verhoudingen 

Inhh a c  1  aP  _      1 

JnA.BAC         7z    e"    AP  — '_  ~y/m 
substitueren  ,  verandert  zij  in 

waarnit  gemakkelijk  afgeleid  wordt 

PZ 
**AP  ("  ~  1^"1  =  *|/*  ~  *  ' 

of  ook  pz  =  f.5!rl^x  AP. 


Door  deze  formule  de  afstand  PZ*  bekend  wordende,  is 
hierdoor  de  plaats  van  het  zwaartepunt  Z  gevonden!  >  *  - 

Was  het  gelijkvormige  segment  uit  het  gegevene  zoodanig 
gesneden,  dat  de  assen  en  de  toppen  in  elkander  vielen , 
zoo  als  in  Fig*  92,  dan  zon  even  zoeter  bepaling  Tan  het 
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cwaartefaat  2  Tan  bet  orsriMijronde  gedetlte,  deibrtnule  ,, 

AZ  =  |.  ^=^  X  AP 

*  ■ 

gevonden  worden* 

CCXLL      VOORSCTBI" 

Door  F»  C  Radijs* 

In  tenen  bel  ie  een  regie  cirkelvormige  kegel  èeechra» 
ven ;  deze  kegel  wordt ,  door  het  vlak  van  eenen  greoten 
cirkel  dee  lolt ,  volgene  eene  ellipe  geenedeiu  Men  vraagt 
de  verhouding  te  vinden  tueechen  de  inhouden  van  die  eU 
iipe  en  van  dien  groeten  cirkel  f 

Ooelost  door  J.  S.  Sfeijer,  J.  P.  A.  Fravcoxs,  D. 
W.  Uin«,  G.  Koste*,  H.  Middelburg  *»  J.  Sjobnis. 

Oflossing  va»  J«  S.  SrsijBB* 

Laat  ABC  (Fig,  93)  een  assedriehoefc  des  kegels ,  loodregt 
op  het  snijdende  vlak  genomen,  voorstellen;  zij  verder  CP 
de  as  des  kegels ,  M  het  middelpunt  en  ABECD  een  grooto 
cirkel  van  den  bol ,  waarin  de  kegel  beschreven  is ,  DE  de 
midd ellijn  ,  volgens  welke  de  laatstgenoemde  cirkel  door 
het  snijdende  vlak  gesneden  wordt ,  en  F1GK  de  bedoelde 
ellips ,  FG  tot  groote  as  hebbende. 

Deelen  wij  dan  FG  in  H  middendoor,  en  brengen,  wij  door 
net  pont  H  een  vlak,  evenwijdig  met  het  grondvlak  des 
kegels ,  dan  snijdt  dit  vlak  den  kegel  volgens  eenen  cirkel 
LKNIj  en  de  ellips  volgens  eene  lijn  IK,  die  dan  de  kleine 
as  der  eiüps  is» 

Zq  na  gegeven  de  halve  tophoek  des  kegels  ACP=BCP=*t, 
de  hoek  waaronder  het  snijdende  vlak  de  as  des  kegels 
snijdt  CMG  =  0 ,  dan  is  hoek  CGM  =,  180°  —  (*  H-  P), 
hoek  CFG  S=  0  —  «,  hoek  BGN  =  0  +  *,  hoek  HNG= 
S0°  *•  «eo  hoek  FLH  =  90°  -+-  *',  stellen  wij  verder  den 
straal  des  bols  CM  rs  r,  de  halve  groote  as  der  ellips 
F H  =  HG  =  a,  de  halve  kleine  as  £H  s:  UI  =  6,  dan 
hebben  wij: 
uit  den  driehoek  MGC , 

„„  _  CMSfoCMG  _      rSinf 

GC—    &H.CGU     ~  &»(|M>«)' 
uit  den  driehoek  CFG,         :       ' 
I.  Dra»  G,g 


«O*         «  I  E(t)  W  E  .flf.I  ,$  K  VVD  IC  E 


PP  -•—  VW*JM— * vw  _  nn  ■.■■■■■     ^^    • 

&».CFG    — ;    .  'Sin.(fi-a)~mSin4p+*)Sintf-*.y 

en  dus  a  =  |l?Cj=  .c.    /fl ïï 

uit  den  driehoek  GttN, 

tl„       HG&it.HGN         aSin.(p+*) 
Siii.HNG  Cos*      ' 

•  •  • 

uit  den  driehoek  LH  F, 

T  ,._FHSt»tXFtf  __  gSe«.(g-«) 
Si«.FLH     -*:      Cot*     '* 
en  uil  den  cirkel  LKNI, 

...    .    «!•  =  HN  x  LH  =  **&&?. =fci 

Co*.** 


*  *  .  < 


dat        *  =  KH  ^  ^•««•(0  +  *)  &'«■»  ^  *>  * 

of,  hierin  voor  a  de  'bovengevondene  waarde  .stellende , 

rSinfiSin* 

Noemen  wfj  nu  den  inhoud  der  ellips  I,  dien  des  grooten 
cirkels  I',  dan  »  gelijk  men  weet  I  rz  ob*  en  I'  =  r*»; 
wij  hebben  dus 

I  :  1'  =±  «t  >  r* 
welke   evenredigheid,   door  daarin  voor  a  en  è  de  verkre- 
fcene  waarden  te  substh  neren ,  overgaat  in    • 

of     1:1'=  Siu.*pSin.*xCo8.*  :  l/{&'*.(0^)&V0-^)}  s. 

CGXL1J.    Voomsvsi* 
Door  F.  C.  Radijs, 
In  wélkè  reden  Wrik  d*  kogel,  in  kei  toorgaand*  vraag  - 
"Huk  MMi,  dooï  kot  enydtnde  vlak  verdeeld  t 
*    OroBLOiT  door  J.   &  S*ei|*r,  J.  P.   A*  Fbahoois,  D. 

V.   HlKSB,  G-    KoiTBR,    U.  lllDDEXSmo    S«   J.  SjOXNlS. 

Qplossikg  eau  J.  SU  Spxijsk. 
Laten    wij,    uit   den    top   dea    kegels,   eene  loodlijn  CO 
(Fig.  93)   op  het  mijdende  vlak  FG  neder ,  dan  hebbea  wij 
voor  den  inhoud  van   het  bovenstuk  OÜNCGIj  <^t  van  den 
kegel  afgesneden  woedt  r 

Ink.  Bonnet.  =  f  CO  X  Inh.  BUipo  ESJSL 


V.O  O'B'S'T  tr 


M2  e«  243-      4» 


4t?        «  l  £  U  WE     W  IS  KI)  H  D  l  G  E 

cirkel  f  doek  in  deezetfe  vlak  gelegen ,  verlangt  men  den 
inhoud  te  vinden  van  het  ligchaam ,  dat  door  de  omwente- 
ling der  drie  gezamenlijk*  eegmenten  wordt  voortgebragtt 

Opgelost  door  I.  Sjobwis* 
Oplossing  van  J.  Sjoenis. 

Zij  Z  (Fig.  94)  het  middelpunt  en  dus  levens  het  zwaar- 
tepunt van  den  cirkel ,  Z*  het'  zwaartepunt  van  den  drie- 
hoek en  XY  de  omwenteling» -ai.  Latende  dan  uit  Z  en  Z' 
lóodlijnen  ZA  en  ZrB  op  XT  vallen,  dan  kannen  wij  deze 
*I*  gegeven  aanmerken ,  gelijk  ook  de  inhouden  van  den 
cirkel  en  van  den  driehoek* 

Stellen  wij  das.  den  inhoud  des  cirkels  door  p,  dien  des 
driehoeks  door  q  voor  en  zij  ZA  =  r',  Z'B  —  r%  dan  ia, 
volgens  den  regel  van  Guldix, 

JnA.  omw.  cirk.  =  2*t'/* 
en  Ink.  omw.  drieh.  =  2nr*q; 

nemen  wij  na  het  verschil  van  deze  inhouden ,  dan  zal  dit 
verschil  de  inhoud  zijn  van  het  ligchaam,  door  de  omwen- 
teling der  gezamenlijke  segmenten  ontstaande.  Dezen  gevraag- 
den inhoud  X  noemende  f  hebben  wij  alzoo  onmiddel  tijk 

X=  2*(r>  —  r'q). 

Wie  de  driehoek  gelijkzijdig ,  dan  zon  het  punt  Z'  in  Z 
vallen  en  dos  r*  s=  r9  zijn;  den  straal  des  cirkels  r  noe- 
mende ,  zooden  wij  in  dit  geval  verder  hebben  p  sz  r*w 
Mf=  Jra  \/Z ,  en  bijgevolg 

X=2irrf(p-y)  =  25rr,(ra!r-|r»i/3J  =  W  r»(4«— 3\/Z). 

CCXL1V.    Voohsvbl. 
Door  F.  C.  Radijs. 
Men  begeert  t    in    een   gegeven  parallelogram9  een  vier- 
kant te  beschrijven,  zoodanig,  dat  één  kookpunt  de§  vier* 
kants  in  elke  nyde  van  het  parallelogram  valt  f 

Opgelost  door  J.  S.  Spbijer.  an  F.  C.  Radijs. 
Oploosino  om  F»  C.  Radijs. 
Zij  ABCD  (Fig.  95)  het  gegevene  parallelogram,  en  on* 
derstellen  wij ,  dat  het  *  vierkant  EFGH  daarin  beschreven 
ware,  dan  komt  het  er  slechts  op  aan,  om  AH  en  AE  te 
bepalen.  Stellen  wij  das  AH  =  «r ,  AE  =  jr  en  Iaat  ge- 
geven zijn  AD  =  a ,  AB  =r  b  en  hoek  BAD  =r  « ,  dan  is 
BEs^y^nBDss-x;  maar  de  driehoeken  EBP 


« 
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en  HDG   sijn   gelijk 'en  gelijkvormig,  omdat  hunne  zijden 
evenwijdig  looperi   en  bovendien  EF  ss  HG  ü;  bijgevolg  ia 
ook  BF  ss  HO  ss  .«•.  — ;  *     Zq  verder  *o#A  AEH  ss  dfcj, 
HE  =  EF  =  *,  dan  is  ftoe*  AHE  =  180°  —  (*-+  #*• 
Am*  EBF  s=  180°  —  «,  Ao«*  FEB  ss  90°  —  <p  en 
Ao*A  EFB  =  «  +  tf>  —  90°. 
Na  volgt  uit  dea  driehoek  ACH', 

A£  :  HE  ss  &'«.  AHE  :  Sim.  HAE, 
AH  :  HE  se  &*  AEH  :  Sm.  HAK} 
e»  uit  den  driehoek  EBF, 

BF  :  EF  =  &*;F£B  :  &*  EBF, 
6E  :  EF  =  &'«♦  EFB  :  St*.  EBF; 
soodnt  wi}  ▼oigens  de  gestelde  nötatiéa  hebben* 

y  :  f=:"S*f«  +  0)  :  &*+r 
9  :  *  =  &**•$  :  iSiiietf  ,>.    . 
a  —  ar  :  *  3=  £»«,$  :  J5tn««> 
A  —  y  :  ft  -s  —  C«#.(«  -K$)  ï  &««*, 
waaruit  volgt 

»&-«.(«+0      ......   .   m 


»* 


&*$  =  =-£= ,.  ..    (2), 


* 


>  ■     ". 


Door  .de  vergelijkingen  (1)  en  (4)  Tan  elkander  af  te  trek- 
ken, komt  er 

è  as  ^{««•(•+*)-Cw-(*+*)} 
of  *a  ontwikkeling  van  &*•(«+$)  en  £fot.(<H-0)  -    ** 

hierin  voor  Sinj>  en  Co$4  de  waarden  (2)  en  (3)  sobtfr 
toerende ,  kont  er' 

,Bs5r — "ï  *  «"-    '    '' 

waaruit  gevonden  wordt 

Gg3 


T 

r 


4fe         NIEIWÏ    Wl'StüNDTGÊ 


i-      i 


de^  wrgeï^kin^  (1)    geeft    rerd*r ,—  na  "ontwikkeling  nn 

door  hierin  de  waarden  (2)  em'(3)  over  tö  Krengen 
y  =,  (o—*)  StaH-  '*©•*■  *=  «W^-  *(&**  —  Co»**}, 
en   door  hierin  'verfölgens  de*  w«aT<hr(6)' Voot*  r  te  suhsti-» 
toeren,  na  herleiding  /i<!  '  i •-  a 


__  _  V(  .  -j-j 

Door  (5)  em(6)  cfe  baarden-  vto*jr  en  y  Acfcend  wonhüdgy 
ia  alzoo  het  Yroagsfc^t  dtifor  .  tantetfnzpajagelqjt. 

De  roor  x  en  y  gevoridene^waerden  sgeren  eene  gemak* 
kelijke  constructie  aan  de  hand,  em  iftt  .vieifcant  in  het  ge- 
gerene  parajkiogram ;  te  besohrijven.r-Men  £rekké  namelijk 
Cl  loodregt  op  AB,  make  IE  -r  Cl  en  stelle 'JLW .,  uit' het 
midden  van  AK ,  loodregt  öp  AR,-  dan  zal  bet  punt  H, 
waar  deze  laatste  loodtijn,  &"iï)de  AtTdes  paraüelograma 
snijdt ,  een  hoekpunt  des  vierbwtó  ',«ijn  7  wanjt  door  deze 
cbns'tractie'  Heeft  inen:'  -V»—» 

m    CI==CBxSiii.CBI»AI)K^Sfti.BAD=:a&ji4f, 
BI=BC  ^Cis.CBI==AaxCof.FAb==aCw^f 
AK=rAB+B[-CI-c^  +  a(4?bt^^yM) 

hetgeen  juist  de  voor  *  —  AU  berekende  waarde  aa^.f 

Trekt  men  even  zoo  AM  loodregt  op  BC*  maakt  men 
MN  =  AM  en  stelt  inen  OG  loodregt  op  temidden  van 
CN,  dan  zal  ook  bat  pont  Gewaar,  de**  lo^a;  CB^^pfy 
een  hoekpunt  dea  vierkants  zijn  ;  want  door  Kiese  constructie 
xilMéii  «ftiniMti',  dA  XÜ&  ==  AE  Jhtó  aVjflor  TTgevon- 
deo*  jwoarde,  (6j  verkrötf,  Do^ije  fceid>  ^oo.l 
eerde  hoekpunten,   is   dan  nu   ook  het  geheeje  .vier] 


V*0>0  B  8  T&L  L  Er  N^  W*.<m  eirStó.    ;«ö 

Is  echter  neven»  «  =r  90°  ook  ori,  dan  wdrdt  x  rs  £ 
en  y  ^=rgi,  in  :*«*' t3at|{tfV  Jfc»;  *oav je^ariMbqpé&M  aan- 
lal   vierkantende*!*!*^  &\  =  a,    vindt 

men  door. de  «om  van  ^  e*  ^fyte  nenMi,  *  +"3f  := 
o(&c*  —   l^i^a)    +   a;   hierin   wordt  ^oor  *  zz±  90*», 

•&c»  2=  J^*»,-*»*.  dét-  *  4f  ^^tifcötfri-een  vierkant 
in  een  vierkant  te  coi^roetfeft^kao  sten  a^to  voor  J' eene 
willekeurige  w*a*dVen  |r6&otgè^yhr~*r~  *£  nemen» 

2«;  Hél  vierkant  totV  feéftfel  •binnlétt  fafet  parailelograéi  VaUen, 
indien- ren  y  beide  pomütet  en  \teVeka4*  <  tt^m  >*<***; 
biertoe*  wordt   gevorderd ,  indien  wij  «  scherp  ofidtrMeUéü^ 

•dat  menhfetfce-^  : -\' J    i-  •.      i     •>;     • 

,  abmtide    •£>a(&*4^£e*fe')   'en    i<a(8^i^4-C?ötvii).     '   \. 

'Mëjften  dere  Toor weerden 'Met  :v*i4a  ld  eijtij  den  tlijft  de 

'  ojjgegevehe   ^onstroclie  •  4cMfde^   «mi*  '4b  Vierkaaten  (et  em&- 

sfrueren ,  «waarvan-  dis  hoekpunten  op^de  aijdeh  >van  thétpa- 

raflelëgraw  ef  ef  het  verlengde  vak  <fce  «jdétt  "vallen/   fabe 

constructie   hebben    wij   in  •  Füg»   96  voorgesteld»,  wak»  i  •Hes 

^ddordeseliae  letters  als'  irt  fig»  9^4s'aangeweaen«  :    ■  ■>  ; 

•  Twee  punten  gegüeen  stonde,  werd*  nmar  ée  meetkitneÉi^e 
"piaatè  van  otter  andere  punten  gevraagd}  Hè  toedanig  &- 
iegen  %yn,  dat  de  heide  votretralen,  vit  dé  gvgevem  pm*- 
ten  naar  'dia  andere  ptènten  getrokken,  eèW  efsndwettf  fin- 
duet  hebben* 

en'  'T%   ft  Radijs*    :  •  '/*  /—  ;  /     •   j»    r.  \-  s 

Opi.ossimo  *m. J*&4psf»jjefe'    >  - 

Late»  A  •ma  B  (-Ég,  97)  de  gegeven»  poriten»*  dets*hrer 

.  afttatfi  AB  =i  2*  rijp,   en   «ij-*»  bet  standvastige,  prodsfft 

'der  -voerfftralem     M»n  deele  de:  lijn  AB  middendoor  in.ft, 

4  en1  neme  O  tot  oorsprong  dei?  onderttag  regÖ»ekige  fiftifcdp 

'*iaten,  Östnede   AB   tot  «ft  d^abfrcisaèAja^.^es  d**;je 

fafeeUunatige  plaat»  der  ponteé  i|ÉV  te  bepafeö^  ttekk* }»fMe 

*rw*ra*e*  AM  <en  *¥/als*ede>  dé  lo^limrMfl^ij|f 

dan  is   OP  =  x  en  PM  =  y  stellendei   APtPibJP  j?r*f 

Og4 


/ 


JXJEJD.W  K>  f  ISiqNBIOE 
en  bijgevolg 

aa   ontwikkeling  hebbeit  wq  dns  voor  de  vergenjking  der 
meeüounstige  plaat* 

Uit  dese  vergelijking  ya  afzonderende,  komt  er 

y  a  =  -  {*a+*a)  ±  |/(*4+4na.*a) , 
maar  hierin  is  alleen  Jiet  boveueje  toeken  bruikbaar,  omdat 

.«aden  y?  negatief  en  du»  y  onbestaanbaar  zon  worde»;  wf 
>ebben  dn»  alleen  * 

y*  =  —  (a*+*«)  +  i/(*4+4aa*a)  p  •  •  (2> 
Omdat  in  dese  vergelijking  slechts  evene  magten  van  x  en 
y  voorkomen ^  soo  volgt  hieruit,  dat de  kromme  lijn,  4ie 
4e  bedoelde  jneetkunstige  plaats  uitmaakt,  door  de  coördina- 
ten-aaien  in  vier  gelijke  en  gelijkvormige  deelen  verdeeld 
wordt  |  soodat  liet  onderzoek  naar  dese  kromme  lijn  zich 
elscbta  tot  een  dezer  deelen ,  b«  v«  dat,  waarvoor  sea| 
zijn,  behoeft  te  bepalen* 

Neemt  men  in  (2)  x  =r  0,  dan  wordt  jrs±|/(** — **)• 
Naargelang  ^  >  af  i=  a  of  i  <  a  is,  wordt  dese 
waarde  voor  y  begaanbaar  9  nol  of  onbeataanbaar ,  en  zal 
dus  de  kromme  de  as  der  y  in  twee  punten  snijden,  of 
door  den  oorsprong  gun,  of  gaene  punten  met  de  as  der  y 
gemeen  hebben*    • 

.  Ondemoeken  wij  elk  dezer  gevallen  afzonderlijk» 

EetêU  g*9*l;  è  >  a  zijnde* 
Als   nu  is   voqr   *  =  0,  y  =  ± y/{b%  —  aa) ;   neemt 
men    dus  AT  zsz  AT'  =  è,   dan  zijn  T  en  T'  de  punten, 
«f nar  de  kromme  de  as  der  y  .snijdt»  . 

s/okmt  y  =3S  0,  vindt  men  uit  (1)  (*a  —  a3)*  =r  èl  en 
dat  x^  s  •'  ±  5a;  uit  de  onderstelling,  dat  è  >  m  is, 
kan  hier  alleen  het  bovenste  teeken  gebruikt  worden,  daar 
anders  X  onbestaanbaar  sou  "wezen  j  voor  y  ss  0  is  alsoo 
alleen  s  s=  ±  ik*(«a  +  **)>  neemt  men  dus  OX  =  OXr 
•sö  t/(aB  +  *a) »  °*  wat  °P  fe«t**lfde  nederkomt  YX as  TXT 
>rs  aySi  dan  zijn  X  en  X'  de  punten,  weer  de  kresnme 
de  as  der  *  snijdt 


>  Y  O  O  $  6  T  £  L  L  E  N.    N?.  34&  K6 

,    IHgkens   (%)  aal   y  onbestaanbaar   w,ardeir,   indien  men 

...         *»  +.  ,*>  |/(J4  +  ka*x*) , 
•*  +  2«*jra  •+-  jr4  >  *4  +  4*»x*, 
•    -    ;"  (•*  ^-  **)•  >  *4; 

dat  is ,  naargelang  «r  <  of  >  a  is , 
M  "  «•  —  **>  *a    of  rx*  —  «r»  >  *• 

en  *•<«»  —  **    of    *«  >  «»  +  **; 

de  eerste  dezer  ongelijkheden  zal ,  -wegens  b'  >  a  nimmer 
kannen  plaats  hebben ,  zonder  dat  x  zelve  onbestaanbaar 
«$;  de  tweede  toont'  aan,  dat  y  onbestaanbaar  wordende 
▼oor  ±  *  >  |/(*a  +  **) >  de  kromme  lijn  zich  niet  ver- 
der dan  tot  in  X  eti  X'  van  de  as  der  y  Verwijderen  kan. 
Uk  (1)  vt*  afzonderende  9  vinden  wij 

biendt    blijkt^    dat    x  onbestaanbaar    zal   worden,  indien- 
en b* 
l**y*  >  *4  of  y  >  ^-  is*    Voor .y  =  —  ,   wordt  ar»   =■ 


£*4  __  J4  %  b* 

;  zoo  lang  ira  b*  <  2«a  m  ,  komen  met  y  =  -~ 
*»a  ...  *• 

twee    bestaanbare    waarden    voor  x  overeen,   en.  is    dus 

'•v  ^  — 'een  maximum.     Dit  zelfde  besluit  kan  men  uit  de 

differentiaal  qnotiëaien  afleiden. 

'  Differentiëren  wij  daartoe  de  vergelijking  (1)  twee'acfc- 
tereeoTolgende  malen ,  bij  de  tweede  differentiatie  <!y  als 
veranderlijk  en  fc  als  standvastig  aanmerkende,  dan  vin- 
den wq  ^ 

y*y(«a  +  **  +  ya)  —  ***(••  —  *a  —  ya)  =  0 
en 

y*  y(na+^a+yaM«a--y,,--3*a)^a+4«y  **tfy+(*^*a+3yaJ*y«=r<i 
waaruit,  ter  bekorting  —  — :  f  en  rr-^  =  9  stellende,  volgt 


_  *(ga-<ra— ya) 

• '  ~"  y(*a+*a-hya)   ••••••••(*) 

^a~ya^34Fa)--43f|iP~(na+saH>3ya)pa 

en    *  -  1 y(«a+*a+ya) . •  «■ 

■  -Ha  «Ij»  5^  0  worden,  indien  •«*  =  •*—,*  of  indien 

GgS' 


»  r 

J 


x  T=z  O'  Woi-dl   gfcnömêfti  ktmtaeittb   j^dn  «ader»  mnüttes 
voor  jt  ,  p  :i3  0  maken.  :    *  * 

Nemende   nu*  ïh  cfr  eerste  plaats   x^'=f  «4  —  jr*',  daur 

wordt,  volgens  (3),  IV-^^ny   =3  ftQ   en  dos  y  =  — , 

^  4ÊÊ& 

waarmede  oveipenaAeml  aj=s,         ;   j -*  terwijl  p  z=  Q 


2? 


.••;• 


.  / 


*  i  i  •  '     • 

J  .»..  ,'»..  A  t  ••'.."6-..  I  '.04, 

Jaag  derhalre   als  *a   <  3«a   js,   wor#  V0H?vy  33  gj, 

*.4ie«t4anlMtV.y  Pr  Wl   en,0  negadef, '^.b^olg  ia"J3=  ^ 

een  maximum.  Dit  maximum' Vervalt  e'fchter;  ihifien1**^  Ja*  is. 
Nemende   in   Ae  "tweede  plaats  "X  =2  87  <lan  is,  volgens 
(2) ,   y  =3  l/f*a',—  •*)  >   eil   aiïar  £  —  °   ** ,  volgéks  (5) 

m  tl 

V=        ''"" — -t;    deze  waarde  vtt  >  il  posttiefCof  tiega- 

4ief  naar  gelang  b*  r<  2a3  of  *a  >  2a*  is,,  blpgevofg  is 
jp  —  0  zijnde ,  y  =:  \/(6*  —  *a)  ©en  minimum ,  indien 
è2  <  2aa,"en  een  maximum,  indien  '6*  >  2*a  is.  bitüen 
6a  =3:  2aa  ware,  zou  voor  *  3=  0  gelijktijdig  p  rsJJ.  en 
q  3=  0  zijn;  maken  wij  voor  dat  geval  de  differentiaal-quo- 

2T»y        2T4y 
tiënten  — -^  en  -r^  «p,  in  de  onderstelling,  datj?  =  0  en 

y  —  Q  is ,  dan  vinden  wij 

*T*  ~  ""  y(«a+*a+ya)      **4  —      yf*****-***)' 


r\      . 


=      0,       ,      =      «,      £-,      = 


}    '  \  J 


als   na  wordt   voor    x  3=   0,    y   =   a,   ^  3  0  ,« 

1-?  33  —  — -  ,    zoodat  dan   voor  ,s  =  0 ,   y  =  a  een 
^4-^        2**': 

maximum  is. 

.  Dit   dit  alles  volgt  na ,  AW  *  >  tf  s^nde  de  kromme  lijn 

de  gedaante  van   Fig.  97,  'ïig.'Sfc  óf' Fig.  99  zal  hebben, 

.^argelang  ia  >  2aa  ,   »a  !È3  2*^    óf  ^  <  *■•_  js.%   In  de 


beide  eerste  fignreri   Ss;  alléén '  *>or   x=  0,  y  eeh  maxi- 

:niuni;4maar^iHê::aeraé;1^  vbdr^y*  0,  y'een 

>  *     •  • 


»ï  V'  G  O  ft  4  f» £  £  L'  E  ft.    N°.  24d.  46T 

muumam  en  voor  *jig.  ;,  V  ja,?,  ».»-'_•:»  IC  «**  ♦WFBPWW»  ** 

dit  Haftte^togtm*  mo^t  aÖ8r3ërkrbrtirtie:1^n  btigpatateri  héb- 
ben ,  »w$ïker  plaats '  'titelt*  doön  f  ~2  O1  te:  stellen  zod  kunnen 

baaien,    •  .•...■...?,:•    j»  "    -     "<    ;■••; 

In  dit  geval  wordt  de  vergelijking  (tjh 

waaruit  MljU/idat  Am  ode  knstnmi  lijn* etfe^gewoae  'Imh 
futcate  is,  die  de  gedaante  van  JÊig.  100  heeft.  OMdatf 
tooi**  jr  sasl  <M>ofc:y.  es  0  wordt,  'gaat  29  ^cst^  dein  oor- 
*p«bbg  O-fViOita'ibétiypan^iO^eeint^  wlgem  (4),  f/»  denton*  $ 
aan;  schrijven  wij  echter  de  vergelijking  in  de*  gedaante'    /v 

:•»   ;.  r   !    f  •        *      1)    >       .  v.      '>^%'<<   w    » 

dan  «en  wü,   dat.  voor  x  ^  0  en  <3hZZQl<i — l  ~  1 »  dus 

• .  -  -  — -— -    *-   -     -  -  ...      t 


v  -;_ 


7^,==  d}'Aj*iy»  =  ±  1  wordt  j;  de  kromme  Ijjn  heeft  du* 

in  het  pont  O  twee  raakjijnfln.,  die  de  assen 'aer  coördina- 
ten onder  hoeken  van  45°  snijden*  .  J- 

.         y   ~.  \tf.     —  .,  !/(4a^^) 

Als   nn  wordt  voor   y  ^s-^-  =  |at  x  ==  ^-^ 

2a  Za     , 

aas1  |rt|/^ )> —^   *n»f  tsfc—':— *    ieo'dit  y  =   >*e» 

«0, 

maximum  is.  Verder  hebben  wij  voor  de  punjen  der.krom- 
me.  die  zich  het  verst  van  de  as  der  y  verwijderen,  in  dit 
geval  OX  =  OX'  =  «|/2- 

Derde  geval;  b  <^  a  zijnde. 
In  dit  jgevkl    wordt,    voor    *  —  0,  y  onbestaanbaar;  de 
kromme   lijn   snijdt    dus   de   as   der    y  niet.    Voor  y  =  0, 

« 

wordt  fctt  volgens  (3>  ^r  r=  d^"|/(«B  ztf  #)>  nemende  dos 
(Kg.  101}  OX  =  *Oi'~=  ^/fc?  +  **)  en  OV  =  OV'  — ; 
|/(»a  —  5a)^  'dejf  zutlen  X/X',  V  en  V'  de  nanlen  zgn^ 
waarin  de  kromme  lijn  de  as,  der  x  snijdt.    , 

Zoo  alav  3i~  hei  eerste  '.ceVal  'k  aangetoond,  xal~y  'onbe- 
staanbaar wezen,  indien  men  heefL.,   ,•-,-., 

geene  pamttar^gcr  krwnijw  Jbg^nnr^gprire^d^lêr bij  de  u 
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der  y  gelegen  rijn  dan  V  en  V;  en,  geene  kannen 
der  van  die  4s  verwijderen  datf  X  én  X'. 

Voor  de  vier  genoemde  ponten  wordt  volgen*  (4)  p:=  oo, 
zoodat  -in  die  punten  de  raaklijuen  evenwijdig  met  de  as  der 
y   loopen ;   voort*    blijft    het  gevondene   maximum  voor  f , 

waarbij  *  ss  i-i — s -  eny  ^:  -  u,in  dit  geval  be- 

staan*    De  kromme  Jijn  .  beslaat  «los  na,  uh  twee  afzonder- 

lijk  staande  geslotene    deelen^  soó  als  ia  Fi*>  101  is  aige- 

beeld.. 
Om  in  elk» der  drie  behandelde  gevallen,  den  kromtestraal 

voor   eenig  pnnt  onzer  kromme   lijn  Ie  berekenen,  hebben 

wij  de  bekende  fortnale 

r vv+r)*. 

r  sr  -*•    ■■   ■  ■      T  -  .'f 

hierin  toot  a  de  waarde  (4)  overbrengende,  komt  «r 

'__'      •6*(«**+ i*+y')«4*3ft»a-*»-y»)*}  *  M1 

*""  yyVa'+^+y')*  *  *  w' 

zoo  vrij  hierin  *  =  0  stellen,  waardoor  y  fes  |/f<*  -£•-«*} 

_  ayfj»  —  a») 

r~\    b*  —  2o*     # 

Is  na  b  >  a  9  dan  is  r  positief,  oneindig  of  negatief, 
naargelang  h*  >  2a* ,  t1  =  2a*  ©f  *•  <  2a»  is»  la  haft 
punt  Y  van  Fig.  97  keert  dos  de  kromme  hare  hoOe ,  in  het 
pont  Y  van  Fig.  99  hare  bolle,  zijde  naar  de  as  der  x ,  ter- 
wijl in  het  pnnt  Y  van  Fig»  98 ,  hare  kromming  zoo  gering 
is ,  dat  zij  aldaar  nagenoeg  regtlijnig  wordt. 

Brengen  wij  de  waarde  van  p  volgens  (4) ,  in  (5)  ovar, 
aan  komt  er  voor  q  eene  uitdrukking  van  den  vorm 

T 

y       ys(«a  4-  ■**  +  ya)s 

waarin  voor  y  ss  0,    T  s=S  —  **(a*  +  **)  (a*  —  r*)* 

is*    Daar  na  volgens  (6) 

+  _  _  \/{y*(**+x*+Y*)*+x*(a*— *a— »a)a}a 

T 
wij  voor  y  =  0/ 


1 
\ 


V  O  O  B  S  T  £  L  L  E  N.    W.  Z4$  m  246.     W 
** »%.  5«!WijlT<HW,3r.=  0„*  sp:  j^<«»  ir  «*}  wordt, 

/  =  ~  S&  ^«a+^    of  V  -  ï^^a'-^' 
De  eerste  dezer    twee  waarden  Tan  r  wijst  den  .kromte- 
straal aan,   van  bet  pont  X,  in  elk.  der  figuren  97  tot  101; 
de   tweede,    waarde  .van  r  is    de  kromtestraal  van  het  punt 
V  in  Fig.   101*    In   het   tweede   geval,    waar   Ira  is, 

worden  deze  waarden  van  r, 

>      •  •  •  * 

r  =  —  .f  aj/2    en     r  =  0 j    , 
alxoo   is  in  Fig*  100 ,  de  kromtestraal  van  het  O  nul  .en  die 
van  het  punt  X  is  juist  een. derde  gedeelte  van  OX. 

Om  de  polaire  vergelijking  van  de  kromme  op  te  maken  3 
de  pool  in  O  en  OX  tot  oorsprong  der  hoeken  aannemende, 
stelle  men,  na  OM  (Fig.  97)  getrokken  te  hebben,  hoek 
XOM  z=  $  en  OM  =  *.     Alsdan  is  • 

AM*  =  aa+*a  —  ZazCo$4, 
BMa  =  #i'-f.jsa  4-  ZaxCoM.Q, 
derhalve  AMaxBMa  —  (aa4nsa)a— 4aa*aCet.a$, 

waai  uit  volgt    *4+2(l— 2CW0)a2*a+a4  =?  *4, 

V— 2a8sa€to.2$+«4--*4  =  0 
en  ten  laatste    sa  =r  a*Co*2$  ±  l/(*4— «4&'«.a20)« 

CCXLV1.  V  o  o  b  s  T  E  L. 
Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 
Hoi  middelpunt  M  van  don  cirkel,  om  oenen  willekeurig 
gen  driehoek  ABC  beoohreven  (Fig,  102),  en  het  gemoon- 
oehoppelyk  onypuut  S  der  loodltjnon,  uit  do  hoekpunten 
doo  driohooko  op  do  overslaande  apden  vallende,  liggen 
mot  hot  zwaartepunt  Z  doo  driohooko  in  êêne  regte  l$n ; 
en  wol  zoodanig,  dat  do  afotand  ZS  het  duhèol  van  don 
afktand  ZM  ie.    Mom  vraagt  hot  bewjje  hiervan  t 

Opgelost  door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier,  O. Kos- 
te», H.  Middelburg,  F.  C,  Radijs,  J.  S.  Sfeijejl  en 
J.  Sjoekis. 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier* 
Zij  M  (Fig.  102)  liet  middelpunt  des  omgeschreven  cirkel» , 
en  $  het  gemeenschappelijke  snijpunt  der  loodlnnen  AD,  B£ 
en  CF,  uit  de  hoekpunten  des  driehoeks  op  de  overstaande 
zijden  nedergelaten ;  trekken  wij  dan«eene  lijn  Btt,  nit  een 
hoekpunt  B  des  driehoeks.,  naar  het  midden  H  van  de  over- 
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staande  zijde,  ea  rij  2  bet  ^  snijpunt  -van'  deze  fijn  met  de 
lijn,  die.  de  ponten  BI  en  $^  vereenigt,  zoo  «al  het  er  voor- 
eerst op  aankomen ,  te  bewijzen ,  dat  Zfi  rrr-  2Zti  ia ;  want 
dit  zoo  zijnde,  zal  Z  het  zwaartepunt  des  driehoeks  zijn  , 
e»  dn»  zal  dan  dit  zwaartepunt*  met  ft  en  5  op  eene  zelfde 
Tegte  lijn  liggen.  Verder  hebben  wij  dan  nog  te  bewijzen  , 
-dat  ZS  ±r  2ZM  is. 

Tot  deze  bewijzen  trekken  wij ,  behalve  de  lijn  MU ,  die 
loodregt  opiAC  staat,  ook  nog  MG  en  III  respectievelijk 
loodregt  op  fiC  en  AB ;  vervolgens  uit  A  eene  middellijn 
AMN,  eti  oithet  uiteinde  N  dezer  middellijn  de  lijnen  HB 
en  NC,  dan  is  BNCS  een  parallelogram ;  want  de  hoeken 
ABN  en  ACN  zijn  regt  al*  staande  in  een'  halven  cirkel , 
dus  zijd  NB  en  CF  evenwijdig  als  staande  beide  loodregt  op 
AB,  gelijk  mede  NC  en  BE  evenwijdig  als  staande  beide 
loodregt  op  AG ,  hieruit  volgt 

BS  =  NC. 
Maar   MH   en   NO   beide  loodregt  op  AC  staande,  terwijl 
AN  het  dnbbel  van  AU  is,  is  NC  =  2MU;  bijgevolg  ook 

BS  =  2Mlf. 
Eindelijk   zijn   de  driehoeken    MZH  en  BZS  gelijkvormig; 
deze  gelijkvormigheid  verschaft  de  evenredigheid 
BS  :  MH  =  ZB  :  ZH  =  ZS  :  ZM, 
maar  wij  vonden  reeds  BS  :rr  2MH,  dus  is  ook 

ZB  t=^ZB    en    ZS  =  2ZM 
hetgeen  ons  nog  te  bewijzen  stond. 

CCXLVII.  Voorste  jl. 
Doóir  wV  J.  €.  Rammelmak  Elskvtbr.  . 
/5F*r  tenen  vyfkoek  ABCDE  (FSg.  103)  zijn  twee  op  sik- 
ander  volgende  hoeken  A  en  B  regt.  Men  veriangt  ds* 
dfetand,  waarop  de  zijd*  AB  'van  het  overstaande  hoek- 
punt  D  verwijderd  ie ,  in  eene  functie  van  de  zijden  de* 
vijfhoeke  uit  te  drukken  f 

Opgelost  door   W.  J.  'C.    R  amb4jslh an    Elsbvieh  ,  J.  S* 

Speijer,   J.   A.   Harsen,  D.   W.  Hiksb,  H.  MtonsLBirno r 

J.   Sjobmis,  J.  Teixeira  de  Mattos,  Jr.  sic  F.  C.  Radijs» 

Oplossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevtjek. 

Laat  '  gegeven  zijn    AB   zzz   a,    BC   zzz  b ,    CD   —    c, 

DE  =  d  en  EA  —  e,   dan  zaöën  wij  de  loodlijn  DF,  uit 


"1 
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(4s»a-H»ft)jr*+3(<ïa— é2)wix+a*M*— n+  =  O, 
waaruit  nu  afgeleid  wordt 

*•  -4-  2*  * 1 =  0 

^         4»a-H»a    ^   4a»a+aa    ""  U 

*"*•- siiq-ï 

Uit  de  waarde  die  wij  door  4*4  hebben  voorgesteld,  volgt 
(0*— J«)a  ■—  —  «4  +  2«aca  +  2«a<fa  —  4«4, 
zoo  wij    nu  dezen  vorm  voor  (o*  —  rfa)a  w  de  plaati  stel- 
len ,   gaat   de    grootheid,    die  onder  het  wortelteeken  voor- 
komt,  na  ontwikkeling   der  producten  en  vereenvoudiging, 

over  in 

tf*(„4  +  2sta(oa  +  d*  —  •*)  —  *st4) 

en  wij  hebben  alzoo  ook 

— fCa— rf«)«±«|/{«4-+-2«a(<?a4-d*— «*)— 4»4}. 

—  4**a+aa 

Daar  «hier  eene  bekende  functie  van  I  en  •  en  «j4  eene 
bekende  functie  van  «,  o  en  d  is,  behoeven,  wjfij  deze 
waarde  voor  x  slechts  in  de  formule 

DF  =  *  +  i(6  -f-  e) 
over,  te    brengen,    ore  deloodlijn  DF  in  functie  van  de  vijf 
rijden  des   vijf  hoeks  uitgedrukt  te  zien.    Wij  zullen  deze  uit- 
drukking om  hare  uitgebreidheid  hier  niet  neerschrijven. 

De  gevondene  formnlen  leveren  twee  verschillende  waar- 
den voor  x,  en  dus  ook  voor  de  loodlijf»  DF  op;  de  eene 
behoort  tot  het  geval,  dat  de  hoek  CDE  een  uitspringende 
hoek  is ,  de  andere  tot  bet  geval ,  dat  die  hoek  inspringende 
ia,  De  laatste  hebben  wi|  in  de  figuur  door  D'F  voorge- 
steld, zijnde  ED'  ==  ED  en  CD'  r=  CD  genomen. 

Aanheb*!***  Door  te  s  lellen  ,  dat  de  zijden  BC  en  EA 
des  vijlhoeks  nul  worden,  gaat  die  vijfhoek  over  in  eenen 
driehoek,  Afi  tot  bazis  en  DF  tot  hoogte  hebbende.  Stel- 
len wij  dan  ook  in  de  verkregeue  Jormulen  è  =  0/s  =0 
en  dus  ook  m  =  0 ,  zoo  vinden  wg 

DF  =^  =  — 1/«4  =  Sl/4*4  = 

■  > 

—  i1/(—tt»--e4--ft4+2«acarl-2aada+2<?aar4) , 


K 
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hetwelk    de   bekend»  formule   is ,   waardoor  de  hoogte 
driehoeks  in  de  zijden  a,  e  en  d  wordt  uitgedrukt 

CCXLVIH.    Voorstel. 

Door  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier* 

;  Fan  emnen  merkte*  ABCD  (Fig.  104)  t'W*  hoek  B  rogt; 
non  vraagt  den  afitand  van  hot  over  B  Maand*  hoekpunt 
D,  tot  eene  dor  aan  hot  hoekpunt  B  nmnonkomeindo  zijden, 
in  oono  functie  van  do  %  ff  dom  dep  viorhooko  uit  te  drukken? 

\  

Oeoelosi   door  W.  J.  C.    Bamkelman   Elsevier,   J.  S. 
Sfbijer,   J.    A.  Harsen,   D.  W.  Hinsb,  H.  Middelburg, 
J.  Sjoeris,  J.  Teixeira  dr  Mattoa,  Ju.  en  F.  C.  Radijs* 
Oflosscro  vmn   W.  J.  C.  Rammelman  Elsevier. 
Indien  jaen  jtelt  p  dut  in    Fig,  103  der  vorige  oplossing , 
de   zijde  AE  jiui  wordt,  .den  zal  men  juist  de  Fig»  104  ver-p 
krijgen,   waarin    DE   dan  de  gevraagde  afstand  is.    Zij  dus 
in  Fig.  IÓ4  AB  .=  *$  BC  ^s  *,  CO  =  o,  DA  =  d,  dan 
zal  men   in    de  uitkomst   van  de  vorige   oplossing  slechts 
o  =r  0  moeien  ♦Uiten,,  waardoor  •*=*§*  wordt,  om  ter 
van.  het  tegenwoordige  voorstel  te  vinden 
_~  •  —o(o*-^*)±ay'{tkn4+Zt>(c*+>d2— a*)-+t*} 

e*  .  D£  —  -r  4-  £J. 

In  JEfc,  *>*  AD'  =:  AD  »n  CD*  ^=  CD  ,*£nde,  z$n  de 
joodljjmü  DF  *u  D'F  ook.  jhier  de  beide  wwfon,  die 
ójertr  de  oplossing  -worden  opgeleverd. 

CGXUX.     Voorstee 
Door  "W.  9.  C.  Rammelman  Elssvier. 

Jfc  <*a#*de  U  hepalon  van  hot  goöro^*  3yy9<jj ~  * 

•  ♦  ♦ 

êoiko  teller  on  noemer  roopectievelifk  beHaan^  uit  do  on- 
eindig voortloopende  gedurige  producten  van  do  even*  ow 
ouovono  getallen  t 

Opgelost  iaor  h  6.  Srzi^Eju 
Oflossino  van  J.  S.  SrzijBR. 

Men  vindt  bewegen  hij  #.  jpt  G**xx*  h  Wifikumtige  fyo* 
oen,  §  628.  dat 

f  X  ï  X  $  X  f  X  f  X  f  X  #«.  f**  fct**^«d.fra  =*:  f* 
Is.    Deze  vergelijking  wordt  ook  op  eene  geheel  andere  wijze 

I.  Deel.  flh 
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ia   Lacboix,    Traite  Élémentaire  dm  Caleml  7*- 
ttgral,  §  .381. 
Stelt  men  na 
fXiX|X$X|x£xlo*  2«  factoren  =  p, 
dan  zal  voor  n  rr  oo  ,  p  s=  Jt  weseo. 
in  plaats  Tan  de  laatste  vergelijking,  kannen  wij  sehrijren 

(2x4x6x8x«-~X2ii)^ _ 

(1X3X5X7X...X(2«— 1)J*(2«+1)  —  *' 
■.  '       /   2x*X6x8X — X2«    \*  |M_ 

waaruit  rolgt 

2x*x6x8X~-X2«      ,  > 

3X5X7X9X.-X(2n+1)  —  ^ïw+l' 
stellende   na  hierin    *  ss  a>  ,   waardoor  />:=§*   wordt, 
dan  verkrijgt  men  eindelijk  voor  de  gevraagde  waarde 
2x4x6x8x  «»g.  tot  in  't  oneindige  __ 
3X5X7X9X  ênz.  tot  in  't  oneindige  ' 

CCL.    VoonsTsx.. 
•    Door  W.  J.  O.  Rammeluak  Elsevteh. 
Op    hoe    vete  en   welke    wijnen,   kan   het  oppervlak  van 
eenen   bol   verdeeld  worden,  in  aan  elkander  eluitende  ge* 
lijke  en  gelijkvormige  regelmatige  bolvormige  veelhoeken  f 

Opgelost   door  W.   ƒ.    C.    Rammelman  Elsevier,  l.  S. 
Snij»,-  H.  Middbxbubo,  C.  Koster  en  F.  C.  Radijs* 
I.    Of  lossing  van  W.  J.  C.  Rammelman  Elsevie*. 
Stellen  wij  dat  deze  bolvormige  veelhoeken  ieder  x  zijden 
en   dus   ook  x   hoeken    hebben,    dat  er  in  elk  hoekpunt  f 
veelhoeken  te  «amen  komen,  en  dat  er  in  het  geheel  s  veel- 
hoeken «  zijn ,  wier  samenvoeging  het  oppervlak  van  den  bol 
uitmaakt ,  dan  stellen   x }  y   enz  positieve  geheele  getallen 
voor }   kunnende .  uit  den  aard  £er  zaak ,  noch  x ,  noch  y , 
kleiner  dan  3  wezen* 
Dewijl  er  in   elk  hoekpunt  y  veelhoeken  samenkomen,  ia 

ban  polygoonshoek  —  x  560°;  alzoo  is  de  som  van  de  hoe* 
ken  van  eenen  der  veelhoeken  —  X  3606. 

y 

Daar   %   veelhoeken  het  oppervlak  van  den  bol  uitmaken  $ 
i%4   zoo  wij  dit  oppervlak  O  noemen ,  de  inhoud  van  eiken 
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veelhoek  — •    Maar  de  inhoud  van  eenen  bolvormigen  *-hoek 

staat  .tot  bet  oppervlak  dea  bols,  alt  de  overmaat  van  de 
som  «qner  hoeken  boven  (*  —  2)  x  180° ,  at-ut  Jot  720°» 
wij  hebben  dos  .  ... 

— :  O  =s  —  X  860*  —  (*  —  2)  X  180°  :  720% 

*  y 

of         1  :  s=—  —  (*-2)  :  4, 

y 

Waaruit  volgt 

4y 

2x  +  2y "—  *y'  .       .     . 

deie  vergelijking  wijst  nu  de  betrekking  van  afhankelijkheid 
aan  >  die  er  tossohen  de  geheele  positieve  getallen  * ,  y  en  * 
moet  bestaan* 
Opdat  s  positief  rij ,  moeten  wij  tobben 

jry<2x+2y, 
*y  •—  2*  <  2y, 

^      2y  •   i 

y  —  2' 

of  jp  <  2  +    '  * 


y^-2' 

daar  de  ktorntte  waarde,  die  y  hebben  kan,  3  is  r  volgt 
hieruit,  dat  de  grootste*  waarde  die  x  hebben  kan  5  moet 
wezen;  daar  ook  k  niet  gr oo ter  dan  "3  aijn  kan,  zijn  alzoo 
*  =  3 ,  jt  =  4  en  *  =:  5  de  eenige  mogelijke  waarden 
Toor  * .  '■ 

Nemen  wn  ten  eettte .  x  ==  3 ,-  dan  wprdt  s  sss  «'      ■    , 

'     6  —  y 

zoodat  men  geene  andere  waarden  voor  y  hebbén  kan ,  dtin 

y  ==  3 ,  waarmede  %  =f  4 ,    * 
y  ss  4/        to         *  -2  8, 
y  =  5  9         *  =  20, 

overeenstemt.  Men  kan  derhalve  het  oppervlak  van  den  bol 
verdeelen  in  4 ,  8  of  20  regelmatige  bolvormige  driehoeken , 
die  dan  3  aan  3 ,  4  aan  4  of  5  aan  5 ,  met  honne  hoekpun- 
ten aan  elkander  sluiten» 

Hemen  wij  ten  tweede  x  ss  4 ,  dan  wordt  %  s;  ■     *     È 

4  —  y* 

Hh2 
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soodat  men  na  alleen  kan  hebben 

y  =z  3 ,  waarmede  %  zzz  6 
overeenstemt    Men  kan   dot  Let  oppervlak  dei  bols  vetodee- 
Ieit   in  6   regelmatige  bolvormige   vierhoeken,   die  3  aas  3 
met  hunne  hoekpunten  aan  elkander  sluiten,  •• 

Nemen  wij  tèn  Arde  s  =»  5,  Au*;  wordt  *  s=  -    *     ; 

na  kan  men  ook  alleen  hebben 

y  r:3,  waarmede  *  s=s  J2 
overeenstemt.    Het  oppervlak  des  bols  kan  dos  ook  nog  Ter- 
deeld   worden   in    12  regelmatige  bolvormige  vijfhoeken,  die 
3  aan  3  met  hunne  hoekpunten  samenkomen. 

IL     QtLoesiMO  van  S.  S.  Qrtipat» 

Omdat  de  gelijke  bogen >  welke  eenen  regelmatige*  bol- 
vormigen  veelhoek  bepalen,  bogen  van  groote  cirkels  tijm, 
zal  men  door  de  koorden  van  dete*  bogen  te  trekken,  eenen 
regelmatigen  regtlijnigen  veelhoek  verkrijgen* 

Indien    dus   het  oppervlak  Van  -«enen  bol.   volgens   het 

voorstel,   in  regelmatige  bolvormige  veelhoeken  verdeeld  ia, 

en   de  koorden  van    al   ct#   samenstellende  bogen  getrokken 

zijn,    dan   zullen  er   even    zoo  vele  gelijke  en  gelijkvormige 

regelmatige  regtlijnige  veelhoeken  ontstaan,  die  alsdan  ins- 

fjetijks  aan.  elkander   sollen   sluiten,  ea  ten  segelsf  atig  J|g- 

«kajutt  «dies  hèpélen  ,  In  dien  bol  beschreven*  • 

Nu  zijn  er  (Zie  J.  j>s  Geu>£r ,  Btg<  der  Meetk.  3-  druk, 

§  S3&)  slechts  vijf  regelmatige  ligchamen  mogelijk,  om  welke 

een  bol  kan    beschreven  worden;    waaruit  volgt,  dat  men 

de.  gevraagde  verdeeling  van  het  oppervlak  des  bols  slechts 

•op  rijf  Wtpcéki  kt*  Vérfigtek ,  4n'  wét: 

door  het  viervlak       in    4  xegelm*  bolr.  driehoeken  % 

»      »    %*tvtak  J>     6       j)         ji      vierhoeken; 

»      B    achtelak        *     8        »         j      driehoeken; 

»      »    twamtfvlak    a   12       »         4      vgfhoeken; 

en     |     j.   imuniigvlak  *  £0       *        j      driehoeken* 
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